Jest to zapis odczytu wygloszonego na
XXXIV Szkole Matematyki Pogladowej
»NIE w matematyce i okolicach”,
styczen 2005.

Struktury niewygladzalne
Zdzistaw POGODA, Krakow

Podstawowym zadaniem topologii jest stwierdzenie, czy dwie dane przestrzenie
sg homeomorficzne, czy tez nie. Zazwyczaj nie jest to zadanie latwe, gdyz
pojecie homeomorfizmu jest bardzo ogélne i umyka naszej geometrycznej
intuicji. Dlatego szuka sie takich cech badanych obiektéw, ktore nie zmieniaja sie
przy przeksztalceniach homeomorficznych. I to tez nie jest latwe, trzeba bowiem
siegnaé¢ do bardzo glebokich wlasnosci przestrzeni i samych homeomorfizméw.

Z podstawowego kursu topologii wiadomo, ze takimi najprostszymi cechami sa;
zwartosé, spdjnosé, liczba sktadowych spdjnych zbioru oraz liczba sktadowych
spéjnych brzegu. One nie ulegaja zmianie, gdy zbiory przeksztalcamy
homeomorficznie. Jednak tatwo mozna podaé przyklady takich obiektow, ktére
maja takie same wszystkie wymienione cechy, a jednak nie sa topologicznie
rownowazne. Nalezy szuka¢ dalej. Marzeniem topologéw jest znalezienie

takiego zestawu cech, ktore pozwolityby jednoznacznie odrézni¢ z punktu
widzenia homeomorfizmu dwie zadane przestrzenie. W tym celu konstruuje sie
rozmaite zestawy wymy$lnych niezmiennikow, ktére pomagaja rozrézni¢ badane
przestrzenie. Zazwyczaj otrzymane niezmienniki pozwalaja na ,negatywna
selekcje” — jesli niezmienniki lub ich zestawy sa rézne, to przestrzenie nie sg
homeomorficzne. Gdy natomiast niezmienniki beda takie same, to jeszcze wcale
nie znaczy, ze przestrzenie sa homeomorficzne.

Oproécz konstrukeji nowych niezmiennikéw dobiera sie tez bardziej specjalne
klasy przestrzeni poddajace si¢ latwiej analizie. W praktyce pojecie przestrzeni
topologicznej jest zbyt ogdlne i trudniej do niego stosowaé rozmaite techniki.
Bardzo waznym i latwiej poddajacym sie badaniom przykladem sa przestrzenie
lokalnie przypominajace przestrzen euklidesowa, czyli rozmaitosci. Ale
i wérdd nich mozna wyréznié rozmaite klasy. Najogdlniejsza stanowia
rozmaitosci topologiczne. Przestrzen topologiczna nazwiemy rozmaitoscia
topologiczna n wymiarowa, gdy kazdy jej punkt ma otwarte otoczenie
homeomorficzne z R". Jednak rozmaitosci topologiczne pojawity sie historycznie
najpézniej. Wezesniej badano, bedace uogdlnieniem powierzchni, rozmaitosci
rézniczkowe i kawatkami liniowe (PL-rozmaitosci). Definicje obu tych typow
zaczynaja sie podobnie jak w przypadku rozmaitosci topologicznej: zadana
jest rodzina otoczen otwartych homeomorficznych z odpowiednia przestrzenia
euklidesowa R™. Wybrane otoczenia powinny pokrywaé caly przestrzen i wraz
z odpowiadajacymi homeomorfizmami nazywane sg mapami. Zbiér wszystkich
map tworzy atlas. Dochodzi jeszcze warunek zgodnosci. Jesli dane sa dwie mapy
(U, ¢) oraz (V,v) z warunkiem U NV # (), to odwzorowanie

Yo lipUNV)—=ypUNV)
powinno byé¢ gladkim (albo odpowiedniej klasy C*) dyfeomorfizmem
w przypadku rozmaitoéci rézniczkowej, wzglednie kawatkami liniowym
izomorfizmem, gdy chcemy mie¢ PL-rozmaito$¢. Kawatkami liniowo$¢
rozmaitodci i odwzorowan $cisle zwiazana jest z mozliwoécia lokalnej triangulacji
przestrzeni; méwiac niezbyt precyzyjnie taka rozmaitos¢ lokalnie przypomina
uogdélniony wieloscian. Jak juz wspomnieliSmy, rozmaitosci sa uogdlnieniem
koncepcji powierzchni i krzywych na wyzsze wymiary. Rozmaitosci rézniczkowe
sg uogolnieniem powierzchni gladkich — ,bez kantéw”, a rozmaitoéci kawatkami
liniowe sg uogolnieniem powierzchni wielo$ciennych — tu kanty sa dopuszczalne.
Najmniej intuicyjne sa rozmaitosci topologiczne. Jesli wyobrazimy sobie
sfere rogata z nieskonczong iloscig rogdéw, a na kazdym z nich znéw rogi
i do tego nawzajem zaplecione, to mamy jeden z ,naturalnych” przyktaddw
dwuwymiarowe]j rozmaitosci topologiczne;j.

Na kazdej rozmaitosci gtadkiej lub kawaltkami liniowej mozna zadaé wiele
roznych atlasow, jednak atlasy te moga opisywaé te sama strukture. Wprowadza
sie mianowicie relacje réwnowaznosci w rodzinie atlaséw na danej rozmaitosci:
dwa atlasy sa w relacji, gdy ich suma znéw jest atlasem, czyli mapy badanych
atlasow musza spelnia¢ warunek zgodnosci. W ten sposéb kazdy atlas wyznacza
pewien atlas maksymalny nazywany struktura — rézniczkowa lub kawatkami
liniowa (PL-struktura). A moze dowolne dwa atlasy sa réwnowazne? Nie, tak
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nie musi by¢. Wystarczy rozwazy¢ rozmaitosé M; = R z jedng mapa ¢ : x —
oraz My ten sam zbiér R z inng mapa ¢ : x — 3. Wtedy oy~ ! : o — o
nie jest dyfeomorfizmem; oba atlasy jednomapowe nie sg réwnowazne. Mozna
jednak wskaza¢ homeomorfizm z R na R, ktéry w zadanych mapach jest
dyfeomorfizmem. Tym odwzorowaniem jest h : My — M; zadane wzorem

h(z) = 23, ktére w mapach ¢ o h o ¢p~Istaje si¢ dyfeomorfizmem = — .

W takiej sytuacji méwimy, ze struktury sa réwnowazne. Czyli, atlasy nie byly
rownowazne, ale struktury juz tak. Pojawia si¢ dos¢ naturalne przypuszczenie,
ze dwie struktury (rézniczkowe albo typu PL) na danej rozmaitosci sa

zawsze rownowazne. Okazalo sie to jednak nieprawda. W 1957 roku John
Milnor udowodnit ([4]), Ze na sferze siedmiowymiarowej S7 istnieje az 28
nieréwnowaznych struktur rézniczkowych. Bylo to duze zaskoczenie dla
specjalistéw, lecz byt to dopiero poczatek niespodzianek. Pojawity sie bowiem
dalsze pytania: czy sg jakie$ zaleznosci pomiedzy réznymi typami struktur?
Czy zadanie struktury kawatkami liniowej pociaga za soba zadanie struktury
gladkiej? Czy na rozmaitosci topologicznej zawsze mozna okreslié¢ zgodnag,

z topologia strukture gtadka albo kawaltkami liniowa? Udowodniono wiele
ciekawych twierdzen. Na przyklad, wiadomo, ze jesli na rozmaitosci zadana jest
struktura klasy C!, to istnieje tez struktura klasy C™. Kazda dwuwymiarowa

i trojwymiarowa rozmaitos¢ topologiczna ma réwniez jednoznacznie wyznaczona
strukture rézniczkows i kawatkami liniowa. Moze wigc sa jakies regularnosci

w ,ubieraniu” rozmaitos$ci w struktury. Jednak Milnor i Krvaire w 1961 roku
skonstruowali przyklad niewygladzalnej rozmaitosci topologicznej, czyli takiej
rozmaitosci topologicznej, ktéra nie dopuszcza zgodnej struktury rézniczkowej.
Byl to przyklad dosé wyszukany i do tego ,wysoko wymiarowy” (dokladniej
jedenastowymiarowy), wiec przypuszczano, ze w niskich wymiarach i dla
,borzadnych” rozmaitosci takie ekstrawagancje nie beda mialy miejsca.
Przypuszczenia wydawaly sie to potwierdza¢. Udowodniono ([3]), nie bez
wysitku jednak, ze zwykta przestrzen euklidesowa R™ ma tylko jedna strukture
rozniczkowa z jednym drobnym wyjatkiem n = 4; sadzono, ze jest to tylko
szczegdl zwiagzany z technika i szybko zostanie pokonany. Podano precyzyjne
warunki, kiedy rozmaitos¢ topologiczna dopuszcza strukture typu PL oraz ilu
takich nieréwnowaznych struktur nalezy si¢ spodziewaé ([3]). Wiadomo tez,

ze gdy n < 7, to struktura kawalkami liniowa gwarantuje istnienie struktury
gladkiej (odwrotnie jest dla dowolnego n), a dla n < 6 istnieje wzajemnie
jednoznaczna odpowiednios¢ pomiedzy strukturami gtadkimi i typu PL.
Pytanie, czy istnieja czterowymiarowe rozmaitosci topologiczne niewygladzalne
pozostawalo otwarte.

Problemy ze strukturami pojawity sie raczej dos¢ niespodziewanie, bo

nie spodziewano sie¢ istnienia struktur nieréwnowaznych. Wczesniejszym

i wazniejszym zagadnieniem nurtujacych specjalistow byl, jak wspomnieliSmy na
poczatku, problem klasyfikacji. To przeciez w tym celu konstruowano rozmaite
niezmienniki. Rozmaitosci jedno i dwuwymiarowe udalo sie sklasyfikowac.

W przypadku rozmaitosci trojwymiarowych problem jest, jak dotychczas,
otwarty. Udowodniono natomiast, ze rozmaitosci cztero i wyzej wymiarowych
nie da sie sklasyfikowa¢. Dokladniej, pokazano, ze dla dowolnego algorytmu
rozrézniajacego czterowymiarowe rozmaitosci z doktadnoécia do homeomorfizmu,
zawsze mozna znalezé takie dwie rozmaitosci, ktore si¢ nie poddaja temu
algorytmowi. Nie przeszkadza to jednak w podejmowaniu préb klasyfikacji
pewnych specjalnych rodzin rozmaitosci.

Taka wyrézniong rodzine stanowia rozmaitosci jednospdjne, czyli takie,

w ktérych kazda petle mozna $ciagnaé do punktu. W przypadku jedno

i dwuwymiarowym nie ma tego wiele: prosta, sfera i plaszczyzna. Byé

moze réwniez wsrod rozmaitoéci trojwymiarowych tez nie ma zbyt wielu
jednospéjnych — takie sg przestrzen R3 i sfera tréjwymiarowa. A jeéli prawdziwa
jest klasyczna hipoteza Poincarégo (dzigki pracom Perelmana wyglada na to,

ze jest prawdziwa), to wiecej tréjwymiarowych rozmaitosci jednospdjnych nie
ma. Za to w przypadku czterowymiarowym mamy juz ich cale zatrzesienie.
Oprécz bowiem przestrzeni R* i sfery czterowymiarowej S* jest jeszcze S? x S2,
zespolona plaszczyzna rzutowa CP? i wiele innych, jak choéby obiekt nazywany
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powierzchnia Kummera, ktora definiuje si¢ nastepujaco

K = {[20, 21,22, 23] € CP?: 2§ + 2} + 25 + 23 = 0}
Podjeto proby sklasyfikowania czterowymiarowych rozmaitosci jednospdjnych
zwartych i bez brzegu (nazywanych takze zamknietymi). Problem, o dziwo,
okazal sie nielatwy, gdyz dla czterech wymiaréw rozmaitosci jednospéjnych
jest zadziwiajaco duzo. Jakimi narzedziami dysponuja topolodzy w tym
przypadku? Do badania rozmaitosci czterowymiarowych w ogéle mozna
wykorzysta¢ grupe podstawowa, grupy homologii oraz grupy kohomologii.
Grupa podstawowa 71 (M) nazywana tez pierwsza grupa homotopii zwiazana
jest z petlami i méwiac bardzo niescisle zlicza typy petli nie dajace Sciagnaé
sie do punktu. Dla rozmaitosci jednospéjnych jest to, zgodnie z definicja,
grupa trywialna, nie daje wiec konkretnych informacji. Grupy homologii
jednowymiarowych dla rozmaitosci M (H;(M) albo dokladniej Hy(M,Z) )
wyszukuja typy krzywych zamknietych nie bedacych brzegami obszaréw. Grupy
homologii dwuwymiarowych (Ho(M,Z)) wskazuja typy powierzchni zamknigtych
nie ograniczajacych kawalka przestrzeni itd. Grupy kohomologii sa to jakby
dualne odpowiedniki grup homologii, podobnie jak przestrzenie sprzezone do
danych w przypadku przestrzeni wektorowych. Wykorzystujac pewne dobrze
znane w topologii algebraicznej zaleznosci zauwazono, ze dla rozmaitosci
czterowymiarowych jednospéjnych (zamknietych) wazne sa wlasnie homologie
dwuwymiarowe i zwiazana z nimi tak zwana forma przecigcia. Opiszemy ja
moze nieco dokladniej, cho¢ z koniecznosci musimy pozostaé¢ przy dosé ogdlnych
intuicjach. Formalnie forma przeciecia I jest odwzorowaniem

I:Hy(M,Z)x Hy(M,Z) — Z

ktére jest kuzynem iloczynu skalarnego; jest to jakby catkowitoliczbowy
iloczyn skalarny na Ho(M,Z). Mozna je zdefiniowaé¢ na wiele sposobéw
odwotujac sie¢ do struktury rozmaitosci M. Przyjmijmy, ze od tej pory
rozmaitoé$¢ M bedzie rozmaitoscia zamknietg — czyli zwarta i bez brzegu — oraz
jednospéjna. Wybierzmy dwie klasy [X1] i [X2] w Ho (M, Z) reprezentowane
przez powierzchnie ¥p i 3o gladko zanurzone w rozmaitosci M znajdujace si¢
w polozeniu ogdlnym, to znaczy majace skoniczona liczbe punktéw przeciecia
(w przestrzeni czterowymiarowej to jest mozliwe!). Kazdemu takiemu punktowi
przeciecia przypisujemy liczby +1 albo —1 w zaleznosci od tego, czy wektory
bazowe styczne do powierzchni maja orientacje zgodna albo przeciwna
z wektorami bazowymi stycznymi do calej rozmaitosci. Teraz I([X1], [S2]) jest
sumyg wszystkich znakéw przypisanych punktom przeciecia.

Po sprawdzeniu poprawnosci okreslenia dostajemy forme symetryczna

i unimodularna. Wykorzystujac techniki topologii algebraicznej, definicje
formy mozna przenie$é na rozmaitosci topologiczne. Analogicznie jak

w przypadku iloczynu skalarnego z forma przeciecia zwiazana jest macierz

(tu o wspoéltezynnikach catkowitych), mozna wiec méwié o rzedzie formy i jej
sygnaturze. Rozwaza si¢ tez pojecie typu formy. Méwimy, ze forma ma typ
parzysty, gdy na przekatnej jej macierzy znajduja sie same liczby parzyste,

w przeciwnym przypadku forma ma typ nieparzysty. Wazng role odgrywa tez
fakt, czy forma jest okreslona (dodatnio lub ujemnie), czy tez jest nieokreslona.

Przyjrzyjmy sie kilku przyktadom.

1. M = S*. Poniewaz H(S*) = {0}, wigc Ips = 0.

2. M = CP?. Tu forma przecigcia reprezentowana jest przez macierz [1]. Piszemy
w skrécie Iy = [1].

3. Niech M bedzie zespolona ptaszczyzna rzutowa z przeciwna orientacja.
Oznaczmy ja —CP2. To jest inna rozmaitoéé niz CP?, gdyz nie istnieje
dyfeomorfizm CP? na siebie zmieniajacy orientacje. Dla tej inaczej

zorientowanej zespolonej plaszczyzny rzutowej Ipy = [—1].
4. M = S? x §2. W tym przypadku
0 1
=1 o)

Forme te oznaczmy przez U.
5. Jedli M jest suma spdjna rozmaitosci My i Ma, to Iny = Ing, @ Iy, czyli

Iy, ©
IM[O IMJ
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Przypomnijmy pokroétce, ze tworzenie sumy spdjnej dwdch rozmaitosci
polega na tym, iz z kazdej rozmaito$ci wycinamy odpowiednie kule (w tym
przypadku czterowymiarowe) i sklejamy ,wzdtuz” powstalych sfer. Piszemy
wtedy: M = My # M.

6. Dla powierzchni Kummera K forma jest rzedu 22 i ma postac

1
IKEg@E8@3|:O }

10
gdzie
r2 -1 0 0 0 0 0 071
-1 2 -1 0 0 0 0 0
0 -1 2 -1 0 0 0 ©
|0 0 -1 2 -1 0 0 0
510 0 0 -1 2 -1 0 -1
0o 0 0 0 -1 2 -1 0
0o 0 0 0 0 -1 2 0
Lo 0 0 0 -1 0 0 2.

Opisane przyktady odgrywaja wazna role w klasyfikacji czterowymiarowych
rozmaitosci jednospdjnych. Okazalo sie bowiem, ze forma przeciecia jest
wymarzonym niezmiennikiem dla tychze rozmaitosci.

W 1982 roku Michael H. Freedman ([2]) udowodnil twierdzenie o wzajemnie
jednoznacznej odpowiedniosci miedzy czterowymiarowymi jednospdjnymi
rozmaitoéciami a calkowitoliczbowymi, symetrycznymi i unimodularnymi
formami dwuliniowymi.

Dokladniej: jest tak, ze kazdej formie z powyzszymi cechami odpowiada
czterowymiarowa jednospdjna rozmaitos¢ topologiczna, dla ktérej ta forma jest
forma przeciecia. Jesli forma jest parzysta, to odpowiednios¢ jest wzajemnie
jednoznaczna. Jesli natomiast forma jest nieparzysta, to istniejg dokladnie
dwie czterowymiarowe jednospdjne rozmaitosci topologiczne realizujace te
forme przecigcia. Jedna z tych rozmaitosci ma te wlasnosé, ze pomnozona po
kartezjansku przez S' dopuszcza strukture gladka, dla drugiej M x S jest
niewygtadzalna.

Powraca zatem problem wygladzalnosci. Z twierdzenia Freedmana wynika, ze
wsréd jednospojnych czterowymiarowych rozmaitosci topologicznych jest wiele
niewygladzalnych. Nalezy tylko jeszcze przypomnieé znacznie wezesniejszy wynik
Rohlina pochodzacy z 1952 roku: jesli czterowymiarowa rozmaito$¢ jest gtadka

z parzysta forma przeciecia, to jej sygnatura jest podzielna przez 16.

Czyli przez kontrapozycje: jedli sygnatura formy parzystej nie dzieli sie przez
16, to odpowiadajaca jej rozmaitosé czterowymiarowa jest niewygltadzalna
(przypominamy, ze rozwazamy rozmaitosci zamkniete).

Powolujac sie teraz na twierdzenie Rohlina i Freedmana mozemy stwierdzié,

ze jedyna rozmaitos¢ odpowiadajaca formie Fg jest niewygladzalna. Jesli teraz
zaznaczymy, ze istnieja 24 nieréwnowazne formy rzedu 24 oraz, ze liczba form
parzystych (okreslonych) wyzszych rzedéw rosnie lawinowo (form rzedu 40 jest
wigcej niz 10°! [5]), to widzimy, ze niewygladzalnoéé wéréd czterowymiarowych
rozmaitosci topologicznych jest wrecz czym$ pospolitym. Jesli jednak opuscimy
zalozenie zwartosci to mozna pokazaé, ze rozmaitos¢ dopuszcza zawsze strukture
rozniczkowa.

Dowdd twierdzenia klasyfikacyjnego Freedmana jest skomplikowany i wymaga
zastosowania wymy$lnych technik i konstrukcji. Warto jednak zwrécié uwage
choéby na zarys idei realizacji dla form tym bardziej, ze nie ma pelnej
klasyfikacji dla wszystkich form ([1]).

Najpierw konstruuje sie rozmaito$¢ odpowiadajaca formie Eg. Nastepnie
zauwazamy, ze jesli dla pewnej rozmaitosci M zachodzi zaleznos¢ Iy = I @& U,
to istnieje taka rozmaito$é N, ze M = N # (S? x S?) oraz I = I. Ten fakt
nazywany jest reguta wycinania.

Nie ma klasyfikacji wszystkich form, lecz na szczescie formy nieokreslone
podlegaja klasyfikacji: dowolna nieokre$lona forma parzysta ma postac
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kEs ® mU, a nieokre$lona forma nieparzysta musi by¢ postaci k[1] @ m[—1].
Co teraz nalezy zrobi¢ z dowolna forma I? Rozwazamy nowa forme I @ U. Jest
to juz forma nieokreslona, moze wiec by¢ realizowana i jesli zastosujemy regute
wycinania, to dostaniemy realizacje formy I.

Wypada jeszcze wspomnieé, ze trzeba podaé¢ konstrukcje rozmaitosci
,blizniaczej” do CP?, tak zwanej ,falszywej” zespolonej plaszczyzny rzutowej,
to znaczy takiej rozmaitoéci, ktéra ma taka sama forme przeciecia jak zwykla
zespolona plaszczyzna rzutowa, tylko przemnozona po kartezjansku przez okrag
nie dopuszcza struktury gltadkiej.

Zobaczmy jeszcze, jak wyglada realizacja form za pomoca rozmaitosci gtadkich.

Mamy tu cztery podstawowe przypadki:

a) Jedli forma jest parzysta i okre$lona, to nie moze by¢ realizowana przez
rozmaitosé gladka. Podstawa takiego stwierdzenia jest twierdzenie
Donaldsona. Glosi ono, ze jesli M jest gladka jednospdjna czterowymiarowa
rozmaitoscia z okreslona (dodatnio lub ujemnie) forma przeciecia, to forma
ta musi by¢ diagonalna nad Z, czyli ma macierz jednostkowa. Ilosé gtadkich
rozmaitosci (zamknietych) w przypadku czterowymiarowym znéw zostala
dramatycznie zawezona.

b) Gdy forma jest nieparzysta i okreslona, to, na podstawie uwagi w poprzednim
punkcie, moze by¢ realizowana przez rozmaitosé gladka tylko wtedy, gdy ma
macierz jednostkowa.

c) Jesli forma jest parzysta i nieokreslona, to w niektérych przypadkach moze
by¢ realizowana przez rozmaitosci gtadkie. Forma powierzchni Kummera
Es® FEs®U @ U & U ma te wlasnosé. Wiadomo, ze gdy liczba sktadowych
U jest nie mniejsza niz 3/5 liczby skladowych Eg, a liczba skladowych Eg
jest parzysta, to daje sie realizowa¢ przez rozmaitos¢ gladka. W przeciwnym
przypadku jej sygnatura nie dzieli sie przez 16.

d) Wreszcie, gdy forma jest nieparzysta i nieokreslona, to zawsze daje si¢
realizowaé przez rozmaitos$é gladka. Wtedy forma ma postaé k[1] & m[—1]

i na podstawie reguly wycinania moze by¢ realizowana przez sumy spdjne
zespolonych plaszczyzn rzutowych kCP? # m(—CP?).

Po raz kolejny okazalo sie, ze to, co wydawalo sie niezwykle i wyjatkowe, tak

naprawde jest bardzo czeste i powinno by¢ uznane za zwyczajne.

Na koniec zauwazmy jeszcze, ze z twierdzenia Freedmana wynika
czterowymiarowa topologiczna hipoteza Poincarégo: czterowymiarowa
rozmaitosé¢ topologiczna homotopijnie réwnowazna ze sfera czterowymiarows jest
homeomorficzna z ta sfery; sfera S* jest jedyna rozmaitodcia czterowymiarowsa

i jednospdjna z zerowa forma przeciecia, a rozmaitosci homotopijnie rownowazne
maja jednakowe formy przecigcia. Nierozstrzygniety pozostaje natomiast
problem struktur egzotycznych na S*, czyli jakby gladki odpowiednik hipotezy
Poincarégo.

Nie wiadomo tez, czy niejednospdjne czterowymiarowe rozmaitosci topologiczne
dadza sie jakos$ scharakteryzowaé. Moze specjalistom uda sie znalezé nowe
ciekawe niezmienniki. Wszystko sie moze zdarzy¢.
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