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O nieré6wnosci Hilberta napisano juz wiele. Trudno bytoby w krétkim artykule
rzetelnie opisaé jej zastosowania i rozmaite warianty, zwtaszcza ze zwykle
wymaga to uzycia dosé¢ skomplikowanych narzedzi matematyki wyzszej;
przyjrzymy sie wiec z bliska tylko niektérym, wybranym zagadnieniom.
Zainteresowany Czytelnik zechce moze przeczytaé¢ obszerniejsze, przegladowe
opracowanie [1].

Nieroéwno$é Hilberta. Dla dowolnych liczb rzeczywistych aq, aso, ..., ag,
b1, ba, ..., b, oraz dowolnych liczb ¢, co,...,ck, di, do,...,d; > 1 takich, ze
lei —¢j| > 11 |d; —d;| > 1 dlai# j, spelniona jest nier6wnosé
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W dowodzie nieréwnosci Hilberta wykorzystamy nieréwnosé
Buniakowskiego-Schwarza, w wersji znanej juz Cauchy’emu (dalej bedziemy ja
nazywaé, jak to jest dos¢ powszechnie przyjete, nieréwnoscig Schwarza). Dla

dowolnych liczb rzeczywistych 1, 2, ..., TN, Y1, Y2, - - ., YNy mamy
N
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Istotnie, jesli na ciagach t = (t1,t2,...,tn) 1w = (ui,us,...,uy) okreslimy

wzorem
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dziatanie dwuargumentowe o wartosciach rzeczywistych, to tatwo sprawdzié, ze
spelia ono dla dowolnych ciagéw ¢, u, v i dowolnej liczby rzeczywistej o
nastepujace warunki: tou =wuot, (at)ou = a(tou), to(u+v) = (tou)+ (tow),
tot >0, przy czym t ot = 0 tylko wtedy, gdy ¢ = 0. Dzialanie majace powyzsze
wlasnosci nazywamy rzeczywistym iloczynem skalarnym. Proste przeksztalcenia
pokazuja, ze (zox)a® +2(zoy)a+ (yoy) = (ax +y) o (ax +y) > 0 dla dowolnej
liczby rzeczywistej a, a wigc wyrdinik A = 4(zoy)? —4(z o x)(y o y) jest
niedodatni, stad zas natychmiast wynika, ze |z o y| < (x o 2)/2(y o y)*/?, co jest
po prostu inng forma zapisu nieréwnosci Schwarza.

Wréémy do nieréwnosci Hilberta. Bez straty ogélnosci mozemy zalozyé, ze

g <co<...<cpidy <ds<...<d; —wystarczy bowiem przenumerowaé
wyrazy ciagu (¢,,) tak, by ustawi¢ je w kolejnosci rosnacej i to samo
przenumerowanie zastosowaé¢ do wyrazow ciagu (a,, ), aby otrzymaé nier6wnosc
rownowazng wyjsciowej; podobnie rzecz sie ma z ciagami (d,,) i (b,). Wygodnie
qume tez przyjac, ze co = dy = 0. Niech N = k- [ i potraktujmy sume podwdjna
Zm 1> jako sume N sktadnikow. Wowczas, stosujac nier6wnosé Schwarza
0 o = o (Cm + dn) ™20ty 1 Y = d£/4(cm +dp) V2 b,
otrzymamy
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nier6wnos$é¢ Hilberta wynika wiec natychmiast z nastepujacego lematu.
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Lemat. Dla kazdego ¢ > 0 i dowolnych liczb rzeczywistych dg = 0,d4,...,d;
takich, ze d; > d;j—1 +1dla j=1,2,...,l, spelniona jest nier6wnosé
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Lemat udowodnimy geometrycznie. Rozwazmy w kartezjanskim ukladzie
wspolrzednych na plaszezyznie dodatnia éwiartke okregu o promieniu +/c

i srodku O = (0,0). Na prostej x = \/c wybieramy punkty Py, P1, Ps,..., P, tak,
by punkt P; mial wspolrzedne (y/c, \/@) dla j =0,1,2,...,1, za$ przez @),
oznaczamy punkt przeciecia okregu z odcinkiem OF;. Niech R; oznacza punkt
wspolny odcinka OP;_; i pionowej prostej przechodzacej przez @;. Latwo
zauwazy¢, ze trojkat OQ; R; jest obrazem tréjkata OP;P;_; w jednoktadnosci

o skali A = |0Q;|/|OP;| = \/¢c/\/c+ dj. Zatem
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z drugiej za$ strony oczywiscie

l
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bo trojkaty te maja parami roztaczne wnetrza i wszystkie zawieraja sie

w rozpatrywanej ¢wiartce kota. Skracajac o czynnik ¢/4 obie strony oszacowania
koniczymy dowdd lematu i nieréwnosci Hilberta.

Najczedciej rozwaza sie ciagi ¢, = m, d,, = n i wowczas nieréwnos$¢ Hilberta
przyjmuje postaé

1/2

Nawet w tym szczegblnym przypadku stalej m nie da sie zastapi¢ zadna mniejsza
liczba, jesli nier6wnosé ma by¢ prawdziwa dla dowolnych k, I, i ciagow (a,,)

i (by). Wystarczy rozwazy¢ ciagi zadane wzorami a,, = 1/y/m i b, = 1/y/n przy
k,l — oo. Dociekliwy Czytelnik z pewnoscig zdota wymysli¢ dowdd geometryczny
podobny do przedstawionego powyzej (tym razem trzeba skonstruowaé trojkaty
pokrywajace jedna 6sma kota) — mozna tez znalezé go w artykule [2].

Inna ciekawa nieréwno$é, pokrewna nieréwnosci Hilberta, mowi, ze dla

dowolnych liczb rzeczywistych a1, as,...,ar i dowolnych ¢y, co,...,cr > 0 mamy
LI
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Istotnie, gdy rozwazymy funkcje zmiennej nieujemnej s zadang wzorem

k
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tatwo sprawdzimy, iz dla s > 0
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ze za$ Q(0) = 0, mamy stad Q(1) > 0, co kornczy dowdd.
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Nieco trudniej wykaza¢ (przy takich samych zalozeniach), ze

gdzie (8 jest pewna liczba dodatnig.

Przenikliwy Czytelnik bez trudu znajdzie odpowiednia modyfikacje poprzedniego
rozumowania, jesli 0 jest liczbg naturalng — wystarczy przeprowadzié¢ indukcje
naturalng wzgledem parametru 3, przy czym rozumowanie uprosci sie nieco, jesli
zamiast s ter rozniczkowaé e~ (emten)s dla s € [0, 00). Jednakze dla
niecatkowitych wartosci parametru 8 potrzebny jest odrobine subtelniejszy
argument.

Dzieki liniowej zamianie zmiennych w = c¢s dla 8 > 0 i ¢ > 0 mamy
oo oo
/sg_le_csds =c P /wﬁ_le_“’dw =cPT(B).
0 0

Z licznych wlasnosci funkcji gamma Eulera I' dla nas wazne jest jedynie, ze I'(3)
jest dodatnia liczba rzeczywista, a to Czytelnik z pewnoscia uzasadni
samodzielnie. Dalej jest juz tatwo:
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Na koniec udowodnimy, ze dla dowolnych g > 0, ¢1, ¢3,...,cp > 01 ciagoéw liczb
rzeczywistych a = (a1, ag,...,ax), b = (b1, ba, ..., bx) spelniona jest nieréwnosé
ko ok ko k ko k
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Rzeczywiscie, jest to po prostu nieréwno$¢ Schwarza |a o b| < (a o a)'/?(b o b)*/?
dla iloczynu skalarnego okreslonego wzorem

a ze jest to iloczyn skalarny, sprawdzi¢ tatwo — powyzej wykazaliSmy, iz dla
kazdego ciaggu a mamy a o a > 0, za§ udowodnienie pozostalych wlasnosci nie
powinno sprawi¢ Czytelnikowi klopotu.
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