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Metody podawcze i heurystyczne

Tematem pierwszej czesci artykulu jest poréwnanie podawczych

i heurystycznych metod nauczania matematyki. Trudno tu moéwié¢ o jakims
zderzeniu metod klasycznych ze wspotczesnymi, gdyz jedne i drugie sg

réwnie klasyczne (wszak Sokratesa — ojca metody heurystycznej w nauczaniu
matematyki — i Euklidesa, ktéry w swoich ,,Elementach” zawar! niedo$cigniony
wzorzec uporzadkowanego dedukcyjnie wykladu, dzieli zaledwie stulecie),

a jednoczednie réwnie wspoélczesne (by przywolaé tu chociazby XX-wieczne
przyktady z jednej strony heurezy Polyi [5] czy Lakatosa [2], a z drugiej
bourbakistéw, ktadacych nacisk na to, by matematyke prezentowaé w sposob
logiczny, uporzadkowany, zaczynajac od aksjomatéw i zasad podstawowych).

Jednak powyzsze spostrzezenia odnosza sie do teorii nauczania. Jesli zas
przyjrzeé sie praktyce, to nie ma watpliwosci, ze heureza uprawiana byla

w czasach starozytnych Grekow, gdy do kanonu nauczania nalezaly dysputy
mistrza z uczniami, podczas ktérych przekazywal on im swoja wiedze. Dowody
na to mozna znalezé choéby w spisanych przez Platona dialogach Sokratesa
[4]. Tekst ten zastuguje na osobne i obszerne oméwienie, gdyz jest kopalnia
informacji o stosowaniu metod heurystycznych w praktyce. Pomijam je,
zachecajac do uwaznej lektury wspomnianego tekstu. Dzi§ w nauczaniu
dominuja metody podawcze, co wnosi¢ mozna ze stylu pisania podrecznikow
tak szkolnych, jak i akademickich, ktéry nie pozostawia ztudzen co do ich
podawczego charakteru.

Agitacja

Jestem gleboko przekonana, ze metody heurystyczne stanowia wlasciwe
podejscie do nauczania w ogdle, a zwlaszcza do nauczania matematyki.
Matematyka nie jest bowiem sportem dla widzéw. Jest malo efektowna podobnie
jak chod na 50 km, w ktérym precyzyjnie powtarzane ruchy moga $miertelnie
widza znudzi¢. Matematyka jest tajemnicza i ekscytujaca tylko wtedy, gdy sie
ja uprawia, nie oglada. Kazdy matematyk wie, ze tekst matematyczny czyta

si¢ z olowkiem w reku, samodzielnie wykonujac opisane w nim operacje, bo
,zrobi¢” znaczy w tym przypadku ,zrozumieé”. Niestety podreczniki od czasdéw
Euklidesa uczynily z matematyki spektakl, a z ucznia — biernego widza. To
prawda, ze piekno i prostota wielu matematycznych rozumowan moze wzbudzaé
silne emocje estetyczne podczas ich prezentacji, sa one jednak dostepne tylko
niewielu uczniom — tym najlepszym. Dla ucznia przecietnego i stabego formalna
i abstrakcyjna matematyka jest za trudna w odbiorze i nienaturalna. Dlatego
heureza, wbrew potocznym opiniom, jest przede wszystkim metoda pracy z
uczniami stabymi (czyli niestety [albo wladnie stety] z wiekszoscia). Uczen
staby powinien sie z matematyka zaprzyjazni¢, traktowaé jej obiekty tak,

jakby istnialy w $wiecie rzeczywistym (daly sie narysowaé, dotknaé, ulepié,
zmierzy¢, policzyé, odgadnaé). Nie ma w tym nic niematematycznego. Wszak
metody przyrodnicze sa podstawowym narzedziem pracy matematyka (vide
Archimedes odwolujacy sie w poszukiwaniu twierdzen matematycznych do
intuicji fizycznej — mysle tu o odkryciu wzoru na pole odcinka paraboli przez
zastosowanie eksperymentow myslowych z zakresu mechaniki — wazenie
ksztaltéw geometrycznych).

W matematyce najwazniejsze jest dokonanie odkrycia, za$ ubranie go

w elegancka szate dedukcyjna to tylko kosmetyka, ktora potrafi wykonaé
przecietnie uzdolniony matematyczny rzemieslnik, w odkryciu zas drzemie
caly matematyczny geniusz. Trzeba tylko uczniom uswiadomié, ze jesli
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uzywamy metod przyrodniczych, to nie mamy pewnoéci, czy otrzymane
wyniki sg prawdziwe. Te pewnos$¢é mozemy posiaéé tylko na drodze formalnego
rozumowania. Ale i tak odkrywanie wyniku jest pasjonujace dla wiekszosci
uczniow. Moze wiec brak pewnosci jest niewielka cena, jaka trzeba za to
zaptacié?!

Cechy dobrej heurezy

Popularnoéé¢ zagadek logicznych w gazetach to hold zlozony matematyce.
Ludzie potrzebuja takiego intelektualnego pobudzenia (w granicach

rozsadku). Naturalna jest u nich sklonno$é do odczuwania przyjemnosci z
rozwiklania zagadki, wyjasnienia paradoksu. Jest to réwnie naturalne, jak
odczuwanie przyjemnoéci ze stuchania muzyki. Tajemnica zawsze budzi
emocje. W nauczaniu dedukcyjnym dowcip zdradzony jest na poczatku —
zdefiniowane sa wszystkie obiekty wystepujace w rozumowaniu i sformutowana
dotyczaca ich teza. Nie sprzyja to emocjonalnemu zaangazowaniu uczniéw
(poza wspomnianymi emocjami estetycznymi wystepujacymi u nielicznej elity).
W nauczaniu heurystycznym cel nie jest jasno okreslony, w poszukiwaniach
sprawdzamy ré6zne mozliwosci, nie wiadomo z géry, do jakich wnioskow
doprowadzi prowadzone rozumowanie. Ponizej zebralam najwazniejsze cechy
metody heurystycznej, ktére skontrastowatam z odpowiednikami dla metody
podawczej.

Dedukcjny tok podawczy

Tok heurystyczny

szybkie tempo przerabiania materialu

wolne tempo przerabiania materialu

chléd i porzadek klasyki

emocje i chaos romantyzmu

pytania precyzyjne i sformalizowane

pytania celowo nieprecyzyjne

teza znana od poczatku

stawianie i weryfikowanie hipotez, poszukiwanie tezy

poszukiwania ukierunkowane na jeden cel
(mys$lenie konwergencyjne)

szukanie po omacku w wielu kierunkach dajace sie
przediuzaé¢ (myslenie dywergencyjne)

myslenie formalne

myslenie intuicyjne

jezyk formalny, matematyczny, symboliczny

jezyk nieformalny, tworzony ,na goraco” przez ucznia

dowodzenie twierdzen

dokonywanie odkry¢

eliminacja btedow

prowokowanie btedow

wiedza pewna (udowodniona)

wiedza watpliwa (cze¢sto odgadnigta)

uczy faktow

uczy metody postepowania

obiekty abstrakcyjne

obiekty traktowane, jakby istnialy w rzeczywistosci

przekaz trudny w odbiorze

przekaz atrakcyjny, przyjazny uczniowi

emocje estetyczne (podziwianie piekna
i finezji dowodu) dostepne niewielu

duza dramaturgia zajeé, wykorzystanie emocji
rozwigzywania zagadek dostepnych kazdemu

bierne $ledzenie

aktywne uprawianie

Sztuczki heurystyczne

Ponizej zebralam liste chwytéw dydaktycznych, ktore w naturalny sposob
daja pretekst do dzialan heurystycznych. Kazdy z nich ilustruje przyktadem
pokazujacym, na czym dany chwyt polega.

ANALOGIE MIEDZY SWIATAMI

Chodzi tu o analogie miedzy problemami tatwiejszymi i bliskimi uczniowi,

a trudniejszymi i zupelnie nowymi. Wéréd tych pierwszych uczen potrafi

sie¢ w miare swobodnie porusza¢ i moze ekstrapolowa¢ swoja wiedze na

nowe sytuacje. W szczegélnosci beda to analogie miedzy Swiatem plaskim

i przestrzennym, prostym i zakrzywionym, z metryka inna niz euklidesowa itp.

Przyktlad 1. Twierdzenie Pitagorasa 3D

Jak sformutowaé przestrzenne twierdzenie Pitagorasa? Jesli uznac, ze
trojwymiarowym odpowiednikiem trdjkata jest czworosdcian (dlaczego?),
to twierdzenie powinno méwi¢ co$ o czworoécianach prostokatnych. Czym

31



a

i

. m o2
radianéw 3 steradianow

b

Rys. 1. R6zne pomysty na czworo$cian
prostokatny.

Rys. 2. Dowéd twierdzenia Pitagorasa 3D.

jest jednak czworoscian prostokgtny? Myslimy przez analogie. W trdjkacie
prostokatnym kqt przy jednym wierzchotku jest prosty. Podobnie w czworoscianie
prostokatnym — kgt przy jednym z wierzchotkow powinien byé prosty. Pojawia

sie potrzeba wprowadzenia definicji kata brylowego (w analogii do definicji
plaskiej oczywiscie). Inne mozliwe podejscie: bokami trdjkgta prostokgtnego sq
dwa prostopadie odcinki, niech krawedziami czworo$cianu prostokgtnego bedg trzy
wzajemnie prostopadle odcinki. Mozna jeszcze inaczej: trojkat prostokatny jest
wodcietym naroznikiem” kwadratu, czworoscian prostokatny moze by¢ ,odcietym
naroznikiem” szedcianu (brak formalizmu tych sformulowan jest catkowicie
zamierzony ). Mozna jeszcze inaczej. .. Ostatnie dwa okreslenia definiuja ten
sam obiekt, ale czy sa to wszystkie czworosciany prostokatne w sensie pierwszego
okreslenia?

Te rozwazania dotyczyly na razie tylko zalozen ,twierdzenia Pitagorasa 3D”,
a co z teza? W sposob naturalny mozemy w naszym prostokatnym czworosScianie
wskazaé trzy Sciany przyprostokatne i jedna przeciwprostokatna. Mozna wiec
probowaé tak: suma objetosci szesciandw zbudowanych na przyprostokgtnych
czworoscianu prostokgtnego jest réwna. .. Ale jak zbudowaé szeScian na
tréjkatnej $cianie? Moze jednak odwolaé sie do postaci algebraicznej. W wersji
2D suma kwadratéw dlugosci bokéw przyprostokatnych jest réwna kwadratowi
dlugosci boku przeciwprostokatnego. W wersji 3D moze byé: suma kwadratow
(a moze szesciandw?) pdl Scian przyprostokgtnych jest réwna kwadratowsi
(szescianowi?) pola Sciany przyprostokgtnej. A moze jeszcze inaczej? Czy w ogdle
ktéras z tych tez jest prawdziwa? Te nieprawdziwe tatwo obalié, rozwazajac
przyklad czworoécianu prostokatnego o prostopadtych krawedziach diugosci
jeden (rachunki sa wtedy bardzo latwe). Dowéd prawdziwej przedstawia rys. 2.
Jednak wazniejszy od jego przeprowadzenia jest tu sam proces poszukiwania
sformutowania twierdzenia. A czy zachodzi twierdzenie odwrotne?

a?c? d?h? b (a® +b?)e? n d*h?

PiWXZ‘FPiWXY"'PiWYZ:T"‘ 1 1 n 1
d202 d2h2 d2(62 + h2) d2H2 )
=1 T T 4 =y ~PAxvz

Przyklady do samodzielnego zbadania:

e Liczba przekatnych wieloscianu.

e Gdzie jest srodek czworoscianu?

e Suma katéw czworoscianu / tréjkata sferycznego.

e Punkty szczegdlne czworoscianu / tréjkata sferycznego.
e T'wierdzenie o kacie wpisanym i srodkowym 3D.

ANALOGIE MIEDZY POJECIAMI

To chwyt podobny do poprzedniego. Tym razem wykorzystujemy analogie
miedzy pojeciem znanymi uczniowi wezesniej, na bazie ktérego tworzy on
pojecie pokrewne, formuluje jego definicje i bada wtasnosci.

Przyklad 2. Liczby trojacze

Odwolujemy sie tu do znanego pojecia liczb blizniaczych, czyli par liczb
pierwszych odleglych o 2, np. (3,5), (5,7), (11,13). Liczby trojacze moglyby
by¢ zatem trdjkami liczb pierwszych odleglych o 2, np. (3,5,7). Trudno$é ze
znalezieniem innych przykladéw nasuwa podejrzenie, ze by¢ moze ich nie ma.

I rzeczywiscie, nietrudno wykazaé, ze jest to jedyna trdjka liczb o podanej
wlasnosci (dlaczego?). Widaé, ze taka definicja liczb trojaczych nie bylaby
ciekawa, opisywalaby tylko jeden obiekt. Czy mozna ja poprawi¢? Moze trzeba
braé trajki liczb pierwszych odleglych o 37 Szybko mozna jednak stwierdzi¢, ze
to takze nie najlepszy pomyst (dlaczego?). A moze zamiast braé trdjki liczb
pierwszych, dla ktorych cigg roznic jest staly, wziaé trojki liczb pierwszych,

dla ktorych cigg rézZnic jest arytmetyczny. Szukaliby$my wiec liczb postaci
(p,p+ 7, p+ 2r). Oczywiscie r musi byé parzyste (dlaczego?). Przykladéw
mozna znalezé wystarczajaco wiele, aby sensownym wydalo sie badanie tak
zdefiniowanego pojecia [r=4:(3,7,11), r =6:(5,11,17),(11,17,23), (17, 23, 29),
r=28:(3,11,19),r = 10: (3,13,23), r = 12: (5,17,29), (17,29, 41), (29,41, 53),
r=14:(3,17,31)].
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Liczba Pi
Podziwu godna liczba Pi
trzy koma jeden cztery jeden.
Wszystkie jej dalsze cyfry tez
sg poczatkowe
pieé¢ dziewieé¢ dwa, poniewaz nigdy sie
nie konczy.
Nie pozwala si¢ objaé szesé pieé trzy
pie¢ spojrzeniem,
osiem dziewigé obliczeniem,
siedem dziewie¢ wyobraznia,
a nawet trzy dwa trzy osiem zartem,
czyli poréwnaniem
cztery szes$é do czegokolwiek
dwa szes¢ cztery trzy na Swiecie.
Najdluzszy ziemski waz
po kilkunastu metrach si¢ urywa.
Podobnie, cho¢ troche¢ pézniej,
czynia weze bajeczne.
Korowéd cyfr sktadajacych sie
na liczbe Pi
nie zatrzymuje si¢ na brzegu kartki,
potrafi ciagnac si¢ po stole,
przez powietrze,
przez mur, li¢, gniazdo ptasie, chmury,
prosto w niebo,
przez cala nieba wzdetosé i bezdennosé.
O, jak krotki, wprost mysi,
jest warkocz komety!
Jak watly promien gwiazdy,
ze zakrzywia si¢ w lada przestrzeni!
A tu dwa trzy pig¢tnascie
trzysta dziewigtnascie
méj numer telefonu twéj numer koszuli
rok tysigc dziewigéset siedemdziesiagty
trzeci szdste pietro
iloé¢ mieszkancéw szedédziesigt piec
groszy
obwéd w biodrach dwa palce szarada
i szyfr,
w ktérym stowiczku moj a leé, a piej
oraz uprasza si¢ zachowaé spokdj,
a takze ziemia i niebo przemina,
ale nie liczba Pi, co to to nie,
ona wcigz swoje niezle jeszcze pigc,
nie byle jakie osiem,
nie ostatnie siedem,
przynaglajac,
ach przynaglajac gnusng wiecznosé
do trwania.
Wislawa Szymborska

Nasze rozumowanie moze jednak p6jé¢ zupelnie inng droga. Wré¢émy do punktu
wyjscia, czyli do liczb blizniaczych. Mozna mysleé, ze sa to pary liczb pierwszych
lezacych moZliwie nagblizej siebie (moglyby to byé zatem pary kolejnych liczb
naturalnych, ktore sq pierwsze, ale taka definicja znowu opisywalaby tylko jeden
obiekt, wiec najmniejsza sensowna odlegloscia jest 2). Jesli rozwazymy tréjki
liczb pierwszych, to (poza nieciekawymi przykladami) najmniejsze odlegtosci
miedzy nimi uzyskamy w konfiguracji

+2 +4 +4 +2
p1——p2 ——p3 lub p; —— ps — ps3.

I tym razem znajdujemy sporo przyktadéw: (5,7,11), (7,11,13), (11,13,17),
(13,17,19), (17,19,23) i in., wiec tak zdefiniowane pojecie wydaje sie byé
interesujace i mozemy przystapi¢ do badania wtasnosci tych liczb. Zauwazmy
tez, ze podobnie mozna wprowadzi¢ definicje liczb czworaczych jako czwérek
liczb pierwszych w ukladzie:

+2 +4

D1 b2 p3 Y28
Sa to po prostu mozliwie najblizej polozone pary liczb blizniaczych. Teraz
oprocz badania wlasnosci tych nowo zdefiniowanych zbioréw liczb mozemy takze
bada¢ zwiazki zachodzace miedzy nimi, np. czy istnieja liczby trojacze niebedace
czworaczkami.

+2

Przyklady do samodzielnego zbadania:
e Czworki pitagorejskie.

e Trojkat Pascala ,modulo” /Dirichleta.

e Czworoécian Pascala.

LUZNE SKOJARZENIA

Poprzednie chwyty dawaly poczatkujacemu badaczowi wsparcie w postaci
analogii do znanych obiektéw i metod. Tym razem dajemy uczniowi pelna
swobode definiowania i badania nowych poje¢. Odwolujemy si¢ do skojarzen,
jakie budzi ich nazwa (dlatego powinny by¢ to ,nazwy moéwiace”, co prawda
zawsze mozna odwoltaé sie¢ do uczniowskiej proznosci i formutowaé np.
twierdzenie Janka Kosa, ale to juz wyzsza szkola jazdy). Uczen opracowuje
definicje pojecia, podaje przyklady i kontrprzyklady, bada wtasnosci.

Przyktad 3. Liczby Szymborskiej

W tym przyktadzie odwolujemy sie do znanego wiersza W. Szymborskiej Liczba
Pi, w ktéorym poetka stawia hipoteze, ze w rozwinieciu dziesietnym liczby 7
wystepuja wszystkie liczby naturalne ("méj numer telefonu”, ,twdj numer
koszuli”, ,,ilo$¢ mieszkancéw”, ,,obwdéd w biodrach” — odczytanie tej hipotezy

7z wiersza samo w sobie wydaje sie ciekawym zadaniem). Poprzez naturalne
skojarzenie mozemy nazwaé liczbami Szymborskiej te liczby, ktore zawieraja

w swoim rozwinieciu wszystkie liczby naturalne. Aby wygodniej byto si¢ tym
pojeciem postugiwaé, warto dodaé, ze rozwazamy tylko liczby z przedziatu [0, 1].
Najprostszym przykladem takiej liczby jest 0,123456789101112131415... O co
mozna teraz zapytaé¢? Na jakich miejscach w tej liczbie wystepuje pierwszych
pieé razy cyfra 77 Jaka cyfra jest na 33. miejscu po przecinku? A na 333.7 Ile
razy wystepuje w tej liczbie 137 Czy sa inne przyklady liczb Szymborskiej? Czy
istnieja takie liczby wymierne? Czy mozna podaé przyklad liczby Szymborskiej z
przedzialu [0,234; 0,235]? A z przedziatu [x/5, 7 /4]?

Klopot w tym, ze na powyzsze pytania bardzo latwo znalez¢ odpowiedz, a tym
samym stworzone pojecie wydaje sie malo interesujace. Sprébujmy podejsé

do problemu subtelniej. Nazwijmy liczbami Szymborskiej stopnia & liczby,

w ktorych zapisie dziesietnym mozna odnalezé liczby naturalne 1,2, ...,k i ktore
majg najmniejsza mozliwa liczbe cyfr. Teraz jest znacznie ciekawiej. Ile cyfr
maja liczby Szymborskiej stopnia 57 A stopnia 127 Ile jest liczb Szymborskiej
stopnia 10?7 117 127 137 197 Jaka jest najmniejsza liczba Szymborskiej stopnia
1007 Czy suma cyfr kazdej liczby Szymborskiej danego stopnia jest taka sama?
Jakie jest najlepsze oszacowanie dla liczby cyfr liczby Szymborskiej stopnia k7
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Przyklady do samodzielnego zbadania:

e Operator leniwy — [8].

e Liczby bezkwadratowe.

e Liczby oszczedne.

e Palindromy zaprzyjaznione.

o Wielosciany,/ wielokaty pétforemne.

e Wielokaty réwnolegloboczne/wielo$ciany réwnoleglokrawedziowe / réwnolegloscienne.

PYTANIE Z INWERSJA

Jest to niemal mechaniczny sposéb tworzenia otwartych zadan poszukiwawczych

z zamknietych zadan standardowych. Czesto wystarczy jedynie odwrdcié

kierunek zadawanego pytania, aby zamiast myslenia konwergencyjnego

uruchomié u ucznia myslenie dywergencyjne. Na przyktad

e zamiast pytaé: Ilu cyfr potrzeba do ponumerowania 720 stron ,Stownika
wyrazow obeych”? pytamy: Ile stron liczy ,Mala encyklopedia powszechna”,
jesli do ich ponumerowania uzyto 3388 cyfr?,

e zamiast pytaé: Jakie pole ma kwadrat powstajgcy przez polgczenie odcinkami
Srodkow kolejnych bokdéw danego kwadratu? pytamy: Jak skonstruowaé kwadrat
o polu dwa razy wiekszym niz pole danego kwadratu?,

e zamiast pytaé: Jaki zbidr jest dziedzing funkcji 2x + 3, jaki funkcji 1/x?
pytamy: Dziedzing jakiej funkcji jest zbior R\ {2}, a jakiej zbidr {2} 2.

Zauwazmy, ze pytania poddane takiemu zabiegowi ,inwersji” staja sie glebsze,
moze trudniejsze, ale i ciekawsze, gdyz nie narzuca sie zaden oczywisty sposéb
rozwiazania problemu. Ponizsze przyklady pokazuja, jak szerokie sa mozliwosci
skutecznego stosowania tej metody do réznych typow standardowych zadan na
wszystkich poziomach edukacji.

Przyktad 4. Rachunki

W nauczaniu wezesnoszkolnym duzo miejsca zajmuja ¢wiczenia bieglosci
rachunkowej. Mimo urozmaicenia formy, wlasciwie zawsze sprowadzaja si¢
do suchych rachunkéw. Zobaczmy kilka takich é¢wiczen w standardowej wersji
podrecznikowej (A) oraz po zastosowaniu zabiegu inwersji (B).

+ (12|35 + | 7|32
wersja A.

1 24
Wypelnij puste pola 7
tabliczki dodawania. 21 18

+ + +
wersja A.

26 | 34 42

Wypelnij puste pola
tabliczki dodawania. 40 | 48 2|10 35
wersja A.

Uzupelnij drzewa dziatan.

wersja B. Uzupelnij ciezary na wagach.
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wersja A. Oblicz wyniki 524 270 342

dziatan. +575 +354 - 15
wersja B.

Ktoéra z liczb moze by¢ 92/, N 70 3
wynikiem dziatania? + 5 + 30 - “

Dlaczego inne nie moga?
a) 10 a) 700 a) 3663
b) 105 b) 400 b) 2336
c) 150 c) 1090 ¢) 9999

Do rozwiazania zadan w wersji B nie wystarcza juz sama bieglo$é rachunkowa.

Trzeba jeszcze opracowaé strategie poszukania rozwiazania. Sam wynik moze by¢

niejednoznaczny albo wcale nie istnie¢. Powstajg naturalne pytania: Od czego
zaczqé? Jak rozpoznawaé niemozliwe tabliczki czy wagi? itp. Zadania nabieraja
otwartego charakteru.

Przyklad 5. Réwnania

wersja A. Rozwiaz réwnania a) 3z — 7 =0, b) 222 — 62 + 4 = 0,
) 222 +2y? =0, d) 2ax +4 =0

wersja B. Podaj réwnanie, ktérego rozwiazaniem jest zbior:

5 dy a #0

2,3}, b 2,3, ) | {ah &y :
0 (2:3).5) (0,00, 23, ) { {2 5y
wersja A. Zaznacz w ukladzie wspolrzednych zbiory punktéw spelniajacych
rownania:
a) y=sgn(—2%2+5) | —22+5|,b) y=sgnsinz,
y=p—a|+b—a+|lz-T+x—-7+1,
d) 4 =0,e) y=1yl=

wersja B. Podaj réwnanie, ktére opisuje zaznaczony zbiér punktow.

a

Przyktad 6. Funkcje

wersja A. Opisz stowami ,co robi” dana funkcja z liczba x lub
para liczb z,y.

(5,4) a) f(z) = —[z], b) f(z) = [log 10z] + 1,
) flz,y) =1/2(z +y — —|zv — —y|)

wersja B. Zapisz wzorem funkcje opisane stowami.
f(z) to odleglosé liczby x od najblizszej liczby calkowitej,

(2.4) y=fl(x)
(3,2)
(_37 2)
/(2,0
(—2,-2) (1,-2)

(

f(z) to obciecie liczby 2 do dwdch miejsc po przecinku,

f(x) to zaokraglenie liczby = do pierwszego miejsca po przecinku,
f(x) to cyfra dziesiatek liczby z,

f(z) to reszta z dzielenia x przez 3.
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wersja A. Na podstawie wykresu uzupelnij tabele zmiennoéci funkcji f.

X | —oo| ... =3|...]=2].../1|...(2|...03|...]/5]|...]
f(x)

f'(x)

wersja B. Uzupelnij tabelke zmiennoéci i naszkicuj wykres funkcji.

X —oo | ...|=1|...|1|...]2|...|00

f(z) NJO0S | 4N |0 ] S

f'(z) - 0| +1|0| —|—]—

OD TYLU

Ten chwyt jest zastosowaniem metody inwersji do heurystycznego wprowadzania
dowodéw w geometrii (dowody typu ,Patrz!”) oraz nauki o konstrukcjach
geometrycznych. Inwersja polega tu na postawieniu pytania typu: Czego dowodzi
Rys. 3. to rozumowanie?, Jakie bylo polecenie do przedstawionego rozwigzania zadania
konstrukcyjnego?.

Przyktad 7. Co to za dow6d?

Dowdd jakiego faktu przedstawiono na rysunku 37
Przyklad 8. Na czym polega ten dowod?

Opierajac sie na intuicji fizycznej (rys. 4) mozemy postawié¢ hipoteze, ze suma
kgtow w dowolnym tréjkqcie jest taka sama. Hipoteze te potwierdzaja wyniki
pomiaréow, a nawet pozwalaja na jej wzmocnienie, zauwazamy bowiem, ze suma
kgtow w dowolnym trojkgcie wynosi 180°.

W tréjkacie ABC jeden bok BC moze obracaé sie wokét punktu O. Po takim
ruchu kat A pozostaje niezmieniony, kat B maleje, a C' — rosnie. Intuicja
podpowiada, ze jeden z nich maleje o tyle, o ile drugi ro$nie (bo jest to ten sam
obrét), zatem suma katéw tréjkata pozostaje bez zmian.

Rys. 5. Dowéd twierdzenia: Jezeli suma  Wyposazeni w taka hipoteze z tatwoscia odczytamy z rys. 5 dowdd twierdzenia.
katéw tréjkata jest stala, to wynosi 180°. Jak?

c' Przyktad 9. Co to za konstrukcja?

Rysunek 6a, b, c przedstawia kolejne etapy rozwigzania pewnego zadania
konstrukcyjnego. Jak brzmiata jego tre$¢? Co bylo dane, a co nalezato
skonstruowac?

Przyklady do samodzielnego zbadania:
e Suma katéw n-kata.
e Wzér na pole tréjkata/innych wielokatéw.

c INTUICJA

Wazna cecha nauczania heurystycznego jest rezygnacja z formalnie poprawnych
dowodéw na rzecz dowodéw intuicyjnych, niewchodzacych w szczegdty
techniczne rozumowan, ale przedstawiajacych ich gléwne idee.

(=)

Przyktad 10. Srodek ciezkoéci tréjkata

A B Zgodnie z zasadami sztuki nauczania heurystycznego mozemy zadaé¢ pytanie
bardzo ogdlne i nieprecyzyjne: Gdzie jest Srodek trojkgta?. O jaki punkt chodzi?
Moze o ten znajdujacy sie w jednakowych odlegtoéciach od wierzchotkéw?
Niestety moze on leze¢ na zewnatrz trojkata, a trudno uznaé za érodek figury
punkt lezacy poza nia. Te sama wade ma ortocentrum tréjkata, czyli punkt
przeciecia sie prostych zawierajacych jego wysokosci. Natomiast juz punkt lezacy
w jednakowych odleglosciach od bokéw tréjkata lub punkt o najmniejszej sumie
odleglosci od wierzchotkéw tej wady nie majg i sg dobrymi kandydatami na

A A B\ B srodek tréjkata. Podobnie jest nim érodek ciezkosci trojkata, ktérym sie teraz
Rys. 6 zajmiemy.
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Rys. 7

A ]
( ) (

NI% Ny

Rys. 8. Koto jednostkowe przed
powigkszeniem i po.

~——

NI

Intuicja fizyczna podpowiada, ze w tréjkacie istnieje taki punkt, ze jesli
podeprzemy tam figure, to pozostanie ona w rownowadze. Ma on te wlasnosé,
ze jesli umiescimy w nim punktowo mase calej figury, to nie zmienia sie jej
wlasnosci grawitacyjne. Ale jak taki punkt znalez¢? Nie ma zadnych watpliwosci,
ze w przypadku tréjkata réownobocznego wlasnosé te ma jego érodek. A jak

jest dla innych tréojkatow? Nie widaé tego od razu. Pozostanmy wiec przy
figurach, dla ktérych potrafimy okresli¢ potozenie srodka cigzkosci. Niewatpliwie
beda wsrdd nich: odcinek, koto, kwadrat czy prostokat. Wykorzystajmy to.
Wypetijmy trojkat odcinkami réwnoleglymi do jednego z bokéw i na kazdym

z nich zaznaczmy srodek cigzkosci, lezacy oczywiscie w §rodku geometrycznym.
Mozna my$le¢ obrazowo, ze masa kazdego z tych odcinkow jest ,rozsmarowana”
wzdluz jego caltej dlugosci, a my ,zbieramy” ja w $rodku ciezkosci odcinka.

W ten sposéb mase calego tréjkata ,zbierzemy” na ,odcinku $rodkéw”, czyli
odcinku laczacym wierzchotek tréjkata ze $rodkiem przeciwlegltego boku.
(Dlaczego $rodki ukladaja sie wzdluz odcinka?) Wystarczy teraz znalezé srodek
ciezkoéci tego odcinka. Nietrudno dojs$¢ do przekonania, ze nasuwajaca sie
natychmiast odpowiedz, ze jest to Srodek tego odcinka, jest bledna. Nie jest

to bowiem taki zwykly odcinek. Masa jest na nim roztozona nieréwnomiernie
(wskazuje to luke w naszym rozumowaniu — brak zalozenia o jednorodnosci
figur). Jeden jego koniec jest lekki, a drugi ciezki. Jasne jest, ze srodek ciezkosci
przesunie si¢ w tym przypadku w strone kofca ciezszego (czyli wypadnie
ponizej polowy, blizej boku tréjkata, na ktéry byla opuszczona érodkowa). Ale
jak bardzo sie obnizy? Do 1/37 1/47 A moze zalezy to od rodzaju tréjkata?

W kazdym razie na pewno bedzie nadal lezal na srodkowej. Powtarzajac to samo
rozumowanie dla podzialu na odcinki réwnoleglte do innego boku zauwazamy, ze
szukany punkt lezy na kazdej ze srodkowych. Teraz znowu musimy odwolac sie
do intuicji, ze Srodek ciezkosci w trojkacie jest tylko jeden. Musi by¢ nim wiec
punkt przeciecia srodkowych.

Przyktad 11. Skad sie biorg wzory z 7?7

Wiekszosé uczniéw zapytana: co to jest w¢ odpowie, ze to pole kota
jednostkowego lub dtugo$¢ potokregu jednostkowego. Jednak tylko jedno z
tych okreslen mozemy przyjaé za definicje m, a to drugie nalezy wykazac jako
jej wlasnoé¢. Przyjmijmy wiec, ze 7 to pole kota jednostkowego, tzn. liczba
sztuk (niekoniecznie catkowita, a nawet niekoniecznie wymierna) kwadratéw
jednostkowych, jakie sie w nim mieszcza i wypelniaja je doktadnie. Przy
takim okresleniu ,uzasadnimy” poprawno$¢ réznych wzoréw, w ktorych
wystepuje w. Zacznijmy od pola kota o promieniu r. Takie koto wyglada tak
samo, jak koto jednostkowe, jest tylko troche (dokladnie r razy) wigksze (lub
mniejsze). Mozna mysleé, ze jest to kolo jednostkowe ogladane przez r-krotnie
powiekszajace szkietko. Co zmieni si¢ na rysunku 8a, jeli popatrzymy nan
przez takie szkietko? W zasadzie nic. Kolo bedzie wypelnione w identyczny
sposéb przez kwadraty (przypomnijmy — jest ich ), tyle ze nie beda one juz
jednostkowe. Jakie jest pole jednostkowego kwadratu, ogladanego przez r-krotnie
powigkszajace szkietko? Bok takiego kwadratu rosnie r razy, wiec ma dlugosé
r, a pole kwadratu wynosi r2. Zatem pole kola z rys. 8b obliczymy biorac 7
kwadratéw o polu r? kazdy. Razem beda mialy pole 772

A skad sie bierze wzér na obwdd kota? Umiesémy wspoédtérodkowo dwa kota o
promieniach R i 7, tak aby powstal pierécien o gruboéci h. Pole tego pierécienia
mozemy latwo obliczy¢ na podstawie odkrytego wzoru na pole kota:

Pprprécrenia = TR? —mr? = m(r+h) — 7r? = 2nrh + wh2.

Pomyslmy teraz o dwéch prostokatnych kawatkach jedwabiu o szerokosci h.
Dlugoéé jednego z nich jest taka, jak obwdd wewnetrznego kota, a drugiego

— jak obwod kota zewnetrznego. Bierzemy teraz dtuzszy pasek i przyktadamy
go od wewnatrz do brzegu wiekszego kota. Co sie dzieje? Pasek uklada sie

w pierscien, ale marszczy si¢ w poblizu mniejszego kola. To ze si¢ marszczy
oznacza, ze jest go za duzo. Zatem pole prostokata h x L jest wieksze niz pole
pierscienia. Jedli krotszy pasek przylozymy od zewnatrz do brzegu mniejszego
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h
l
h
L
Rys.9
L
obwdd kota
zewnetrznego
l -
obwdd kota
wewngtrznego
czas zaciskania
Rys. 10

Wi

\

AN

~_ |

Rys. 11 (a, b). Kula jednostkowa przed

powiekszeniem i po.

h

Rys. 12

kota, to w poblizu wigkszego kotla zacznie si¢ on rozrywaé — bedzie go za malo.
Wiec pole prostokata h x [ jest mniejsze niz pole pierscienia. Otrzymujemy
zatem podwdjna nieréwnoéé: hL < 2mrh + wh? < hl, ktéra upraszczamy dzielac
wszystkie strony przez h. Otrzymujemy:

l<2mr+mh<L

21

Wyobrazmy sobie teraz, ze wigksze kolo zaczyna zaciskaé¢ sie na mniejszym. Co
dzieje sie z wielko$ciami w nieréwnoéci? Obwdd mniejszego kola | pozostaje bez
zmian, L coraz bardziej zbliza sie do [, a wielko$¢, ktora zawsze jest pomiedzy
nimi nie ma innego wyjscia, jak tylko tez zblizaé si¢ do I, co ilustruje rys. 9.

QIURSIORZ

Co oznacza proces ,zaciskania sie” wickszego kota na mniejszym dla wyrazenia
w $rodku nieréwnosci? Podczas zaciskania h staje sie coraz mniejsze, zatem
coraz blizszy zera staje sie drugi sktadnik tego wyrazenia, a calosé zbliza sie do
liczby 27r. Poniewaz wezeéniej stwierdziliSmy, ze wielko$é ta zbliza sie do [ (czyli
obwodu kola o promieniu r), wigc liczby te sa réwne i mamy: [ = 27r.

Teraz wystarczy zastosowaé¢ analogiczne rozumowanie w przypadku
przestrzennym. Do tego potrzebna jest jednak informacja, ile wynosi objetosé
kuli jednostkowej. Jezeli uda sie odkry¢, ze jest to 47/3, to dalej jest juz
tatwo. Mozna mysleé, ze kula o promieniu r, to kula jednostkowa ogladana
przez takie tréjwymiarowe r-krotnie powiekszajace szkietko. Skoro w kuli
jednostkowej zmiescito sie dokladnie 47/3 sztuk sze$cianéw jednostkowych, to
po powiekszeniu jest ich nadal tyle samo, ale teraz kazdy z nich ma objetoé¢ r
(bo ma krawedz ).

3

Podobnie jak w przypadku ptaskim umieszczamy wspétsrodkowo dwie kule o
promieniach R i r. Pomiedzy nimi powstaje skorupa o grubosci h i objetosci:

4 4 4 4 4
R} — —mrd = —q(r + h)® — —nr® = §7r(3r2h +3rh? + h3).

37 73 3 3
Wyobrazmy sobie teraz, ze mamy dwie warstwy gabki o grubosci h,
powierzchnia (podstawy) jednej jest taka, jak powierzchnia mniejszej, a drugiej

— jak powierzchnia wiekszej kuli. Wigksza gabka wyscielamy od wewnatrz duza
kule, a mniejsza — otulamy mala. W pierwszym przypadku gabka sie marszczy,
w drugim — rozcigga. Daje to nieréwnosé: hs < %7‘((37"2h +3rh% + h3) < hS, a po
podzieleniu stronami przez h:

s< 477(37“2 +3rh+h?%) < S

VskorupPy =

oruRySRZ
\<J

v
I
>~
3
3

Teraz nastepuje ,zaciskanie si¢” wiekszej kuli na mniejszej. Powierzchnia
malej kuli si¢ nie zmienia, powierzchnia duzej zaczyna si¢ do niej zbliza¢ wraz
z wielkoscia lezaca pomiedzy nimi, ktéra jednoczesnie (wobec h malejacego
do zera) zbliza si¢ do liczby 4772, Tyle zatem wynosi powierzchnia sfery o
promieniu 7.

Takie rozumowanie mozna przeprowadzi¢ juz z uczniami gimnazjum. Licealidci
powinni zauwazy¢, ze pole pierscienia (objetosé skorupy) to przyrost funkeji
pola (objetosci) w zaleznosci od promienia, za$ h jest przyrostem argumentu
(promienia), zatem po podzieleniu tych wielkosci proces zaciskania nie jest
niczym innym, jak obliczaniem pochodnej. Rzeczywiscie, jesli f(r) = 72, to
f'(r) =2mr, ajedli f(r) =4/3nr3, to f'(r) = 4nr?. Te obserwacje sa do$é
zaskakujace, by staty sie punktem wyjSciowym do powyzszych rozumowan.

Mozna tez stawia¢ dalsze pytania. Czy dla wyzszych wymiaréw jest podobnie?
Co to jest 4-wymiarowa kula? Czym jest jej objeto$é? Mozna tez, idac w innym
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Rys. 13. Pprgrscrenra = 8Th + 4h*;
Po=4r?, Og=8r

0-h<8h+4h2<O-h
0<8r+4h <O

QIURYSIORZ

Q

s

8r

0

kierunku, zastanawiac sie, czy jakies inne figury maja te wlasnosé, ze ich obwdd
(powierzchnia) jest pochodna pola (objetosci). Wykonujac sprawdzenie dla
kwadratu uczniowie przekonuja sie, ze tak nie jest, przeciez pole to a2, a obwéd
to 4a, nie za$ 2a. Jednak préba przeprowadzenia analogicznego rozumowania
pozwala poprawié¢ blad i wszystko sie zgadza. Czy dla sze$cianu tez? A dla
innych figur?

Przyklady do samodzielnego zbadania:

e Twierdzenie Cevy (fizycznie).

e Punkt Torricellego (fizycznie).

e Objetosé walca/stozka o dowolnej podstawie/kuli jednostkowe;j.
e Pole elipsy/objetosé elipsoidy.

e Paradoksy probabilistyczne.

NA KLAWISZACH

Kalkulator lub komputer pelni czysto techniczna role w kreowaniu
matematycznej heurezy. Stuzy do wykonywania wielu do$wiadczen
numerycznych, daje tatwo$¢ obserwowania regularnosci, stawiania

i weryfikowania hipotez. Bez uzycia kalkulatora bylby to trud przewyzszajacy
satysfakcje z mozliwosci dokonania odkrycia i nie daloby sie na takie zadanie
uczniéw naméwic.

Przykltad 12. Regularne liczby

Zacznijmy od prostych obliczen:

4-4=16

34-34 =1156

334 - 334 = 111556
Nastepny wynik mozemy odgadnaé juz bez rachunkéw 11115556. Sprawdzamy
i... zgadza sie. Zauwazona regularnos¢ powtarza sie w kolejnych krokach.
Zacznijmy od innej liczby i wykonajmy analogiczne (to znaczy jakie?) rachunki.

7-7=49

67 - 67 = 4489

667 - 667 = 444889
Regularnosé jest ta sama (to znaczy jaka?). Sformulowanie tego problemu
i postawienie zauwazonej hipotezy to dobre ¢wiczenie jezyka matematycznego.
Zauwazamy, ze w kazdym kroku w érodek poprzedniego wyniku wstawiamy
liczbe o jeden mniejszg niz pierwszy wynik. Zbadajmy jeszcze inne przypadki.

2:2=4

12-12 =144

112-112 = 12544

11121112 = 1236544
Tu poprzednia reguta sie psuje, ale regularnoé¢ nadal jest zauwazalna.
Obstawiamy, ze nastepnym wynikiem bedzie 123496544 (w srodek poprzedniego
wyniku wpisujemy kolejne kwadraty). Jednak tym razem hipoteza sie nie
potwierdza (kolejny wynik to 1234765544), wiec trzeba sprobowaé ja poprawié.
FLatwo zauwazy¢, ze wstawiane w Srodek liczby rosna o 11.

9.9=281

89 -89 = 7921

889 - 889 = 790321

8889 - 8889 = 79014321
Potwierdza to kolejny przyklad, cho¢ poczatkowo nic na to nie wskazuje. Te
regularnodci sa na tyle magiczne i zadziwiajace, ze pojawia sie naturalna cheé
dogtebnego zbadania tej tajemnicy i wyjasnienia, dlaczego tak sie dzieje. Uczen
moze samodzielnie przedtuzaé zadanie, stawiajac dalsze naturalne pytania: Co
bedzie sie dzialo dla jednakowych cyfr? A jesli powtdrzymy cyfre z prawej strony?
A jesli powtarzaé bedziemy obie cyfry? A jesli réznica miedzy cyframi bedzie
wieksza? . ..
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Przyklady do samodzielnego zbadania:
e Roéznice kwadratéw liczb tréjkatnych.
n

o Wzor na liczby pierwsze: Z (-1)

n—iz|

(28

e Liczby pierwsze réznia sie o 1 od pewnych wielokrotnosci szostki i na odwrot.

OGRANICZENIE METODY

Otrzymywanie probleméw otwartych polega na zmianie typowej metody
podejscia do problemu i poszukiwaniu rozwigzania przy wykorzystaniu
okreslonych, lecz nietypowych érodkéw, np. geometrycznie zamiast algebraicznie,
syntetycznie zamiast analitycznie, numerycznie zamiast analitycznie itp.

Przyklad 13. Udawanie Greka

Wzory na sume kolejnych liczb nieparzystych lub szeScianéw liczb naturalnych
sg typowymi ¢wiczeniami na indukcje matematyczng. Sprobujmy uzasadnié je
srodkami geometrycznymi, jakimi dysponowali starozytni matematycy greccy.

Czy mieli szanse na odkrycie takich zaleznosci? Zacznijmy od eksperymentéw

rachunkowych i postawienia hipotezy.

13 =1
1% 423 =9
124235435 =36

Widaé od razu, ze za kazdym razem mamy do czynienia z kwadratami,
w pierwszym przypadku kolejnymi, w drugim — wybranymi dos¢ nieregularnie.
Mozna kontynuowaé obliczenia i dokladniej je analizowaé, ale nam wystarczy

Rys. 14. 1+ 34+54 - +17=
= (liczba sktadnikéw)? =

wskazowka, ze wynik ma by¢ kwadratem.

Zacznijmy od pierwszego problemu. Wyobrazmy sobie, ze mamy do dyspozycji
kwadratowe plytki w nieskonczenie wielu kolorach (ktérym zamiast nazw
nadamy numery). Mamy 1 plytke w kolorze nr 1, 2 plytki w kolorze nr 2,

3 w kolorze nr 3 itd. Bierzemy wszystkie plytki w kolorach od 1 do n (stopniowo

— (18/2)%; zwiekszajac n) i prébujemy ukladaé z nich kwadraty. Dosé szybko mozna odkry¢
1+3+45+---+2n—1=(2n/2)>=n>  zasade dajaca rozwiazanie problemu.

=
N B

13+ 23
L7

W]

A H

13429 +33 —

33

Rys. 15. 13 +22 433 4+ ... 4173 = (14243 +--- +17)%;
P428 4354 4P =1+243+ - +n)?

Analogicznie postepujemy w zadaniu drugim.
Teraz mamy szescian rozmiaru 1 x 1 x 1

w kolorze nr 1, sze$cian rozmiaru 2 X 2 X 2
ztozony z kostek jednostkowych w kolorze 2

itd. Znowu bierzemy kostki w kolorach od 1

do n i probujemy ukladaé z nich kwadrat. Tym
razem jest troche trudniej, ale po kilku probach
znajdujemy regule uktadania. Rozcinamy
szedciany na poziome warstwy, a w przypadku
rozmiaréw parzystych jedng warstwe dodatkowo
kroimy na polowy. Sposéb ukladania kwadratu
pokazuje rysunek.

W obydwu przypadkach na podstawie rysunkéw
mozna formalnie uzasadnié, ze operacja
uktadania kwadratu w okreslony sposob jest
wykonalna dla dowolnego n.

Przyklady do samodzielnego zbadania:
e Liczby tréjkatne a kwadratowe — arytmetycznie i geometrycznie.

e Roéznice kwadratéw liczb tréjkatnych — arytmetycznie i geometrycznie.
e Osmiokrotnosci liczb tréjkatnych a liczby kwadratowe — arytmetycznie i geometrycznie.

e Zasadnicze twierdzenie analizy — klasycznie, numerycznie i geometrycznie.

ZADZIWIAJACA SYMETRIA

Tym razem nie ma tu zadnej szczegblnej wskazéwki, w jaki sposéb wprowadzac
rozumowanie heurystyczne, jest natomiast zaskoczenie i motywacja do
poszukiwan. Bierze si¢ ona z zauwazenia symetrii w sytuacjach, ktoére pozornie
wecale nie s3 symetryczne. Na ogol kryja jednak jakie§ ,drugie dno”, ktérego

warto poszukac.
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A d B

Rys. 17. 3(a4 +bt 4+t + d4) =
= (a2 + b2 + 2 + d2)?

S

Rys. 18

Przyktad 14. Ortocentryczna czwérka punktéow

Wybierzmy dowolnie trzy punkty A, B, C. Tworza one tréjkat, ktérego
wysokoéci lub ich przedluzenia przecinaja sie w zdeterminowanym przez
wybor punktow A, B i C punkcie H, zwanym ortocentrum tréjkata. Na tak
otrzymanym rysunku wymazmy teraz wszystkie linie, pozostawiajac same
punkty. Jak wybra¢ sposrdd tych czterech punktéw trzy wierzcholtki tréjkata
tak, by czwarty byl jego ortocentrum?

Okazuje sie, ze byle jak. Przy dowolnym wyborze trzech punktéw z rysunku
i utworzeniu trojkata o wierzchotkach w tych punktach, czwarty okazuje sie byé
ortocentrum tego trojkata. Dlaczego?

Przyktad 15. Podejrzany wzor

Istnieje wzér wiazacy odleglosci pewnego punktu tréjkata réwnobocznego od
jego wierzcholkow z dhugoscia boku tego tréjkata.

Symetria tego wzoru jest zadziwiajaca, gdyz punkt P mozemy wybraé

w trojkacie dowolnie, a dltugo$¢ boku jest ustalona. Wydaje sie, ze jedli dane

sa cztery liczby, spelniajace powyzsze rownanie, to tatwo zorientowaé sie, ktora
oznacza dlugo$é boku tréjkata (jak?). Algebraiczna symetria wzoru nie wyréznia
jednak zadnej z wielkoséci. Czyzby istnialy wiec cztery rézne trdjkaty, spelniajace
warunki zadania? Okazuje sie, ze tak. Kazda z liczb a, b, ¢ i d moze by¢ dtugoscia
boku szukanego tréjkata, a pozostale trzy — odleglo$ciami pewnego punktu

od jego wierzchotkéw. Nigdzie przeciez nie zaktadalidémy, ze punkt o zadanych
odleglosciach lezy wewnatrz tréjkata. Oto trzy pozostate przypadki dla sytuacji
z rys. 17.

A co sie dzieje, jesli niektore z liczb a, b, ¢ i d sa réwne?

Przyktady do samodzielnego zbadania:
e Harmoniczna czwérka punktow.
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