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Zajmiemy sie dwoma pytaniami, ktore pojawiaja sie w podstawowych kursach
algebry liniowej i topologii.

Na wyktladzie z algebry liniowej studenci dowiaduja sie, ze plaszczyzne
kartezjanska R? mozna wyposazyé w dwuliniowe mnozenie tak, by stala sie
cialem (liczb zespolonych). Mozna zapytaé:

Pytanie 1. Czy tréjwymiarowq przestrzen kartezjariskg R® mozna analogicznie
wyposazyé w dwuliniowe mnozenie tak, by stala sie cialem?

Podobnie, na podstawowym wykladzie topologii, studenci poznaja klasyfikacje
powierzchni zwartych. Jest jasne, ze powierzchnie orientowalne, czyli sfery

z uchami, sg zanurzalne w przestrzeni trojwymiarowej. Dla powierzchni
nieorientowalnych sprawa nie jest tak oczywista. Najprostsza z tych powierzchni
jest plaszczyzna rzutowa. Mozna zapytac:

Pytanie 2. Czy plaszczyzne rzutowqg mozna zanurzyé w tréjwymiarowej
preestrzeni euklidesowej R3 2

W dostepnych podrecznikach brakuje uzasadnien odpowiedzi na te pytania;
zainteresowani sg odsylani do bardziej zaawansowanych kurséw.

Celem tego artykulu jest podanie odpowiedzi na oba pytania, wraz z jak
najprostszymi uzasadnieniami. Ponadto wykazemy, ze pytania te tylko pozornie
pozostaja bez wzajemnego zwiazku — w istocie obydwa sa emanacjami tego
samego problemu.

Czy R?® moze byé ciatem?

Wykazemy, ze w przestrzeni tréjwymiarowej nie mozna wprowadzi¢
dwuliniowego mnozenia, ktére wraz z dodawaniem wektoréw nada R? strukture
ciala.

Przypuéémy zatem, ze takie mnozenie istnieje. Niech a € R3 bedzie dowolnym
wektorem nie lezacym na prostej, zawierajacej zero oraz jedynke tego ciala.
Latwo zauwazy¢, ze przeksztalcenie L,: R® — R?, zadane wzorem L,(r) = a - x,
jest liniowe. Wielomian charakterystyczny przeksztalcenia L, jest stopnia 3,
zatem posiada pierwiastek rzeczywisty A. Liczba A jest wartoscia wlasna L,
zatem istnieje niezerowy wektor b € R? taki, ze a - b = )\ - b. Wynika stad, ze
(a—A-1)-b=0. Poniewaz b # 0, musi zachodzi¢ réwno$¢ a = X - 1, whrew
sposobowi, w jaki wybraliSmy a. Ta sprzecznos¢ konczy dowdd — poszukiwane
mnozenie nie istnieje.

Komentarze:

a) Kluczem do sukcesu byla obserwacja, ze wielomian stopnia 3 ma pierwiastek
rzeczywisty. Ta sama wtasnos¢ przystuguje ogolniej wszystkim wielomianom
nieparzystego stopnia, zatem zadna z przestrzeni R?"*1, n > 1, nie ma
dwuliniowego mnozenia, prowadzacego do struktury ciala.

b) W dowodzie nie wykorzystaliémy zalozenia, ze mnozenie w ciele jest
przemienne. Wykazaliémy zatem, ze przestrzenie R?"*! nie posiadaja takze
dwuliniowego mnozenia, prowadzacego do struktury pierscienia z dzieleniem,
czyli nieprzemiennego ciata.

¢) W istocie korzystaliémy tylko z tego, ze szukane mnozenie ma by¢
dwuliniowe i bez dzielnikéw zera: rownosé a - b = 0 pociaga a = 0 lub b = 0.

Czy plaszczyzna rzutowa zanurza sie w R3?

Wykazemy, ograniczajac sie do $rodkéw dostepnych studentom w podstawowym
kursie topologii, ze takiego zanurzenia nie ma, przynajmniej w zakresie zanurzen
yporzadnych” (np. gtadkich lub kawaltkami liniowych).
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Przypuéémy zatem, ze istnieje podzbiér P C R3, homeomorficzny z plaszczyzna
rzutowa RP2. Dla (malej) liczby € > 0, niech P. oznacza zbiér punktéw

R3 lezacych w odlegloéci < e od podzbioru P. Dla ,porzadnych” zanurzei
mozna zmniejszy¢ warto$¢ e tak, by dla kazdego punktu x € P. istnial jedyny,
najblizszy mu punkt r(x) € P. Wtedy brzeg OP. zbioru P. jest powierzchnig
zwarta, bedaca dwulistnym nakryciem plaszczyzny rzutowej P.

Ptaszczyzna rzutowa ma tylko dwa nakrycia dwulistne: dwiema kopiami P
albo sfera S2. Gdyby zachodzit pierwszy przypadek, moglibyémy wybraé jedna
ze sktadowych OP; i zbudowaé ciggle pole niezerowych wektoréw normalnych
do P, wskazujacych w jej strone. Istnienie takiego pola jest jednak sprzeczne

z nieorientowalnoscia plaszczyzny rzutowe;j.

Zatem brzeg OP. jest sfera. Rozwazmy rozktad przestrzeni R3 na dwa podzbiory

domkniete: R3 = P. U X, gdzie X = R3\ P.. Uzywajac tego rozktadu,

wyznaczymy za pomocg twierdzenia van Kampena grupe podstawowa R3:
Wl(RS) = 771(P€) *7r1(82) 771(X).

Poniewaz rzutowanie r: 9P, — P, x — r(x), jest homotopijna réwnowaznoscia,

mamy 71 (P.) ~ 71 (P) = Zy oraz, oczywiscie, 1 (S?) = 0. Zatem

71 (R3) = Zg x 71 (X), co niezaleznie od 71 (X), jest grupa nietrywialna. To

jest sprzeczno$é¢, bo przeciez przestrzen euklidesowa jest $ciagalna do punktu,

wiee 71 (R3) = 0. Sprzecznosé ta dowodzi, ze plaszczyzna rzutowa nie ma

(,porzadnych”) zanurzeh w R®.

Komentarze:

a) Znacznie tatwiej przekonaé sie, ze plaszczyzna rzutowa ma zanurzenie w R
W tym celu wykorzystamy fakt, ze RP? mozna przedstawi¢ w postaci wstegi
Mobiusa, z dwuwymiarowym dyskiem dolepionym do jej brzegu. Sama
wstege zanurzamy na podzbiér W w podprzestrzeni R? x {0} € R%. Srodek
dysku umie$cimy w dowolnym punkcie p poza ta podprzestrzenia. Nastepnie
taczymy punkt p odcinkami ze wszystkimi punktami brzegu wstegi W. Suma
tych odcinkéw utworzy dysk dwuwymiarowy, zanurzony w R*, a wraz z W
da nam kopie RP? C R*.

Aby tak bylo, odcinki [p, a] i [p, b], prowadzace do réznych punktéw

a,b € OW powinny przecinaé si¢ tylko w punkcie p. Istotnie tak jest —

w przeciwnym przypadku punkty a, b, p bylyby wspélliniowe, zatem punkt
p nalezatby do prostej ab C R3 x {0}, whrew zatozeniu.

b) Odpowiednio modyfikujac powyzsze argumenty, mozna réwnie tatwo
wykazaé, ze zadna zwarta powierzchnia nieorientowalna nie zanurza sie w R3,
choé bez trudu mozna ja zanurzyé w przestrzeni R*. Szczegdly pozostawiamy
dociekliwym Czytelnikom.

‘Wspdélne uogdlnienie
Pytania 1 i 2 maja nastepujace naturalne uogélnienia:

Pytanie 1’. Dla jakich n mozna wyposazyé przestrzeri R™ w dwuliniowe
mnozenie, ktore nie ma dzielnikéw zera?

Pytanie 2'. Dla jakich n i k przestrzer rzutowa RP™ moze byé zanurzona
w przestrzeni euklidesowej R™T* 2

Przypomnijmy, ze n-wymiarowa przestrzen rzutowa RP™ otrzymujemy,
utozsamiajac pary {x, —x} punktéw antypodycznych n-wymiarowej sfery
jednostkowej S™. Konsekwentnie, wektor styczny do przestrzeni RP™ zaczepiony
w punkcie [z] = {z, —z} powstaje przez utozsamienie wektora v stycznego do
sfery w punkcie z z wektorem —uv stycznym do sfery w punkcie —x. Wszystkie
wektory styczne do RP™ w punkcie [z] tworza przestrzef styczna Tj,jRP”",

zas$ roztaczna suma wszystkich takich przestrzeni tworzy wiazke styczna mrpn.
Przypomnijmy, ze wiazka styczna do n-wymiarowej rozmaitosci jest trywialna,
jesli istnieje n ciaglych i w kazdym punkcie liniowo niezaleznych pol wektorow
stycznych.
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Okazuje sie, ze oba powyzsze pytania sg $cidle zwiazane z wlasnosciami wiazki
stycznej Trpn.

Stwierdzenie. Jezeli w przestrzeni R™ istnieje dwuliniowe mnozenie bez
dzielnikow zera, to wigzka styczna do przestrzeni RP™1 jest trywialna.

Istotnie, niech ey, ...,e, bedzie standardowa baza w R". Poniewaz nasze
mnozenie nie ma dzielnikéw zera, przeksztalcenie liniowe x +— x - ey jest
réznowartosciowe, a zatem jest automorfizmem R™. Rozwazmy pola wektorowe
vi(x-e1)=x-e; dlai=1,...,n. Wtedy v1(z) = z, zas rzuty ortogonalne
wektoréw v;(x), 2 < i < n, na przestrzen styczng T, S™ wyznaczaja n — 1 liniowo
niezaleznych pél wektorowych stycznych do RP™~1.

Jedli mamy zanurzenie RP™ C R"* to w kazdym punkcie [z] € RP™ mozna
rozwazy¢ przestrzefl wektoré6w normalnych Ny, jRP™, tj. k-wymiarowg przestrzen
liniowa wektoréw prostopadtych do Tj,RP™ wzgledem standardowego iloczynu
skalarnego w R"™*. Rozlaczna suma wszystkich przestrzeni normalnych tworzy
wigzke normalna vgpn.

Zatem, jedli istnieje zanurzenie RP™ C R"** to wiazka styczna mgp» ma
k-wymiarowe dopelnienie do wiazki trywialnej: istotnie, wiazki styczna mgpn

i normalna vgp» sumuja sie do wiazki stycznej do R™+*, ktéra jest oczywiscie
trywialna.

Widzimy zatem, ze Pytanie 1’ jest $ciSle zwiazane z trywialnoscia wiazki

Trpn, za$ Pytanie 2’ — z istnieniem jej k-wymiarowego dopelnienia do wiazki
trywialnej. Tak przeformutowanym zadaniem zajmuje sie topologia algebraiczna.
Konstruuje ona niezmiennik w(§) wiazek & nad przestrzenia X, zwany

pelna klasa Stiefela—Whitneya, lezacy w pierécieniu kohomologii H*(X;Zs).
Niezmiennik ten pozwala badaé trywialno$¢ wiazek oraz szacowaé¢ wymiary ich
dopelnien do wiazki trywialnej — patrz J. Milnor, J. Stasheff: Characteristic
Classes, Annals of Mathematics Studies 76, Princenton 1974.



