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1. Wstep

Przedmiotem naszej dyskusji bedzie HIPOTEZA PODZIALOWA KELLERA gloszaca,
ze kazdy podzial n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej na kostki jednostkowe
musi zawieraé pare kostek majgcych wspdlng (n — 1)-wymiarowq Sciane.

W opublikowanej w 1930 pracy [K1|, w ktorej hipoteza zostala postawiona,
Otto-Heinrich Keller podat dowod jej prawdziwosci w wymiarze 3. Potem oglosit
jeszeze w [K2|, ze hipoteza potwierdza sie w wymiarach 5 i 6. Jego argumentacja
byla raczej niekompletna i dlatego za autora tych rezultatow uznaje sie
powszechnie Oskara Perrona [P]. Mniej wiecej w dziesie¢ lat po pracach Perrona,
Gyorgy Hajos, o ktorym wspomnimy jeszcze w zwiazku z hipoteza podziatowa
Minkowskiego, wykazal, ze przypuszczenie Kellera mozna wyrazi¢ w jezyku grup
abelowych, po czym prace nad tym zagadnieniem zamarty na nastepne
trzydziesci kilka lat. W 1986 roku ukazal si¢ artykul Sandora Szabo [Sz],
nawigzujacy do rezultatu Hajosa, a w cztery lata pozniej Szabo i Keresztély
Corradi [C, Sz] wskazali na kombinatoryczny rownowaznik hipotezy Kellera,
ktory, ich zdaniem, mogtby staé sie punktem wyjscia do poszukiwan
ewentualnego kontrprzyktadu. W 1993 Jeff Lagarias i Peter Shor [LS1] podali
stosowny kontrprzyktad w wymiarze 10. Stad tatwo juz wywnioskowaé, ze
hipoteza Kellera zalamuje sie takze w kazdym wymiarze wyzszym niz 10. W roku
2000 John Mackey [Ma] znalazl kontrprzyktad w wymiarze 8. (Konstrukcje
Mackeya szczegotowo omowimy pozniej.) W takim razie do zamkniecia dyskusji
nad przypuszczeniem Kellera pozostaje odgadnaé, jak rzeczy sie maja

w wymiarze 7. Autorzy tego szkicu troche nad tym rozmyslali, ale nie wazyliby
sie robi¢ zaktadow. Ciekawe, ze sam Keller musial straci¢ pewnosé co do
prawdziwosci swojej hipotezy, bo we wspomnianej pracy [K2] zasugerowal, ze
wlasnie w wymiarze 7 moze istnie¢ kontrprzyktad.

Nalezy stwierdzi¢, ze hipoteza Kellera nie wziela sie z prozni. Za prawdziwego jej
ojca trzeba z pewno$ciag uzna¢ Hermanna Minkowskiego, a poczatek historii
umiesci¢ w konicu wieku XIX.

2. Hipoteza podzialowa Minkowskiego

Niech uktad vq,...,v, bedzie baza przestrzeni R". Przypomnijmy, ze zbior
L:={mivi +- -muv, :m=(mq,...,my) € Z"}
nazywamy kratq o bazie vy, ...,v,. Ta sama krata ma wiele baz, ale objetosé

rownolegloscianu rozpietego na wektorach dowolnej bazy ma te sama wartosé |L|
zwang wyznacznikiem kraty L. (Czytelnika pragnacego zapoznaé sie blizej

z teoria krat odsylamy do podrecznika Wladystawa Narkiewicza [N] i klasycznej
monografii J. W. Casselsa [C].)

Okoto roku 1896, w zwigzku z pewnymi zagadnieniami rownoczesnego
przyblizania ukladéw liczb rzeczywistych za pomoca uktadéw liczb wymiernych,
Minkowski rozpatrywat kraty, ktorych bazy byly okreslone nastepujaco

(1) v1=f1, .., Uk = fr + Z agifiy <oy Un = fo+ Z Qni fis
i<k—1 i<n—1

gdzie wspolczynniki ag; sa dowolne, uklad zas wektorow fi,..., fr jest
z doktadno$cia do zmiany kolejnosci rowny uktadowi wersorow

er:=(1,0,...,0), ..., e, :=(0,...,0,1).
Odnotujmy, ze wyznacznik kazdej takiej kraty jest réwny 1 i co wiecej, zaden jej
element, z wyjatkiem zerowego, nie lezy we wnetrzu kostki @ := [—1, 1]™. Dlatego
tez w opublikowanej w 1896 roku ksiazce Geometrie der Zahlen [M1| Minkowski
wyrazil przypuszczenie, ze te dwie wlasnosci charakteryzuja kraty o bazach
opisanych wzorami (1). Zauwazmy teraz, ze krata L ma wyznacznik 1 i jej
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Rys. 1

przeciecie z wnetrzem kostki () zawiera jedynie wektor zerowy wtedy i tylko
wtedy, gdy rodzina kostek %Q + v, v € L, stanowi podziat przestrzeni R w tym
sensie, ze wnetrza tych kostek sa parami roztaczne i zarazem kazdy punkt
przestrzeni lezy przynajmniej w jednej z nich (rys. 1). Podzial, o ktérym tutaj
mowa, nazywamy podziatem kratowym. Podzialy kratowe wyznaczone przez kraty
o bazach (1) zawieraja oczywiscie pary kostek o wspolnych (n — 1)-wymiarowych
$cianach, np. %Q i %Q + f1-

W swojej kolejnej ksiazce — Diophantische Approzimationen [M2] — Minkowski
zauwazyl, ze gdyby zachodzilta tak zwana dzisiaj HIPOTEZA PODZIALOWA
MINKOWSKIEGO gloszaca, ze kazdy podziat kratowy przestrzeni R™ zawiera pare
kostek o wspdlnej (n — 1)-wymiarowej $cianie, to wowczas jego pierwotne
przypuszczenie daloby sie latwo uzasadni¢ przez indukcje ze wzgledu na wymiar
przestrzeni. Sam Minkowski zdotal dowiesé, ze jego hipoteza podziatlowa jest
prawdziwa w wymiarze 3. Oczywiscie wynika ona z rezultatéow Kellera i Perrona
az do wymiaru 6. W rzeczywistoéci Perron dowiéd! jej prawdziwosci réwniez

w wymiarze 8. W 1938 G. Hajos w swojej pracy doktorskiej sprowadzil hipoteze
podziatowa Minkowskiego do nastepujacego zagadnienia algebraicznego: Niech G
bedzie skoniczong grupg przemienng. Jezeli aq,as,...,a, s¢ elementami grupy G,
aT1,T2, ..., Ty S¢ takimi liczbami naturalnymi, ze kazdy element grupy G
jednoznacznie przedstawia sie w postact 161 + Taao + - - - + Tpay,, gdzie
0<z;<r;—1,dlat=1,...,n, to r;a; =0, dla pewnego wskainika i. Redukcja
przeprowadzona przez Hajosa okazala sie wlasciwg droga. W trzy lata pozniej
ukazal sie jego artykul [H|, zawierajacy dowod hipotezy Minkowskiego. Podobno
Hajo6s nie byt swoim bardzo technicznym, pozbawionym geometrycznych
interpretacji dowodem szczegolnie usatysfakcjonowany. (Wiecej na temat
hipotezy Minkowskiego i historii z nia zwiazanej mozna znalez¢é w ksiazce
Shermana Steina i Sandora Szabd [SSz].)

3. Genom podzialu

Konstrukcje przyktadu obalajacego hipoteze Kellera rozpoczniemy od analizy
pewnych abstrakcyjnych podziatéw. Przy czym przez podziat zbioru rozumiemy
tutaj rodzine jego niepustych i roztacznych podzbioréw, ktorej suma
mnogosciowa jest réwna rzeczonemu zbiorowi.

Zaltozmy, ze zadano zbiory X7, X, ..., X;,, z ktorych kazdy liczy przynajmniej
dwa elementy. Niepusty podzbior A iloczynu kartezjariskiego X := X7 x -+ x X,
nazwiemy kostkg w X, jezeli A = Ay x --- x A,,. Jesli nadto kazdy A; jest
wlasciwym podzbiorem zbioru X;, to o A powiemy, ze jest kostkq wtasciwg.
Kostka A jest n-wymiarowa, jesli kazdy ze zbiorow A; liczy przynajmniej dwa
elementy.

Dwie kostki A1 B w X sa osiowo dopetnicze, jezeli B; = X; \ A; dla pewnego
wskaznika <.

Niech .# bedzie podzialem n-wymiarowej kostki X na kostki wlasciwe. Podzial
Z nazwiemy minimalnym, jesli | #| = 2". Nazwa bierze si¢ stad, ze licznos¢
podziatu n-wymiarowej kostki na kostki wtasciwe nie moze by¢ mniejsza niz 2™
(|[ABHK]). Mozna wykazaé, ze podzial n-wymiarowej kostki na kostki wtasciwe
jest minimalny wtedy 1 tylko wtedy, gdy kazde dwie kostki tego podziatu sq osiowo
dopetnicze (|GKP]). Skad juz blisko do nastepujacego twierdzenia.

TWIERDZENIE 1. Jesli kazde dwie kostki pewnej rodziny kostek wtasciwych
w kostce n-wymiarowej X sq osiowo dopelnicze i licznosé tej rodziny jest 2™, to
jest ona podziatem minimalnym kostki X .

Dowdd. Niech .# bedzie rodzina kostek wlasciwych spelniajaca zatozenia. Dla
kazdej kostki wlasciwej A w X i kazdego elementu ¢ := (¢1,...e,) € {0,1}"
okreslmy kostke A := AT' x -+ x A" w ten sposob, ze AS' = A;, oile g; =0,
a w przeciwnym razie AS" = X; \ A;. Jasne, ze dowolne dwie kostki nalezace do
rodziny {A®: A € %} sa osiowo dopelnicze, wiec w szczegdlnosci roztaczne.
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Zalézmy najpierw, ze zbioér X jest skoiiczony. W takim razie

> AT < x|

AeF
Zauwazmy, ze dla kazdej kostki wlasciwej A rodzina {A® : e € {0,1}"} jest
podziatem kostki X. W rezultacie

(X|=>" > AT = D> Y AT < 2]
AEF cc{0,1}n cc{0,1}n AcF

Stad Y 4e 4 |A°| = | X| dla kazdego wektora e, wiec w szczegolnosci dla wektora
zerowego. Co dowodzi, ze % jest podziatem.

Przejdzmy teraz do przypadku, gdy zbiér X ma nieskoriczenie wiele elementow.
Musimy wykazaé, ze dowolny element z € X lezy w pewnej kostce A bedacej
elementem rodziny .%. Nietrudno spostrzec, ze istnieje taka kostka skoriczona Y
w X, ze x € Y oraz rodzina 4 := {ANY : A € F} sklada sie z 2" kostek
wlasciwych w Y. Z poprzedniej czesci wynika, ze ¢ jest podziatem kostki Y, wiec
x musi leze¢ w pewnej kostce z rodziny %. g

Dowolny skoriczony zbior symboli nazywaé bedziemy alfabetem, same za$ symbole
— literami. Takg permutacje s — s’ alfabetu S, ze s” = s 1 s’ # s nazywamy
dopetnieniem, za$ litery s, s’ — literami dopelniczymi. Kazdy n-elementowy ciag
liter alfabetu S nazywamy stowem o dtugo$ci n. Dwa stowa v 1= s1 - - - sy,

w =ty - - - t, nazwiemy punktowo dopetniczymi, jesli istnieje i, ze s; = t;. Jesli
nadto s; = t; dla wszystkich wskaznikéw j # ¢, to powiemy, ze v i w sg bliZniacze.

TWIERDZENIE 2. Niech W bedzie 2" -elementowym zbiorem stow diugosci n,
zapisanych w alfabecie S z dopetnieniem. Zatozimy, zZe kazde dwa stowa lezgce
w W sq punktowo dopelnicze i Zadne dwa nie sq blizniacze. Wtedy istnieje
podziat przestrzeni R™ na kostki jednostkowe bez pary kostek o wspdlnej

(n — 1)-wymiarowej $cianie.

Dowdd. Wybierzmy T C S w taki sposdb, by z kazdej pary liter dopelniczych
doktadnie jedna lezata w T'. Ustawmy elementy zbioru T' w ciag t1, ..., t,. Niech
I; = [0,1) + 1. Kazdej literze t; przyporzadkujmy zbior liczb A(t;) = I; + 2Z.
Literze dopelniczej t; przyporzadkujmy zbior
(2) A(t)) =R\ A(t;) = A(t;) + 1.
Kazdemu stowu w = s7 - - - s, napisanemu w alfabecie S, przypiszmy zbior
B(w) C R™ okreslony wzorem

B(w) = A(s1) X ... x A(sy).
Oczywiscie wszystkie zbiory B(w) sa kostkami wlasciwymi w R™. Co wiecej,
z definicji B(w) i z (2) tatwo wynika, ze jesli stowa w i v sa punktowo dopelnicze,
to B(w) i B(v) sa osiowo dopelnicze. Z twierdzenia 1 oraz z zalozen o zbiorze W
wynika wiec, ze rodzina {B(w) : w € W} stanowi podzial przestrzeni R™.

Dla kazdej litery s € S przyjmijmy s° = s oraz s' = s’. Na mocy definicji

zbioru T, dla kazdego stowa w dlugosci n istnieja wektory k = (kq,...,ky,) oraz
e€{0,1}", ze

(3) w =1}t

Niech Iy, = Iy, x -+ x I}, . Zauwazmy, ze Ij jest translantem pototwartej kostki
jednostkowej [0,1)™. Na mocy definicji zbioru B(w) mamy

B(w) = |J (I + 2 +2).
lezn

Stad B(w) jest suma mnogosciowa pototwartych kostek jednostkowych
o roztacznych domknieciach. W konsekwencji domkniecia kostek jednostkowych,
skladajacych sie na zbiory B(w), w € W, tworza podzial przestrzeni R™ na
kostki jednostkowe w rozumieniu poprzednich ustepow. (Rzecz jasna kostki
polotwarte tworza podzial w zwyklym sensie.) By zakoriczyé dowod pozostaje
wykazac, ze zadna para kostek zdefiniowanego podzialu nie ma wspolnej
(n — 1)-wymiarowej $ciany. Oczywiscie wystarczy zalozy¢, ze kostki pototwarte
leza w roznych zbiorach B(w), B(v). Niech r i o € {0,1}" beda wektorami
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umorzliwiajacymi przedstawienie stowa v, tak jak w (3). Poniewaz w i v nie sa
stowami blizniaczymi, wiec (i) k # r lub (ii) k = r i € 1 o r6znig sie przynajmniej
na dwu miejscach. Gdy zachodzi (i), to kazda kostka lezaca w B(w) rozni si¢ od
dowolnej kostki lezacej w B(v) o wektor, ktory nie lezy w Z™, a zatem kostki nie
moga dzieli¢ (n — 1)-wymiarowej Sciany. Gdy zachodzi (ii), to kazda kostka

z B(w) rozmi sie od dowolnej kostki z B(v) o wektor, ktéry ma przynajmniej
dwie niezerowe wspolrzedne, a zatem i takie kostki nie moga dzielié

(n — 1)-wymiarowej Sciany. O

UWAGI:

Zauwazmy, ze podzial przestrzeni R™ na kostki jednostkowe zdefiniowany

w dowodzie jest niezmienniczy na dzialanie grupy przesunie¢ 2Z". Wynika stad,
ze jesli z kazdego ze zbiorow B(w) wybraé jedna z pototwartych kostek,
nazwijmy ja I(w), to przesuniecia klastra K :=J,,cy I(w) o wektory p € 27"
tworzg podzial kratowy przestrzeni R™. Oczywiscie nie jest to podzial kratowy
na kostki.

Zaczerpniety z biologii tytut tego ustepu wzial sie stad, ze zbior stow W
w twierdzeniu 2 mozna metaforycznie traktowaé jak pewien plan podziatu
przestrzeni R™.

4. Przyklad Mackeya

Dla kazdej pary stow v i w przez vw oznaczamy stowo powstale przez dopisanie
w do v. Jesli A i B sa zbiorami stéw, to

AB={vw:v € A, we B}.

LEMAT 3. Niech A A’, B, B’, C bedqg niepustymi i parami roztgcznymi zbiorami

stow dtugosci n. Przypusémy, zZe kazde dwa stowa nalezgce do dowolnego ze

zbiorow AUA’, BUB', AUBUC sq punktowo dopetnicze. Przypusémy dalej, ze
|JAUA'| = |BUB'|=|AUBUC|=2".

Wtedy zbiory

(4) Wy:=CCUAA' UBB' UA'BUB'A

(5) Wy :=CCUAAUB'BUAB UBA’
liczg 22" stow diugosci 2n. Kazde dwa stowa naleigce do ktdregokolwiek z tych

zbioréw sq punktowo dopetnicze. Jezeli ponadto zaden ze zbioréw A, A’, B, B, C
nie zawiera stow blizniaczych, to takze zbiory Wi, Wy nie zawierajq takich stow.

Dowdd. Jak tatwo sprawdzié,

(Wil = [ClIC] + |A||A| + |B||B'| + |A||B| + | B'||A] = 2°".
Niech vy, v, w1, wy beda takimi stowami dlugosci n, niekoniecznie réznymi, ze
Z1 ;= viwy 1 29 1= vows sg réznymi stowami lezacymi w W;. Zalozenia dotyczace
poszczegbdlnych zbioréw implikuja, ze v1 1 v2 sa punktowo dopetnicze wzglednie
w1 1wy s punktowo dopetnicze. W konsekwencji, z1 i 2o sa punktowo dopelnicze.

Przejdzmy teraz do dowodu drugiej czesci twierdzenia. Przypusémy, ze 21, zo
tworzg pare blizniacza. Wtedy albo v; = vy 1 wy, wo sa stowami blizniaczymi,
albo tez wy = wy 1 vy, v9 sa stowami blizniaczymi. W obu przypadkach z; i 2,
musza leze¢ w jednym ze sktadnikéow sumy W;, skad juz tatwo wynika, ze 21 i 29
nie tworza pary blizniaczej. OtrzymaliSmy wiec sprzecznosé. O

Zastosujemy teraz lemat 3 do konstrukeji trzech zbioréw zlozonych ze stow
dhugosci 4: Vi, Vo i Va. Wszystkie stowa zapisane sa w alfabecie ztozonym z cyfr
0, 1, 2, 3. Ponadto przyjmujemy 0’ = 2, 1’ = 3. By utworzy¢ V; (Rys. 2), potézmy

A=1{03}, B={22}, C ={01,20}, A’ ={11,23,31}, B = {02,10,30}
i przyjmijmy V3 = W;. Zbiér V; zawiera cztery pary stow blizniaczych
0311 0331; 2230, 2210; 1122, 3122; 3003, 1003.
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N
03 « 03 23
02 22 22
01 ™A ] 31
10 30 & 20
). AR\

Rys. 2 Zacieniowane obszary odpowiadaja zbiorom B’, C, A’. Strzalki obrazuja sposob tworzenia
sktadnikéw zbioru Vi; np. gorna strzaltka biegnaca od lewego do $rodkowego kwadratu wiaze zbior B’
ze zbiorem A.

By utworzy¢ V5 (Rys. 3), potézmy
A={30}, B={11}, C ={13,32}, A’ = {02,22,10}, B' = {03,23,31}

i przyjmijmy Vo = Ws. Zbiér V, zawiera cztery pary stéw blizniaczych

(6) 0311, 2311; 2230, 0230; 1122, 1102; 3003, 3023.
@
13 03 23
02 22 32
11 ™A ] 31
10 30 & 30
A 4 w
Rys. 3

By utworzy¢ V3 (Rys.4), potozmy
A={10}, B={31}, C ={12,33}, A’ ={02,22,30}, B’ ={03,23,11}
i przyjmijmy Vi = Ws. Zbiér V3 zawiera cztery pary stow blizniaczych

(7) 2331, 0331; 0210, 2210; 3102, 3122; 1023, 1003.
% 7
03 23 33
12 02 22
11 31 & 31
10 Na 10 30
*. v
Rys. 4

Czesé wspolna zbiorow Vi 1 V; sklada sie z wyttuszezonych w (6) elementow.
Podobnie czes¢ wspodlna zbiorow Vi i Vi sklada sie z wyttuszezonych w (7)
elementéw. Potozmy

A=ViNVy, B=ViNV;, C=Vi\(AUB), A=V, \ A, B =V3\B
i przyjmijmy W = W;. Nietrudno zauwazy¢, ze A, B, C, A’, B’ spelniaja
zalozenia obu czedci lematu. Z twierdzenia 2 wynika wiec, ze zbiér W generuje
poszukiwany kontrprzykilad w wymiarze 8.

5. Hipoteza Fugledego

W ustepie podalidémy charakteryzacje takich krat L, ze rodzina %Q +v,v€EL,
stanowi podzial przestrzeni R™ na kostki jednostkowe. Oczywiscie dla takich

i tylko takich L rodzina [0,1)" + v, v € L, takze stanowi podzial przestrzeni R,
ale w zwyklym sensie. Zadanie znalezienia podobnej charakteryzacji mogliby$my
postawi¢ w odniesieniu do dowolnych podzialéw przestrzeni R™ na kostki
jednostkowe. Doktadniej, nalezaloby opisaé¢ wszystkie takie zbiory T' C R", ze
rodzina [0,1)" + v, v € T, stanowi podzial przestrzeni R”. O takich zbiorach,
podobnie jak w przypadku krat, powiemy, ze wyznaczaja podziat. Dyskusje
rozpoczynamy od twierdzenia Kellera [K1].
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Rys. 5

TWIERDZENIE 4. Jesli T wyznacza podziat przestrzeni R™ na kostki jednostkowe,
to dla kazdych dwu elementow v, w € T istnieje wskaznik i, zZe w; —v; € Z \ {0}.

Dowdd. Zaltdézmy, ze twierdzenie nie jest prawdziwe. Wtedy dla pewnego zbioru T'
wyznaczajacego podzial, musialaby istnie¢ taka para v, w € T, ze dla wszystkich
wskaznikow i, w; — v; & Z \ {0}. Oczywiscie zbior S := T — v takze wyznacza
podziat. W rezultacie istnieje zbior S wyznaczajacy podziat oraz taki niezerowy
element s € S, ze 0 € S oraz s; € Z \ {0} dla wszelkich 7. Niech i(s) = 0, jesli

|s1| > 1, w przeciwnym razie niech i(s) = max{i : |s;| < 1 dla j <1i}. Musi
zachodzi nier6wnosé i(s) < n, bo inaczej kostki [0,1)™ oraz [0,1)" + s
przecinalyby sie, co przeczyloby temu, ze S wyznacza podziat. Niech

k =i(s) + 1. Rozpatrzmy zbior U := {u € S : uy, — s € Z}. Jesli £ jest prosta
réwnolegta do i-tej osi uktadu wspotrzednych, ktéra przecina jedna z kostek
0,1)"+u,uecU,tol C,c[0,1)" +u (Rys. 5). Stad tatwo zauwazy¢, ze zbior
R = (U — |s;]e;) U(S\ U) wyznacza podzial przestrzeni R", a takze, ze 0
ir=s—[si]e; naleza do R. (Przypomnijmy, ze |« oznacza czes¢ catkowita
liczby «.) Ponadto i(r) = i(s) + 1 oraz dla kazdego wskaznika ¢ mamy r; & Z \ 0.

Powtarzajac procedure, ktora przywiodla nas od zbioru S do R, otrzymaliby$my
w koiicu zbior, ktory wyznaczalby podzial i zawieral 0 oraz taki niezerowy
element x, ze i(x) = n, co jak wiemy, nie jest mozliwe. O

Zobaczmy, ze natychmiastowa konsekwencja twierdzenia Kellera jest fakt, iz jesli
T wyznacza podzial, to funkcje e;(z) = €2 4%t € T, gdzie (-,-) oznacza
standardowy iloczyn skalarny w R™, tworza uktad ortonormalny w L?([0, 1]™).
Stad juz tatwo uwierzy¢ w prawdziwos$¢ twierdzenia, dowiedzionego niezaleznie
przez Alexa losevicha i Steena Pedersena [IP] oraz Lagariasa, Jamesa Reedsa

i Yanga Wanga [LRW]:

TWIERDZENIE 5. T wyznacza podziat R™ na kostki jednostkowe wtedy i tylko
wtedy, gdy uktad e;, t € T, stanowi baze ortonormalng przestrzeni L([0,1]™).

Twierdzenie to jest czesciowa odpowiedzig na tzw. hipoteze Fugledego, ktora
dotyczy charakteryzacji zbioréw wyznaczajacych podzialy dla szerszej klasy
plytek niz tylko kostki jednostkowe. Wiecej na temat tej hipotezy mozna znalezé
w bardzo dobrej pracy przegladowej Mihaila Kolountzakisa [Ko].

6. Zakonczenie

Mimo ze hipoteza Kellera znalazta rozstrzygniecie, to zdaniem autoréw nie
powinno to oznaczaé¢ zaniku zainteresowania zagdnieniami poruszanymi w tym
artykule. Sadzimy, ze wrecz odwrotnie, jest to dopiero poczatek ciekawej teorii.
Na wyjasnienie czeka na przyktad struktura 2Z"-okresowych podziatdéw
przestrzeni R™ na kostki. Jest ona dobrze rozumiana do wymiaru 3, i to juz od
czasow Kellera. W wymiarach wyzszych wiadomo naprawde niewiele. Sporo
interesujacych pytan mozna znalez¢é w pracy Lagariasa i Shora [LS2].

PoDZIEKOWANIA. Dziekujemy Jackowi Bojarskiemu za pomoc w sporzadzeniu
rysunkow.
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