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Nierzadko styszy sie poglad, ze matematyka jest wiedzg kumulacyjna. Zwykle
rozumie si¢ to tak, ze twierdzenie raz w matematyce dowiedzione pozostaje

w niej na zawsze, dzieki czemu przybywa w niej twierdzen i matematyka stale
rosnie. Jest to jednak poglad uproszczony, nawet bowiem bardzo pobiezna
znajomos¢ historii matematyki pokazuje, ze w matematyce byly okresy rozwoju
i zastoju (te drugie zreszta przewazaly), a nadto mialy miejsce gruntowne
przewartosciowania nagromadzonego materialu, w rezultacie czego cale obszary
matematyki uchodzily w niebyt, stajac sie¢ historycznymi osobliwos$ciami lub,

w lepszym przypadku, pozostajac w postaci tak przetworzonej, ze niemal
nieporéwnywalnej z oryginatem. Przykladami obszaréw zapomnianych sa
egipska arytmetyka, grecka trygonometria, sredniowieczne infinitezymale

itp., dobra zas$ ilustracja gruntownego przetworzenia jest chinskie twierdzenie

o resztach. Matematyka zyje w ludzkich glowach i tyle jej jest, ile te glowy
zdotaja pomiescié, a to, ze nie mieszcza wszystkiego, wynika nie tylko z ich
ograniczonej pojemno$ci. Pytanie ,,jak sie matematyka rozwija?” jest wiec
fascynujace, ale trudne, matematyka jest bowiem elementem kultury i zaréwno
od otaczajacej ja kultury zalezy, jak i na te kulture wpltywa, a te dwustronne
zaleznodci sg w réznych okresach rézne i nawet w jednym takim okresie bywaly
zmienne.

Celem tego artykulu jest przedstawienie trzech wydarzen, z ktorych kazde na
swbj sposéb wstrzasneto matematyka i spowodowalo taks zmiane pogladéw, ze
matematyka ,po” byla inna i inaczej rozumiana niz ,,przed”.

I. Przejscie od konkretu do ogdélnosci

Przed Grekami, w kulturze chinskiej, babilonskiej, egipskiej i innych, liczba
byla konkretna. Méwiono wiec o 5 bochnach, 5 rybach, 5 lokciach itd., ale

nie byto mowy o abstrakcyjnej liczbie 5 ani nie rozwazano ogdlnego pojecia
liczby. Zmiana, jakiej pod tym wzgledem dokonali Grecy, daje sie poréwnaé ze
zmiang, jaka si¢ dokonala w matematyce w drugiej potowie XIX wieku, gtéwnie
za sprawg Bernharda Riemanna (1826-1866). Przed nim wszystkie rozwazane
w analizie funkcje byly konkretne, tzn. kazda taka funkcja byta wyrazona
formula ustalajaca jej wartos¢ dla kazdej wartosci argumentu. Riemann powzial
my$l badania funkcji w ich ogdlnosci, bez wzgledu na istnienie wyrazajacych

je formul, a wyréznionych jedynie pewnymi ich wlasnosciami takimi jak np.
ciaglos¢. To przejscie od konkretu do ogbélnosci w zakresie funkcji bylo

tak nowe, ze w jego pracach znajdujemy argumenty majace je usprawiedliwic,
np. pisze on, ze funkcja ciggla nie moze zmieniaé si¢ arbitralnie, bo ciaglosé
wymusza pewne ograniczenia. Podejscie Riemanna nie od razu si¢ przyjeto, np.
dla wspoélczesnego mu Karla Weierstrassa (1815-1897) funkcja nadal musiala
by¢ konkretna.

Zmiana, jakiej dokonali Grecy, byla podobna, ale miala daleko wigksze
znaczenie. Bylo to przeciez dwa i pél tysiaca lat temu, kiedy refleksyjna
matematyka dopiero sie wylaniala z rachunkowego rzemiosta. Mdéwiac najkrécej,
zmiana réwniez polegata na przejsciu od konkretu do ogélnosci, w ich jednak
przypadku od konkretnych liczb i konkretnych wielkosci geometrycznych do
takich pojeé¢ ogdlnych jak liczba parzysta (dowolna) czy kat przy podstawie
tréjkata (dowolny). Zmiane te tradycja przypisuje Pitagorasowi (570-497)

i pitagorejczykom, cho¢ niewatpliwie pewien udziatl mieli w tym takze jonscy
filozofowie przyrody (przede wszystkim Tales, 640-547) i eleaci (przede
wszystkim Parmenides, 540-450). U pitagorejczykéw zbieglo sie to z ich
nastawieniem mistycznym, co prowadzilo do nadawania znaczenia pojedynczym
liczbom (np. 10 — doskonalo$é $wiata) i pewnym klasom liczb, np. wyr6zniali
liczby trojkatne, kwadratowe, pieciokatne itp., liczby parzyste i nieparzyste,
liczby pierwsze i zlozone, liczby doskonatle itd. A ze odnajdowali liczby takze
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Tradycja glosi, ze kiedy jeden
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w muzyce, geografii czy astronomii, doszli ostatecznie do przekonania, ze
wzasady [matematyki] sa zasadami wszelkiego bytu”, a ze ,w niej liczby sa
rzecza z natury”, pierwsza, wiec konsekwentnie uznali ,liczby za rzecz pierwsza
w calej naturze, pierwiastki liczb za pierwiastki bytu, niebiosa cale za harmonie
i liczbe”. Byl to pierwszy historycznie wyraz przekonania, ktore zapewne jako
matematycy podzielamy, ze przyroda méwi jezykiem matematyki.

Ale co to jest liczba? Dla pitagorejczykéw liczba bylta wielkoscig poréwnywalna
z jednoscia, czyli (w naszej terminologii) liczby pitagorejezykéw byly to

nasze liczby naturalne jako krotnoéci 1 oraz liczby wymierne jako krotnosci
catkowitych czeéci 1. Nie znali 0, nie byli pewni czy 1 jest liczba, nie znali liczb
ujemnych. Mimo to uznawali ,liczby za rzecz pierwsza w calej naturze”.

Na to pitagorejskie przekonanie padl jednak cien, kiedy odkryli, Zze stosunek
dlugosci przekginej do boku kwadratu NIE jest liczbg (w ich rozumieniu
pojecia liczby). Naturalng reakcja byt lek i utajnienie odkrycia, wazniejsze
jednak i bardziej interesujace okazalo sie to, ze odkrycie to nie zawrécito
pitagorejczykéw z drogi abstrakcyjnego postepowania i nie zachwiato ich
przekonaniem, ze ,liczby sa rzeczg pierwsza’. Odkrycie to miato jednak
dalekosiezne skutki i niektére z nich postaram si¢ teraz wymienié.

a) Ujawnilo potege rozumowania dedukeyjnego i metody dowodzenia nie

wprost, dzieki ktorym zostal odkryty fakt znajdujacy sie calkowicie poza
zasiegiem dotychczasowych metod, opartych o codzienne do$wiadczenie. Potega
ta budzila zachwyt pomieszany z lekiem, ale pitagorejczycy, a za nimi i inni
Grecy, zawierzyli tej metodzie i opierajac sie wylacznie na niej zbudowali
imponujacy gmach wiedzy pewnej, ktéra nazwali matematyka. Zaptacili jednak
za to postawg antyempiryczna, ktéra matematyka grecka na state owladneta.
Dodajmy od razu, ze byl to antyempiryzm metodologiczny, ograniczony

do metody. Matematyka byla dla Grekéw nauka o Swiecie, jak jest nig dla

nas np. fizyka, a nie jakas sztuka sama dla siebie, z chwila jednak ustalenia

jej podstaw w postaci niektérych okreslen, postulatéw i aksjomatéw (w ich
przekonaniu ontologicznie prawdziwych) dalszy jej rozwéj odbywal sie wylacznie
more deductivo, bez odwolywania sie juz do Swiata i eksperymentalnego
sprawdzania. Gwoli sprawiedliwosci historycznej dodajmy (ale nie bedziemy tego
watku rozwijac¢), ze odleglym skutkiem tej postawy antyempirycznej byl uwiad
matematyki greckiej, po wyczerpaniu si¢ pierwotnych bodzcow.

b) Podejmujac préby liczbowego zrozumienia stosunku przekatnej do boku
kwadratu pitagorejczycy znalezli (w naszej terminologii) rekurencje

Tnt+l = Tn + 2Yn, Ynt+1l = Tn + Yn-
Jak nietrudno zauwazy¢, jesli x; = y; = 1, to z,/y, dazy do v/2 (dla n
nieparzystych z niedomiarem, dla n parzystych z nadmiarem; juz xg/ys daje
dokladnosé 4 miejsc po przecinku). Nie znaczy to oczywiscie, ze pitagorejczycy
traktowali v/2 jako jakas ,granice” ciggu liczb, wskazywalo to jednak, ze préba
uchylenia tajemnicy v/2 powodowala ukazanie sie zmory nieskoficzonosci, co
wzmacnialo poczucie tajemnicy, a takze istniejacy w matematyce greckiej horror
infinitatis (lek nieskonczonosci).

¢) Kwadrat, jego bok i przekatna sa jednak waznymi pojeciami geometrycznymi,
a przeto i stosunek przekatnej do boku jest uprawnionym pojeciem
geometrycznym. I matematyka grecka wypracowata geometryczng teorie
stosunkéw. Jej poczatki siegaja pitagorejczykéw, potem podjal ja Eudoksos
(400-355), a ostateczng forme nadal jej Euklides (365-300) w najzywiej przez
potomnych dyskutowanej i najobszerniejszej (1/3 calego dziela) Ksiedze V
swoich Flementow. Ksigga ta wywarla istotny wplyw na dalszy rozwdj
matematyki. Nie tylko stworzyta ona solidna podstawe dla poréwnywania
roznych wielkosci, ale stala sie takze podstawa przekonania, ze tylko w geometrii
mozna poprawnie wyrazi¢ teorie stosunkéw, a przeto tylko geometria jest
dostatecznie ogdlna i écista. W rezultacie matematycy greccy rozwijali przede
wszystkim geometrie, osiagajac na tym polu imponujace wyniki, a zaniedbywali
arytmetyke i zastosowania. Urok Elementow FEuklidesa sprawil, ze staly sie
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one dla naszej kultury wzorcem Scistoéci i naukowego postepowania, a dla
matematyki fundamentem, na ktérym przez ponad dwa tysiace lat z pelnym
zaufaniem sie opierano.

II. PrzejScie od jednej geometrii do wielu geometrii

Ale w Elementach Fuklidesa byta zadra: Postulat Piaty, zwany takze Postulatem
Réwnolegloéci. Euklides formutowat go dla prostych rozumianych jako
ograniczone odcinki (przypomina sie horror infinitatis).

PosTuLAT PIATY (Euklidesa). Jesli prosta, padajgca na dwie inne proste, tworzy
z nimi kagty wewnetrzne po jednej stronie takie, Ze ich suma jest mniejsza od
dwoch kgtow prostych, to te dwie proste, przedluzane nieograniczenie, spotkajq
sie po tej stronie, po ktorej suma kgtow jest mniejsza od dwoch kqtéow prostych.

Wspbdlczesnie Postulat Piaty jest powszechnie znany w postaci innej,
réwnowaznej, nadanej mu przez Johna Playfaira (1748-1819) w 1795 r.

PosTuLAT ROWNOLEGLOSCI (wedlug Playfaira). Dla kazdej prostej p i kazdego
punktu A lezgcego poza tq prostq, w plaszczyinie wyznaczonej przez prostqg p

i punkt A, istnieje jedna i tylko jedna prosta q przechodzgca przez punkt A

i rozlgczna z p.

Postulat ten budzit jednak opory. Sam Euklides odwlekal powolywanie sie

na Postulat Réwnoleglosci (az do twierdzenia 1.29), skupial on tez uwage
studiujacych jego geometrie. Mozna zapytac¢, czym on sie réznit od pozostatych
zatozen jego geometrii? Dlaczego budzil tyle oporéw i kontrowersji?

Jak mozna sadzié¢, gléwna przyczyna kontrowersji dotyczacych Postulatu
Réwnolegloéci byt jego charakter infinitystyczny, nie empiryczny. Mowa

w nim o nieograniczonym przedluzaniu odcinkéw (w wersji oryginalnej) lub

o aktualnie nieskonczonych prostych (w wersji Playfaira), a przeciez nie mozemy
wnioskowaé z zachowania skonczonych odcinkéw o zwiazkach miedzy ich
nieograniczonymi przedtuzeniami czy, rownowaznie, o tym co si¢ dzieje bardzo
daleko z nieskonczonymi liniami prostymi. Moze kazde dwie proste sie przetna,
a moze istnieje wiecej niz jedna prosta roztaczna z dana?

Usilowania zmierzajace do usuniecia tej zadry zaczely sie jeszcze

w starozytnoéci, kiedy probowano udowodnié¢ Postulat Rownolegtosci w oparciu
o pozostale aksjomaty i postulaty geometrii euklidesowej. Pierwsza znana
préba pochodzi od Ptolemeusza (80-160), autorem innej byt Proklos (410-485).
Zajmowali sie tym takze matematycy arabscy, m.in. Nasreddin (1201-1271).

A w czasach nowozytnych byto tych préb juz tyle, ze w 1763 r. Georg Simon
Kliigel (1739-1812) napisal rozprawe doktorska, w ktérej zanalizowal 28 réznych
dowodéw Postulatu Réwnoleglosci. Poniewaz we wszystkich znalazt luki

lub btedy, to wyrazil watpliwo$¢, czy Postulat Réwnoleglosci da sie w ogdle
udowodnié. Sprowokowalo to Jean Baptiste le Rond d’Alemberta (1717-1763)
do nazwania tej sytuacji ,skandalem w geometrii”. Préby jednak trwaly nadal
i np. Adrien Marie Legendre (1752-1833), w kolejnych wydaniach swego

wielce poczytnego podrecznika Elements de géometrie, podawal dalsze (tez
niepoprawne) dowody Postulatu Réwnoleglosci.

Wobec niepowodzenia préb udowodnienia Postulatu Réwnoleglosci wprost,
probowano tez innych drég. Jedng z nich bylo poszukiwanie postulatu innego,
ktory bylby rownie silny jak Postulat Rownoleglosci, ale bardziej intuicyjny,
wlasciwie oczywisty. Wymienmy, dla przykiadu, dwa takie postulaty. Autorem
pierwszego byl John Wallis (1616-1703).

PosTULAT WALLISA. Dla dowolnego tréjkgta ABC' i dowolnego odcinka DE
istnieje trajkgt DEF podobny do tréjkgta ABC.

Starszy o stulecie Alexis Claude Clairaut (1713-1765) zauwazyl, ze ,wokot
nas widzimy mnéstwo prostokatéw, w domach, ogrodach, izbach, murach”

i w swojej ksiazce Elements de géometrie (1741) proponowal zastapié¢ Postulat
Réwnolegloéci przez postulat nastepujacy.
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PosTUuLAT CLAIRAUTA. Istniejg prostokaty.

Zaden z takich postulatéw zastepczych nie zyskal jednak powszechnego uznania.
W tej sytuacji pozostala jeszcze trzecia droga, mianowicie udowodnienie
Postulatu Rownoleglosci nie wprost, czyli zanegowanie Postulatu Réwnoleglosci
i wykazanie, ze prowadzi to do sprzecznosci. Przykladu postepowania tego
rodzaju dostarczyl Geronimo Saccheri (1677-1733), ktéry w ksiazeczce Fuclides
ab omni naevo vindicatus (Euklides z wszelkiej zmazy oczyszczony, 1733)
wyciagnal z negacji Postulatu Réwnoleglosci ponad trzydziesci twierdzen, az
doszed!l do takich, ktore uznal za jawnie niedorzeczne, a w rezultacie negacje
Postulatu Rownoleglosci za obalona, tym samym zas Postulat Réwnolegltosci za
udowodniony.

Stanowisko Saccheriego nie przekonato badaczy, w uzyskanych bowiem

przez niego twierdzeniach nie bylo jawnej sprzecznosci, wobec czego préby
kontynuowano. Sprzecznoéci nadal jednak nie bylo. Az wreszcie, w pierwszej
potowie XIX wieku, zostala przetamana bariera psychologiczna. Carl

Friedrich Gauss (1777-1855), Janos Bolyai (1802-1860) i Mikolaj Lobaczewski
(1793-1856) uznali, ze moze istnie¢ (Scislej, ze jest niesprzeczna) geometria
oparta na negacji Postulatu Réwnolegloéci i pozostatych zalozeniach geometrii
euklidesowej. Negacja Postulatu Réwnoleglosci przyjeta posta¢ podobna do
postulatu Playfaira.

POSTULAT LOBACZEWSKIEGO. Do kazdej prostej p i kaZdego punktu A lezZgcego
poza tg prostq, w plaszczyinie wyznaczonej przez prostq p i punkt A, istniejq co
najmniej dwie proste q1 i qa, ktdre przechodzq przez A i sq rozlgezne z p.

Byla to geometria osobliwa i bardziej niz zaciekawienie budzila ona opér. Wielki
autorytet Gaussa sprawil jednak, ze pogodzono sie z jej istnieniem i nazwano
geometrig niceuklidesowq. Zgoda na istnienie geometrii nieeuklidesowej oznaczata
jednak przyznanie, ze NIE mozna udowodnié¢ Postulatu Réwnoleglo$ci w oparciu
o pozostale zalozenia geometrii euklidesowej. Nikogo to jednak powaznie nie
zaniepokoilo, traktowano bowiem geometri¢ nieeuklidesows z pewnego rodzaju
poblazaniem, jako swoistg ciekawostke. Aczkolwiek spadlo zaufanie do geometrii
jako fundamentu matematyki, to jednak nadal za jedyna prawdziwa geometrie
uwazano geometrie euklidesowa.

ITII. PrzejScie od geometrii ,,prawdziwej” do teorii
formalnej

Skutki odkrycia geometrii nieeuklidesowej siegaly jednak dalej, a pierwszy
dostrzegt je David Hilbert (1862-1943). W swoich Grundlagen der Geometrie
(Podstawy geometrii, 1899; pdzniej wiele wydan) przelamal kolejng bariere
psychologiczna. Przede wszystkim przebadal gruntownie samg geometrie
euklidesowa, wypelniajac wszystkie wystepujace w niej luki i objasniajac
niejasnosci, a nadto wyjasniajac zwiazki miedzy geometria euklidesowa

a odkryta ponad pét wieku wezedniej geometria nieeuklidesowa. Bylo to
bardzo duzo, ale jeszcze wigksze znaczenie jego dzieta polegalo na tym, ze
Hilbert inaczej spojrzal na teorie dedukcyjna. Skoro istnieja dwie logicznie
rownorzedne teorie geometryczne i nie jesteSmy w stanie rozstrzygnaé, ktora

z nich jest prawdziwa (takie préby podejmowal jeszcze Gauss, ale w koficu
uznal rozstrzygniecie problemu prawdziwosci za niemozliwe), to nalezy
przyjaé, ze poprawna teoria aksjomatyczna jest struktura formalng i od
rzeczywistosci niezalezng. Zwiazek takiej teorii z rzeczywistoécia nadaje jej
dopiero interpretacja, czyli model.

Autorytet Hilberta sprawil, ze jego poglad o formalnym charakterze teorii
aksjomatycznych zostal powszechnie przyjety, a to byto jak otwarcie puszki
Pandory. Teraz mozna juz byto, nie ogladajac sie na jakiekolwiek motywacje
fizyczne, tworzy¢ rozmaite uktady aksjomatyczne i rozwija¢ oparte na nich
teorie. I teorie takie zaczely sie pojawia¢ niemal jak grzyby po deszczu, przede
wszystkim w algebrze, ale takze w innych dzialach matematyki. Z wazniejszych
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Na Mig¢dzynarodowym Kongresie
Matematykéw w Bolonii, rok 1928.

przykltadéw przypomnijmy aksjomatyke Frécheta z 1906 r. dwéch rodzajoéw
przestrzeni funkcyjnych, a mianowicie tzw. L-przestrzeni i E-przestrzeni (te
drugie Hausdorff nazwal pézniej przestrzeniami metrycznymi), aksjomatyke
Zermelo teorii mnogosci z 1908 r., pierwsza aksjomatyke ogdlnych przestrzeni
topologicznych podana przez Hausdorffa w 1914 r., aksjomatyke Banacha

z 1922 r. przestrzeni funkcyjnych, pézniej nazwanych jego imieniem itd.
Uzyskana dzigki przyjeciu takiego stanowiska swoboda ogromnie si¢ przyczynita
do rozwoju matematyki w XX wieku i nadal trwa.

Uniezaleznienie teorii aksjomatycznych od rzeczywistosci mialo jednak

swoja cene, co najlepiej wida¢ w pytaniu o poprawnos¢ abstrakcyjnej teorii
aksjomatycznej. Poniewaz nie mozemy odwotywaé sie do rzeczywistosci
zewnetrznej, to Hilbert przyjal, ze teoria aksjomatyczna jest poprawna,
jedli jest zupelna i niesprzeczna. Zadanie zupelosci bylo wyrazem wiary,
ze teoria aksjomatyczna moze i powinna objaé wszystkie zdania prawdziwe
w zakresie przez nia opisywanym, co Scislej wyrazalo si¢ zadaniem, by kazde
zdanie sformutowane w jezyku danej teorii bylo na jej gruncie rozstrzygalne,
tzn. dawalo si¢ badz udowodni¢ badz obalié¢. Jeszcze wazniejsze bylo zadanie
niesprzecznosci, mozna je bowiem nazwaé¢ warunkiem bezpieczenstwa. I dla
udowodnienia, ze aksjomatyczne teorie matematyki spetniajg te dwa warunki,
Hilbert sformulowal program, ktory zostal nazwany formalizmem.

Program Hilberta rozkladal sie na dwa etapy. Pierwszym byla formalizacja,
tj. rekonstrukcja matematyki w postaci systemu sformalizowanego. W tym

celu nalezalto stworzy¢ sztuczny jezyk symboliczny oraz reguty budowania

w tym jezyku wyrazen poprawnych, a nastepnie wprowadzi¢ aksjomaty i reguly
wnioskowania, odwolujace sie tylko do ksztaltu formutl, a nie do ich znaczenia.
Po dokonaniu tego kroku matematyka stalaby sie swoista ,,gra na formutach”,
podatna jednak na dalsza analize.

Etap drugi byt jakby budowaniem nastepnego pietra, ktoére Hilbert nazwat
metamatematyka. Podstawowym zadaniem metamatematyki miato by¢
dostarczenie dowodu niesprzecznosci i zupelnosci poprzednio sformalizowanej
matematyXki.

W realizacji tego programu osiagnieto pewne sukcesy, np. wykazano
niesprzecznos$é pewnego fragmentu systemu liczb naturalnych (Ackermann,
1924), jednakze wkrétce nastapil wstrzas w postaci dwéch twierdzen, ktére
sformutowal i udowodnit Kurt Godel (1906-1978).

TWIERDZENIE A. Kazdy system sformalizowany, ktéry zawiera arytmetyke liczb
naturalnych i jest niesprzeczny — jest niezupelny. Innymi stowy, w kazdym takim
systemie istniejg tzw. zdania nierozstrzygalne, ktérych nie mozna w nim ani
udowodnié¢ ani obali¢.

TWIERDZENIE B. Dowdd niesprzecznosci teorii sformalizowanej, zawierajgcej
arytmetyke liczb naturalnych, wymaga Srodkéow wykraczajgcych poza rozwazang
teorie. Méwiac troche niedcidle, dowdd niesprzecznosei takiej teorii wymaga teorii
wiekszej, ktorej niesprzecznosci tym bardziej nie mozemy byé pewni.

Twierdzenia te pokazaly, ze program Hilberta nie daje sie zrealizowaé. Mamy
wiec kolejne ambarasujgce NIE w matematyce. W szczegdlnosci twierdzenie A
pokazuje, ze istnieje zasadnicza i nieprzekraczalna réznica miedzy tym, co jest
prawdziwe w danej teorii, a tym, co mozna udowodni¢ za pomocg $rodkéw
logicznych tej teorii.

Kazdy z trzech opisanych przypadkéw NIE byt swoistym znakiem zapytania.
Swoistosé ta polegala na tym, ze nie kwestionowal on dotychczasowych osiagnieé
matematycznych, ale ostrzegal, ze dotychczasowe poglady na matematyke

i jej stosunek do Swiata wymagaja rewizji. Kazde z tych ostrzezen zostalo
potraktowane powaznie, w konsekwencji czego zmienialy sie zaréwno poglady

na matematyke jak i kierunki jej rozwoju, ale i rozumienie tych ostrzezen takze
ewoluowalo, a zapewne i dalej ewoluowac¢ bedzie.
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Odkrycie pitagorejczykéw, ze stosunek przekatnej do boku kwadratu NIE jest
liczbg w ich rozumieniu tego pojecia, spowodowalo odwrdcenie sie matematyki
greckiej od arytmetyki i skupienie na geometrii, w zakresie ktérej odniesli Grecy
imponujace sukcesy. Geometria byla dla nich nauka o Swiecie, jak dla nas taka
nauka jest fizyka, zalozenia geometrii (aksjomaty i postulaty) byly wiec dla
nich abstrakcyjnymi uogélnieniami podstawowych spostrzezen wynikajacych

z codziennego do$wiadczania $wiata. Elementy Euklidesa narzucily (takze i nam,
spadkobiercom mys$li greckiej) widzenie stosunkéw przestrzennych w swiecie, ich
za$ doskonalos¢ logiczna sprawila, ze staly sie one takze wzorem wiedzy pewnej
na dwa z goéra tysiaclecia. Niewyrazalno$¢ pewnych stosunkéw liczbami (przy
pitagorejskim rozumieniu liczby) nie zamknela jednak drogi do poréwnywania
figur geometrycznych, ksiega V Elementow dostarczyla bowiem doskonatych
narzedzi dla geometrycznej teorii podobienstwa i do rozwazania dowolnych
stosunkéw wielu innych wielkoéci, a w XIX wieku, ktéry ja w pelni docenit —
przyczynila sie takze do zbudowania teorii liczb rzeczywistych. Zgodnie z ta
teoria, stosunek przekatnej kwadratu do jego boku jest liczba, ale jest to liczba
niewymierna \/2, zaé pitagorejskie NIE jest dowodem tej niewymiernosci.

Odkrycie XIX-wiecznych geometrow, ze Postulat Rownoleglosci NIE wynika

z pozostaltych zatozen geometrii euklidesowej, doprowadzito do uznania, ze
istnieja takze inne geometrie, rownie pelnoprawne logicznie jak geometria
euklidesowa. Zrozumienie zas, ze nie jest mozliwe rozstrzygniecie, czy i ktora

z nich jest prawdziwg geometrig $wiata, pociagnelo za soba radykalng zmiane
w pojmowaniu stosunku matematyki do Swiata. Matematyka przestata by¢
bezposrednim opisem $wiata (jak nadal jest nim fizyka), a stala sie zbiorem
teorii (niekoniecznie aksjomatycznych), ktére mozemy w $wiecie interpretowad.
Dla wielu dziedzin wiedzy matematyka jest nieocenionym narzedziem, ale o jej
uzytecznosci i skutecznosci decyduja teraz jej modele.

Skoro teorie matematyczne nie moga by¢ bezposrednio weryfikowane przez
Swiat, to powstal problem ich poprawnosci. Wyrazil sie on postulatami
zupelnosci i niesprzecznosci teorii, a potem takze innymi, np. kategorycznosci.
Kolejne NIE (odkryte przez Godla) pokazalo, ze opis matematyczny ma
ograniczony zasieg. Przyczynilo sie to do zrozumienia, ze istniejg trzy
rzeczywistosci, $wiat — jezyk potoczny — jezyk matematyczny, i ze juz jezyk
potoczny nie powie wszystkiego o $wiecie, a jezyk matematyczny jeszcze mniej.
Mimo to matematyka pozostaje najbardziej skutecznym i najgtebiej siegajacym
sposobem opisywania swiata. W tym kontekscie tajemnica skutecznosci
matematyki w opisywaniu przez nia $wiata nabiera nowego wymiaru.

Opowiedziana historia trzech NIE uczy pokory i szacunku. Pokory w obliczu
materii matematycznej, ktéra nie poddaje si¢ prostym rozwigzaniom

i zwodzi nawet najwiekszych, a szacunku dla uporu i przenikliwosci ludzkiego
ducha, ktére to cechy sprawiaja, ze matematyka sie rozwija i jest dzis
najskuteczniejszym i najglebiej siegajacym instrumentem poznawania

Swiata. Jest w tym jakas tajemnica, tajemnica matematyki miedzy $wiatem
a czlowiekiem.



