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Czy Co to jest matematyka?

Couranta 1 Robbinsa
jest ksigzka popularng?

Filip MURLAK, Warszawa

Latem roku 1937, gdy bytem miodym studentem, uczytem sie podstaw rachunku
rozniczkowego i catkowego, przerabiajgc z pomocq ojca jego podrecznik Differential
and Integral Calculus. Mysle, Ze wtasnie wtedy wpadt on na pomyst napisania
ksiqzki, ktora na poziomie elementarnym wyjasniataby idee © metody matematyks,
1 Ze ja mdogtbym mu pomdc.

Ksigzka powstata w ciggu kilku nastepnych lat. Pamietam dtugie sesje, w ktdrych
asystowatem Herbertowi Robbinsowi i ojcu. Najwiecej tych sesji odbyto sie w
ciggu letnich miesiecy 1940 i 1941 roku.

Gdy ksigzka sie ukazata, w kilku egzemplarzach umieszczono specjalng dedykacje:
Matematyka dla Lori (chodzito o mojg miodszq siostre, ktdra miata wowczas
trzynascie lat). Po uplywie kilku lat, gdy miatem wzigé Slub, ojciec przekonal
mojq przyszte Zone, aby przeczytata Co to jest matematyka? Co prawda nie
zaszta ona zbyt daleko, ale zostata zaakceptowana jako cztonek rodziny.

Tak Ernest D. Courant wspomina narodziny ksiazki, ktora juz od szesédziesieciu
lat niesie rados$¢ obcowania z prawdziwa matematyks. Chwalily ja najtezsze
umysty dwudziestowiecznej nauki. Albert Einstein uznal jg za blyskotliwg
opowiesé o podstawowych pojeciach © metodach matematyki, Herman Weyl zas
stwierdzil, ze to zdumiewajgce, do jakiego stopnia autorom udato sie wyjasnié¢ za
pomocq najprostszych przyktadow wszystkie podstawowe idee i metody, ktdre
tworzq krwiobieg naszej nauki. Jej stawa siegneta jednak daleko poza waskie
grono specjalistéw. New York Times pisal, ze powinien jg przeczytaé kazdy, kto —
zawodowo lub z innych przyczyn — interesuje sie matematykq. Sprobujmy
odnalezé cechy, ktére zapewnily tej ksigzce tak szczegolne miejsce w biblioteczce
prac popularyzatorskich.

Matematyka, ale jaka?

Celem jest istotne zrozumienie matematyki jako catosci organicznej
1 jako podstawy naukowego myslenia i dziatania.

R. Courant

Opinia Couranta o jako$ci nauczania i popularyzacji matematyki nie byta
najlepsza. We wstepie do omawianej ksiazki podsumowuje podstawowe zarzuty.
Bledy siegaja, wg. Couranta, juz samych poczatkow edukacji. Lekcje matematyki
sg prosta zaprawa do rozwigzywania zadan. Akcentuje sie glownie sprawnosé
rachunkowsg i opanowanie ustalonego zestawu algorytméw. Tymczasem juz od
samego poczatku nalezy zapewnié¢ uczniom istotny kontakt z trescia matematyki.
Nalezy prezentowaé idee, unikaé za§ chwytéw technicznych i wybiegow.

Na poziomie uniwersyteckim réwniez przewaza rzemieslnicze podejscie, z ta
réznica, ze miejsce rachunkéw zajmuja dowody. Prawdziwa, ,dziejaca sie”
matematyka zywi sie tymczasem intuicja i konstruktywna pomystowoscia, ktore
wskazuja kierunek poszukiwan. Dopiero ostateczny efekt badan formalizowany
jest w duchu postulatywno-dedukcyjnym. Niestety zbyt czesto ukazuje sie
jedynie ten koncowy wynik, zaniedbujac intuicje, ktére do niego doprowadzity.
Badacze coraz bardziej sie specjalizuja, tracac obraz matematyki jako
organicznej calodci. Daza do maksymalnej abstrakcji, a powinni, jak dobry
pejzazysta, zachowywaé¢ réwnowage miedzy planem ogélnym a barwnym
szczegdtem. Zbyt wielu matematykow hotduje zasadzie splendid isolation,

42



zapominajac, ze ich dziedzina jest, lub przynajmniej powinna by¢, podstawa
kazdego naukowego myslenia i dziatania.

7 tej pokaznej listy zarzutéw wylania sie program poprawy sytuacji. Jakie sg
szanse na zrealizowanie tego zadania? Courant jest optymista. Pisze, ze mozna
dojsé drogqg prostq od rzeczy najbardziej elementarnych do wyzyn, z ktorych
ogarniamy wzrokiem catq istote 1 sity rozwojowe wspotczesnej matematyki.
Jednakze jego optymizm daleki jest od bezrefleksyjnosci. Zrozumienia
matematyki nie da sie przekazaé bez wysitku, jak rozrywki, podobnie jak
najswietniejsze recenzje nie mogq daé wyksztatcenia muzycznego osobom, ktore
nigdy nie stuchaty muzyki intensywnie. Postuchajmy wiec!

Na gleboka wode

Na dokladne oméwienie zawartosci ksiazki nie ma miejsca w tak krotkim szkicu.
Byloby to zreszta sprzeczne z duchem pracy Couranta i Robbinsa, wzywajacej do
bezposredniego kontaktu z istota rzeczy. Oddawszy wiec sprawiedliwosé spojnej

i eleganckiej kompozycji matematycznego pejzazu zaprezentowanego przez
autoréw, skoncentrujemy sie na wybranym detalu wierzac, ze przyniesie to wiecej
pozytku. Obiektem naszej szczegolnej uwagi bedzie twierdzenie Brouwera

o punkcie stalym zaprezentowane w V rozdziale ksigzki.

TWIERDZENIE BROUWERA. Kazde ciggle przeksztatcenie kuli n-wymiarowej
w siebie ma punkt staty.

Aby dostrzec charakterystyczne cechy Co to jest matematyka? omoéwimy
pokroétce sposéb prezentacji twierdzenia Brouwera réwniez w trzech innych
ksiazkach. Oczywiscie dobor prezentowanych wersji twierdzenia nie jest
przypadkowy. Kazde z tych czterech zrodel reprezentuje pewien specyficzny styl
przekazywania wiedzy matematycznej i jest, w swojej klasie, znakomite.
Szczegolng uwage zwraca to, ze charakter omawianych ksiazek wplywa nie tylko
na jezyk, ale rowniez na wyboér argumentow.

Dla starszakéw. Zaczniemy od najbardziej wymagajacego dowodu. Niniejsze
podejscie pochodzi z ksiazki Borisovicha i innych [2]. Autorzy najpierw
prezentuja pomocnicze twierdzenie.

TWIERDZENIE. Sfera S™ nie jest retraktem D"T1.

Dowod tego faktu sprowadza si¢ do narysowania diagramu w kategorii
przestrzeni topologicznych opisujacego wlasnoéci retrakeji i przeniesieniu go za
pomoca funktora n-tej grupy homotopii do kategorii grup. Prosta analiza
otrzymanego diagramu doprowadza do sprzecznosci.

Nastepnie autorzy przypuszczaja, ze istnieje ciggla funkcja f : D"+ — D"+1 bez
punktow stalych i za pomoca tej funkcji definiuja retrakcje, co jest
w sprzecznosci z poprzednim twierdzeniem.

Dowod jest krotki, elegancki i... kompletnie niezrozumialy dla czytelnika nie
majacego za soba semestralnego kursu topologii algebraiczne;j.

Dla $redniozaawansowanych. Kolejne podejscie pochodzi z podrecznika
Hatchera do topologii algebraicznej [4]. Zasadniczo zaprezentowany jest tam ten
sam dowod, jednak tym razem jedynie w przypadku dwuwymiarowym, dzieki
czemu zamiast n-tej grupy homotopii mamy grupe podstawowa. Autor rezygnuje
roéwniez z jezyka diagramoéw, na rzecz wiekszej bezposrednioéci opisu.
Rozumowanie klarownie przekazuje gtowny pomyst ogélnego dowodu na prostym,
ale nietrywialnym przyktadzie. Uog6lnienie wyniku na dowolny wymiar jest
wprawdzie mozliwe dopiero po policzeniu wyzszych grup homotopii sfer, ale to
wlasnie moze stanowi¢ motywacje do dalszego zglebiania prezentowanej tam
teorii. Nadal jednak jestesmy daleko od poziomu wyktadu popularnego. Mozna
wszak skonczy¢ studia matematyczne i nie ustyszeé¢ stowa homotopia.
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Dla poczatkujacych, ale zdolnych. Trzecia z prezentowanych wersji jest
dowodem z Ksiegi. Aigner i Ziegler [1] rozpoczynaja od wykazania
dwuwymiarowego wariantu pieknego kombinatorycznego lematu Spernera.

LEMAT SPERNERA. Wierzchotkom triangulacji tréjkgta Vi VaVs nadajemy kolory
w taki sposob, ze V; otrzymuge kolor i, do kolorowania wierzchotkéw na boku V;V;
uzywamy kolorow i oraz j, a wierzchotki we wnetrzu kolorujemy dowolnie. Wtedy
istnieje maty trojkqt trojkolorowy.

Niewielka porcja rachunkéw w duchu geometrii analitycznej pozwala na
wyprowadzenie z tego faktu twierdzenia Brouwera.

Pozytki pedagogiczne plynace z takiego podejscia sa liczne. Po pierwsze, dowdd
jest dostepny dla kazdego, kto ma cheé przeczytaé kilkunastostronicowy rozdziat
i nie wymaga zadnego specyficznego przygotowania wykraczajacego poza
program liceum. Po drugie, pokazuje zwiazki miedzy pozornie odlegtymi
dzialami matematyki, takimi jak topologia i kombinatoryka. Po trzecie, rozwija
w czytelniku wrazliwoéé na urode rozumowan matematycznych.

Na szczegblna uwage zastuguje tu wspomniana juz przy okazji omawiania wersji
Hatchera kwestia ogolnosci. Twierdzenie sformutowane jest u Aignera i Zieglera
w pelnej wersji. Przypadek jednowymiarowy jest — ze wszech miar stusznie —
skwitowany informacja, ze wynika wprost z twierdzenia Bolzano. Do glebszej
analizy wybrany jest przypadek dwuwymiarowy, a wiec pierwszy nietrywialny.
Jak zauwazaja autorzy, przerobienie zaprezentowanego rozumowania na ogolny
dowdd indukeyjny nie przedstawia najmniejszej trudnosci. Dzieje sie tak dlatego,
ze wszystkie kluczowe kroki pojawiaja sie w sposéb generyczny juz w tym
przypadku.

Mimo wszystkich wspomnianych zalet, podejscie Aignera i Zieglera trudno
okreslié mianem popularnego. Gloéwna przyczyna jest wlasnie jego blyskotliwosé.
Rozumowanie jest dos¢ skomplikowane i wymaga pewnej dojrzatosci
matematycznej. Co gorsze, jak wiele dowodéw z Ksiegi, ma ono charakter deus
ex machina. Poczatkujacy czytelnik rzadko toleruje takie niespodziewane zwroty
akcji.

Dla (prawie) wszystkich. Omowienia podej$cia Couranta i Robbinsa
rozpoczniemy od zacytowania oryginalnego sformulowania autorow.

Twierdzenie Brouwera glosi, ze kazde ciggle przeksztalcenie kota pozostawia co
nagmniej jeden punkt staty; znaczy to, ze istnieje co najmniej jeden taki punkt,
ktorego potozenie po przeksztalceniu jest takie samo jak potozenie pierwotne.

Juz w tym fragmencie wida¢ podstawowe cechy stylu Couranta i Robbinsa.
Autorzy odrzucaja klasyczne metody strukturalizowania tekstu matematycznego.
Rezygnuja z wstepnych definicji. Postuguja sie mozliwie potocznym jezykiem.
Oczywiscie cena za takie uproszczenie jest utrata precyzji; jak sie przekonamy
poZniej, nie zawsze bezkarna.

Autorzy prowadza dowdd nie wprost. Zalozmy, ze istnieje przeksztalcenie bez
punktu statego. Niech P’ oznacza obraz punktu P przy rozwazanym
przeksztalceniu. Z kazdym punktem P wigzemy wektor PP’. Dla dowolnego
okregu wspotérodkowego z rozwazanym kotem definiujemy indeks wektora jako
ilo§¢ obrotéw wykonywana przez wektor zwiazany z punktem P jednokrotnie
obiegajacym okrag przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara. Zauwazmy, ze jest to
liczba calkowita. Twierdzimy, ze dla obwodu rozwazanego kota indeks jest
rowny 1. Aby to wykazaé¢ zauwazmy, ze wektor styczny zwiazany z P obraca sie
doktadnie raz. Gdyby wektor PP’ obracal si¢ inng ilo$¢ razy, to musiatby
,minaé¢” wektor styczny. Tak jednak staé si¢ nie moze, gdyz wektor styczny jest
stale na zewnatrz kola, a wektor PP’ stale wewnatrz. Jesli teraz zmniejszamy
promieni okregu, to indeks zmienia sie w sposob ciagly, gdyz kierunek wektora
przeksztalcenia zmienia sie w sposob ciggty. Jednocze$nie indeks przyjmuje
jedynie wartosci catkowite, wiec musi pozostawac staly. Ale dla bardzo malego
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okregu, wektory skierowane sa w przyblizeniu tak samo, jak wektor w §rodku
okregu, wiec indeks dla matych okregéw jest rowny zero. Sprzeczno$c.

Prezentowany dowod jest adaptacja oryginalnego rozumowania Brouwera.
Doswiadczenie uczy, ze wraz z upltywem czasu pojawiaja sie coraz prostsze
dowody twierdzen. Dlaczego wiec autorzy zdecydowali sie na prezentacje
pierwszego dowodu? Odpowiedz kryje sie w rozumieniu stowa ,najprostszy”. Dla
topologa algebraicznego najprostszy bedzie prawdopodobnie dowod z ksiazki
Borisovicha i innych, bo bierze sie¢ wprost z elementarnych dla niego wlasnosci
grup homotopii. Dla zdolnego studenta — by¢ moze dowdd przez lemat Spernera,
bo nie odwoluje sie do mglistych argumentéw w typie ciaglosci indeksu.
Jednakze dla czytelnika poczatkujacego najprostszy bedzie wtasnie dowod
wybrany przez Couranta i Robbinsa, bo jest najbardziej pogladowy i naturalny.
W rozumowaniu pojawiaja sie raptem trzy symbole matematyczne; wszystko
mozna opowiedzie¢ stowami, przy prawie kompletnym braku rachunkéw. Jesli
za$ idzie o naturalno$é¢, to przesada bylo by twierdzi¢, ze jest to dowod
wynikajacy prawdziwie bezposrednio ze sformulowania twierdzenia. Jednak

w pordéwnaniu z innymi tworzy najmniej nowych bytéw, trzyma sie najblizej
oryginalnego kontekstu zadanego przez teze twierdzenia.

Czy, mimo wszystko, moze by¢ zaskakujace, ze cechy te nosi wlasnie oryginalny
dow6d Brouwera? Bynajmniej. Pierwsze dowody sa wtasnie takie: formalizuja,
czesto w zmudny sposob, naturalne intuicje towarzyszace twierdzeniu. Pdzniejsze
dowody sa sprytniejsze i — wtasnie dlatego — mniej naturalne.

Lyzka dziegciu

Przyjrzyjmy sie jeszcze jednemu przykltadowi, ktéry moze podziataé
otrzezwiajaco na tych, ktérzy chcieliby zbyt radosnie upraszczaé matematyczne
argumenty. Rozwazmy pewne zagadnienie mechaniki pochodzace od

H. Whitney’a.

Pocigg jedzie od A do B po torze prostoliniowym. Moze zachowywaé sie
rozmaicie, przyspieszajqc ruch, zwalniajgce, przystajgc, albo nawet jadgc w tyt
przez pewien czas zanim dojedzie do B. Z gory znamy doktadnie ruch pociggu.
Pret umocowany na przegubie na podlodze jednego z wagondw moze sie poruszaé
bez tarcia badZ w przdd, bgdZ w tyt dopdty, dopdki nie dotknie podtogi. Czy
mozliwe jest ustawienie preta w takim potozeniu, ze gdy puscimy go w chwili
ruszenia pociggu, to nie upadnie przez catq droge od A do B?

Courant i Robbins proponuja nastepujace rozwiazanie. Funkcja, ktoéra
przyporzadkowuje potozeniu poczatkowemu preta jego polozenie konicowe, jest
ciaglta. Jedli pret spoczywa poczatkowo na podtodze w jednej z dwoch skrajnych
pozycji, to w tej pozycji pozostanie. Na mocy twierdzenia Bolzano istnieje
potozenie wyjsciowe, dla ktorego pret w polozeniu koncowym bedzie prostopadty
do podlogi. Rozumowanie jest réwnie pogladowe jak dowdd twierdzenia
Brouwera. Niestety, jak zauwazyl w 1976 roku Tim Poston, jest bledne.
Owszem, funkcja opisujaca potozenie dla ustalonych warunkéw poczatkowych

w zaleznosci od czasu jest ciagta. Jednak zalozenie ciaglosci funkceji
przyporzadkowujacej polozeniu pierwotnemu potozenie koncowe jest
nieuprawnione. Pret moze wraz ze zmiana polozenia poczatkowego coraz
bardziej zbliza¢ sie w pewnej chwili do podlogi, a nastepnie, nie dotykajac jej,
przewraca¢ sie w druga strone. Kiedy jednak dotknie podlogi, juz na niej zostaje.
W tym przypadku funkcja polozenia jest ciggla, jednak polozenie koricowe
przyjmuje doktadnie dwie wartosci, wiec nie jest ciagte. Oczywiscie w tym
przypadku nie istnieje szukane potozenie poczatkowe.

Przytoczenie tego przykladu nie ma na celu zniechecenia potencjalnych
popularyzatoréw. Nalezy jedynie pilnowaé, zeby za kazdym rozumowaniem
nieformalnym stal $cisty dowdd. Bez tego certyfikatu stusznosci tatwo mozemy
zej$é na manowce.
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Sztuczki popularyzatora

Mniej traci poczgtkujgcy czytelnik pomijajgc fragmenty trudne,
niz czytelnik zaawansowany pomijajac fragmenty tatwe.

(zastyszane)

Sprobujmy podsumowaé srodki, jakimi postuguja sie Courant i Robbins w swojej
ksiazce. Indywidualnie, kazda z tych obserwacji wydaje si¢ trywialna, jednak
razem stanowia o niepowtarzalnym charakterze omawianej ksiazki.

Oznaczenia i pojecia. Autorzy staraja sie minimalizowaé ilo§¢ oznaczen.
Oczywiscie formalny zapis jest niezbedny w przypadku prowadzenia rachunkéw,
jednak matematycy czesto wprowadzaja oznaczenia réwniez wtedy, gdy nie ma
po temu zadnego powodu. Podobnie rzecz ma sie z ,Jokalnymi” definicjami.
Kazdy autor powinien pamietaé¢, ze duza ilosé definicji i oznaczen jest wygodna
glownie dla niego samego — oszczedza palce. Dla czytelnika, zaréwno
poczatkujacego, jak i zaawansowanego, stanowig one jedynie dodatkowe
obciazenie. Dobry obyczaj nakazuje uzasadnienie niezbednosci kazdej
wprowadzonej definicji i oznaczenia.

Jezyk. W bezposrednim zwiazku z kwestia pojeé i oznaczeri pozostaje jezyk,
ktorego uzywamy. Na korzysé pewnej formalizacji jezyka przemawia uzyskiwana
dzieki temu precyzja. Jednak w pracy popularnej najwazniejsza jest
przystepnosé. Jesli wiec co§ mozna napisaé jezykiem potocznym bez utraty
sedna, to nalezy to czyni¢. Zdanie ,pewien punkt nie zmienia potozenia po
przeksztalceniu” nie jest mniej precyzyjne niz ,przeksztalcenie ma punkt staty”.

Struktura narracji. Istotnym aspektem prezentacji tresci matematycznych
jest organizacja rozumowari. W pracach naukowych dobrze sprawdza sie
klasyczny schemat oparty na wyréznionych graficznie definicjach, twierdzeniach,
lematach, itp. Jednak ksiazki popularnonaukowe nie stuza do studiowania tylko
do czytania. Do tego celu ciagly przekaz wydaje sie bardziej stosowny.

Redundancja. Repetitio mater studiorum est. Wielokrotne powtarzanie jest
jedyna znana metoda przyswajania wiedzy. Wydawaé sie moze, ze w przypadku
matematyki nie jest to takie istotne. Nic bardziej mylnego. Wprawdzie mozemy
zrozumieé¢ co$ nie zapamietujac tego, jednak nie mozemy uzywaé czegos, czego
nie pamietamy. Jesli wiec autor uzna, ze jakis termin bedzie naprawde przydatny
w dalszych rozwazaniach, to nie od rzeczy bedzie kilkakrotne przypomnienie, co
on oznacza. Dzieki temu czytelnik nauczy sie wprowadzonej definicji i bedzie
mogt jej dalej swobodnie uzywaé¢. Ksigzka popularnonaukowa powinna daé sie
czytaé jak powiesé — bez wracania do czesci juz przeczytanej. Ponadto
wielokrotne formutowanie tej samej mysli na rézne sposoby daje czytelnikowi
wachlarz podejsé, z ktorych moze wybraé to, ktére mu najbardziej odpowiada;
albo z kilku podej$¢ wysnué¢ komplementarne intuicje.

Na ucho. Kazdy, kto probowal przekazaé jakie§ koncepcje matematyczne bez
pomocy tablicy zauwazyl zapewne, ze to, co méwi jest skonstruowane zupetnie
inaczej, niz to, co by napisal. W podswiadomy sposoéb stosujemy wtedy wszystkie
wspomniane wyzej reguly. W publikacjach popularnych takie ,méwione”
rozumowania sprawdzaja sie szczeg6lnie dobrze. Zwiazane jest to zapewne

z sekwencyjnoscia wynikajaca w przypadku przekazu ustnego z samej jego istoty,
w przypadku ksiazki popularnonaukowej zas gtéwnie z lenistwa czytelnika. ..

Najprostsze nietrywialne przypadki. Zamiast prezentowaé ogdlne wyniki
dobrze jest wybra¢ naturalny przypadek szczegolny. Aby spetnil swoja role
powinien byé mozliwie prosty, ale jednoczesnie ilustrowaé wszystkie kluczowe
aspekty ogolnego zjawiska.

Intuicja. Przedstawiane rozumowania powinny sie odwolywaé przede
wszystkim do intuicji i idei stojacych za $cistymi rozumowaniami. Formalne
dowody i rachunki powinny by¢ sprowadzone do minimum.

Naturalne dowody. Sposrod dostepnych wersji rozumowania wybierajmy
zawsze te najbardziej bezposrednie. Ksiege lepiej odstawi¢ na Potke.

46



Zastosowania. Nie wolno dopusci¢, aby czytelnik pomyslal , Ale po co to komu
potrzebne?” Zwiazki z innymi dziedzinami sg integralng czescia matematyki.

Stopniowanie. Courant i Robbins stopniuja prezentowany material na trzy
sposoby, ze wzgledu na trudnosé, technicznosé i niezbedno$é¢ w dalszych
rozwazaniach. Podzial ten, choé¢ moze wydawac sie przesadnie skrupulatny,
ulatwia czytelnikowi trudng czasami decyzje pominiecia jakiegos fragmentu.

Czy to jest ksigzka popularna?

For knowledge comes slowly, and when it comes,
it is often at great personal expense.

Paul Auster The New York Trilogy

Sprobujmy odpowiedzieé¢ na pytanie zadane w tytule tego szkicu. Aby to
uczyni¢, doprecyzujmy, co to znaczy popularna. Wydaje sie rozsadne przyjaé, ze
popularna, to zrozumiala dla osoby z co najmniej srednim wyksztalceniem.
Biorac pod uwage charakter rozumowan w Co to jest matematyka?, zasadne staje
sie rowniez pytanie, co to znaczy zrozumie¢? WidzieliSmy, ze ,zrozumiatos¢”
argumentu nie musi i§¢ w parze z jego stusznoscig. Na pewno tez nie jest tym
samym, co umiejetno$¢ formalnego uzasadnienia. Przyjmijmy, ze w kontekscie
popularyzacji nauki, zrozumieé¢, to mie¢ poczucie, ze sie ,wie, jak to jest
naprawde”. Czy zatem przecietny posiadacz matury moze czytajac ksiazke
Couranta i Robbinsa osiaggnaé poczucie, ze wie jak to jest naprawde,
przynajmniej w podstawowych kwestiach? Tak, ale to bedzie bolato. . .

Bedzie bolalo, bo matematyka jest trudna. Osiaggniecie zrozumienia zawsze
wymaga wysitku. A kiedy juz dobrniemy na szczyt i ochloniemy z zachwytu
wywolanego roztaczajacym sie stamtad widokiem, dostrzezemy waska, stroma
Sciezke wiodaca wyzej i wyzej, ku kolejnym szczytom. Wiele z nich kryje sie
w chmurach.
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