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Ruchome wieloSciany
Jerzy BEDNARCZUK, Marek KORDOS,
Witold SADOWSKI, Warszawa

Wyobrazmy sobie, ze boki tréjkata to zapalki potaczone w wierzchotkach
gumowsy, zlepka. Takim trojkatem ruszy¢ sie nie da, chyba ze co§ w nim
potamiemy. Gdyby$my podobnie zbudowali kwadrat, to z tatwoscia
wyginalibyémy go do rombu o réznych katach rozwarcia. Powiemy zatem, ze
tréjkat jest sztywny, a kwadrat sie rusza (rys. 1). A jak to jest z wieloScianami?
Wykonajmy model czworoscianu foremnego, piramidy i kostki (szescianu)
zlozony z samych zapalek-krawedzi i gumowych wierzchotkéw (rys. 2a). Latwo
zauwazymy, ze czworoscianem ruszy¢ sie nie da, natomiast piramida i szeScian
wyginaja sie na wiele sposobéw (rys. 2b). Nasuwa sie podejrzenie, ze gdy
wieloscian ma tylko $ciany tréjkatne, to jego modelem krawedziowym (zlozonym
z samych gumowych wierzchotkéw i usztywnionych krawedzi) ruszy¢ sie nie

da, a gdy ma tez $ciany bedace innymi wielokatami, to staje sie ruchomy. Czy
tak jest w istocie? Chociaz pytanie wydaje sie bardzo proste, odpowiedz na nie
przyszta jednak bardzo pézno. Dopiero w roku 1981 Roth wykazal, ze model
krawedziowy wypuklego wieloScianu jest sztywny wtedy i tylko wtedy, gdy
wieloécian ma wszystkie Sciany tréjkatne. Jak widaé, Roth wypowiedzial swe
twierdzenie tylko dla wieloscianéw wypukltych. Czy nie moglt wiec udowodnié
ogdblniejszego twierdzenia dotyczacego dowolnych wielosciandéw?

Hipoteza Eulera. Zanim odpowiemy na to pytanie, zauwazmy, ze bardziej
naturalny problem zwigzany ze sztywnoscia wielo$cianéw dotyczy sytuacji, gdy
zamiast modeli krawedziowych rozwazamy modele ze sztywnymi $cianami, tzn.
takie modele, w ktérych $ciany sa na przyktad metalowe, a krawedzie zachowuja
sie jak zawiasy. W tej sytuacji szeScian i piramida stang si¢ natychmiast sztywne
i do ich zdeformowania potrzeba nie tyle inteligencji, co duzej sity... Juz

w roku 1766 Leonard Euler, postawit hipoteze, ze kazdy wielodcian jest sztywny.
Wydawalo sig, ze to raczej oczywiste stwierdzenie, ale dopiero pét wieku pdzniej
Augustyn Cauchy wykazal, ze na pewno jest to prawda dla wieloScianéw
wypuklych. Dowéd Cauchy’ego jest bardzo pomyslowy. Przedstawimy krétko
jego najwazniejsze punkty.

Wykazemy mianowicie, ze dwa wielosciany wypukle A oraz B o przystajacych
Scianach i wzajemnie sobie odpowiadajacych wierzchotkach oraz krawedziach
musza by¢ przystajace. Stad bezposrednio wynika, ze nie mozna pltynnym
ruchem przeksztalci¢ jednego wypuklego wieloScianu na inny, poruszajac

tylko jego zawiasowymi katami dwusciennymi i nie zmieniajac jego Scian.
(Zauwazmy jednak, ze dla dowolnych wielo$cianéw teza o przystawaniu nie jest
prawdziwa — patrz rys. 3). Dowdd przeprowadzimy nie wprost. Przypusémy
zatem, ze mamy dwa nieprzystajace wieloSciany wypukle A i B, ktorych Sciany
sg przystajace. Oczywiscie wieloSciany te musza sie¢ wéwczas rézni¢ pewnymi
katami dwusciennymi. Pomalujmy wiec na zielono te katy wieloécianu B, ktére
sa bardziej rozwarte niz odpowiadajace im katy w wieloScianie A, a na czerwono
te, ktére sg mniej rozwarte. Wykazemy, ze wowczas kolorowe katy dwuscienne
przy pewnym wierzcholtku dziela sie na dwie grupy: serie kolejnych czerwonych
katéw i seri¢ kolejnych zielonych katéw. Aby wykazaé, ze jest tak w istocie,
rozciggnijmy mocno jedna ze Scian i zrzutujmy narysowany w przestrzeni
zielono-czerwony graf na plaszczyzne tej Sciany. Chcemy wykazaé, ze przy
pewnym wierzchotku zmiana barwy wychodzacych z niego krawedzi dokonuje
sie tylko dwa razy. Wynika to natychmiast z nastepujacego lematu o grafach
dwukolorowych.

Lemat o grafach dwukolorowych. W spgjnym grafie na plaszczyinie, ktérego krawedzie
pomalowano dwoma kolorams i ktéry nie zawiera petelek (rys. 4) ani krawedzi wielokrotnych
(rys. 5) istnieje przynajmniej jeden wierzcholek, wokdl ktérego zmiana barwy dokonuje sie¢ tylko
dwa razy.

Dowéd lematu. Nie wprost. Niech graf ma k krawedzi, s Scian i w wierzchotkéw. Niech
ponadto s, bedzie liczba scian n-katnych. Gdyby w kazdym wierzchotku zmiana barwy
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dokonywala sie wiecej niz dwa razy, to znaczyloby, ze wszystkich zmian byloby nie mniej niz
4w (wokot wierzchotka barwa moze si¢ zmienié tylko parzysta liczbe razy). Z drugiej strony
zliczajac zmiane barwy po kazdej Scianie z osobna (rys. 6), widzimy, ze wszystkich zmian
barwy jest nie wiecej

283 + 484 + 4s5 + 6sg + 657 + ...
Laczac te dwa wyniki mamy
4w < 253 + 4s4 + 4s5 + 6sg + 657 + ...,
co po podstawieniu — ze wzoru Eulera:
dw=4k —4s+8=2(3s3+4s4 +5s5+...) —4(s3+sa+s5+...)+8

latwo prowadzi do sprzecznosci.

Rys. 6

Dalej dowdd twierdzenia przebiega juz prosto: bierzemy wierzchotek

wieloécianu B, w ktérym zmiana barwy nastepuje dwukrotnie, otaczamy go
mala kulka i bierzemy jej przeciecie z powierzchnig wieloécianu. W otrzymanym
wielokacie (co prawda sferycznym, ale latwo go zamienié na ,zwykly”) mamy
serie ,Scisnietych” katow i nastepujaca po niej seri¢ ,rozszerzonych katow”.

A zatem — to jest nasz paradoksalny wniosek konczacy dowdd nie wprost

— linia podzialu pomiedzy obiema seriami (rys. 7) jednocze$nie musi by¢

krétsza i dtuzsza od analogicznej linii uzyskanej z przeciecia takiej samej kulki

z odpowiednim wierzcholkiem wieloscianu A. Wynika to bowiem z nastepujacego
lematu Cauchy’ego o ramieniu.

Lemat Cauchy’ego o ramieniu. Niech dane bedq dwa wielokgty
B3 wypukle A1 Az ... Ay oraz B1Ba ... By o kqtach przy wierzcholkach
odpowiednio a1, a2, ...,an i 81,02, .., 0n. Niech ponadto
Ak A1 = BrBiy1
dla k=1,2,n—1 oraz
Ba ak < B
dlak=2,3,...,n—1. Wtedy A1 A, < B1Bj, (rys. 8).

Dowéd. Przez indukcje. Dla n = 3 lemat jest oczywisty. Zalézmy wiec, ze teza zachodzi dla
pewnego n i rozwazmy odpowiednie wielokaty A1 Az ... Apq1 oraz B1Ba ... Bpy1. Jezeli

dla pewnego 2 < k < n zachodzi réwnosé¢ ay, = Bk, to odcinajac tréjkaty Ax_1ArAk+1

i By—1ByByy1 otrzymamy teze z zatozenia indukcyjnego. Jesli jednak wszystkie nieréwnosci
miedzy katami sg ostre, to rozszerzamy kat o, tak, by stal sie rowny katowi (. Jezeli

to sie udaje przy zachowaniu wypuklosci wielokata A1 Az ... An41, to odcinamy tréjkaty
Ap—1AnAny1 oraz By 1By By 1 znéw mamy teze. Jesli natomiast nie da sie rozszerzy¢
kata an tak, by zachowaé wypuklosé wielokata A1 Az ... Ap41, to rozszerzanie kata oy,
przerywamy w sytuacji z rys. 9 i korzystajac z nieréwnosci i zatozenia indukcyjnego znéw
tatwo uzyskamy teze.

7 przedstawionego dowodu wynika, iz wypukly wieloécian ruchomy istnie¢ nie
moze. Problem z dowodem Cauchy’ego polega jednak wlasnie na tym, ze méwi
on jedynie o wielodcianach wypuktych. Dlaczego nie daje si¢ uogdlni¢ na dowolne
wielo$ciany? Dlatego, ze dowdd jest niedoskonaly, czy dlatego, zZe. .. istnieja
ruchome wielosciany?

Os$mioscian Bricarda. Po zaprezentowaniu dowodu Cauchy’ego w roku 1813
przez nastepne lata nie dzieje si¢ wladciwie nic godnego uwagi i dopiero pod
koniec XIX wieku Bricard zauwaza, ze jesli jaki$ oSmioScian mialby sie poruszac,
to musialby mie¢ samoprzeciecia. Na tej uwadze zreszta nie poprzestaje i buduje
takie samoprzecinajace sie modele. Latwo to za nim powtdrzy¢ i zbudowaé
model krawedziowy przedstawiony na rysunku 10a. Figura taka porusza sie

w ten sposéb, ze wierzcholtki B i F mozna zgina¢ do dotu, pozostawiajac

w jednej plaszczyznie wierzchotki C'i D.
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Rys. 10. Od ,,08mio$cianu” Bricarda (BCFD jest prostokatem, ABC

i DEF to tréjkaty réwnoboczne, AD = AF = EB = EC) do flexora
Connellego.
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Oczywiscie, wszystkie jego ,Sciany” sg sztywne, bo
trojkatne, lecz nie mozna ich réwnoczesnie okry¢
tekturka — éciany ADF' i BC'E przenikaja sie.

Ale nawet gdyby bylo mozna, to i tak otrzymana
figura nie bylaby wielo$cianem (bo suma wszystkich
trojkatéw nie rozcinalaby przestrzeni).

Flexor Connellyego. W 1978 roku Robert
Connelly znalazl jednak obejscie tych trudnosci

— w przenosni i dostownie. Po usunigciu krawedzi
AF (rys. 10b) $cian tréjkatnych pozostaje szesé, ale
wszystkie tym razem daja sie pokry¢ tekturka. Co
wiecej, otrzymana figura nie rusza si¢ ani mniej, ani
bardziej od ,,0émio$cianu” Bricarda. Aby sie o tym
przekonaé, udowodnimy

Lemat o przestrzennym czworokacie. Lamana zamknieta
PQRS spelnia warunki PQ = RS i PS = QR. Wdéwczas,
jesli srodki T i U odcinkéw PR i QS sq rézne, prosta TU jest
prostopadla do obu tych odcinkdw.

Dowdéd lematu. Tréjkaty PTU i RTU (rys. 11) sa
przystajace (PT = RT z zalozenia, TU wspélne, PU i RU
to srodkowe w przystajacych tréjkatach PQS i RSQ).
Wobec tego TU L PR. Drugiej prostopadtosci dowodzimy
analogicznie.

p T

Rys. 11. Odcinki PR i TU na ogé! nie sa réwnolegle, jeden
biegnie przed, a drugi za kartke.

Z lematu wynika, ze tamana zamknieta BCF D ma
w kazdym polozeniu o$ symetrii — prosta taczaca
srodki BF' i C'D. Poniewaz punkt A jest polaczony
z B, C'i D krawedziami o takich samych dtugosciach
jak krawedzie taczace E z F, D i C, wiec punkty

A1 E sg symetryczne wzgledem tej samej osi. Stad
wynika, ze stale AF' = EB, choé¢ krawedzi juz nie
ma.

Wida¢ stad, ze moglibySmy bez zmian w ruchomosci
figury usunaé jeszcze krawedz E B, ale tego nie
zrobimy. Przykrywamy tekturkami wszystkie
trojkaty z rysunku 10b i staramy si¢ jako$
uzupelnié¢ otrzymang figure do — nadal ruchomego

— wieloscianu.

Istotnym elementem tego uzupelnienia bedzie

figura widoczna na rysunku 12. Poniewaz wszystkie
odcinki wychodzace z K i z L sa réwne, wiec tamana
AMHF lezy na sferze o érodku K i na sferze o
srodku L, a wiec jest plaska i lezy na okregu (bo tak
przeciez przecinaja sie sfery). Ponadto z AM = FH
wynika AF = M H, co wyraza

Lemat o cieciwach. Jesli czworokgt wpisany w okrgg ma
pare przeciwleglych bokéw réwnych, to ma rowne przekatne.

Dowéd lematu. Przyjmijmy oznaczenia z rysunku 13 i niech
PQ = RS. Wobec tego réwne sa takze tuki PQR i QRS,
a wiec i zamykajace je cigciwy.
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Rys. 12. KA=KM =KH = KF =

=LA=LM =LH = LF oraz AM = FH.

Wszystkie tréjkaty pokrywamy tekturka.

Rys. 13

Zauwazmy, ze figura z rysunku 12 tez jest ruchoma: zblizajac i oddalajac punkty
K i L po prostu powickszamy lub zmniejszamy promien okregu, w ktoéry jest
wpisany czworokat AM F H. Jego najwiekszy promien to pét dlugosci M H plus
dlugo$é AM, a najmniejszy to pét dlugosci M H minus dlugosé AM (lub zero).

Dosé dziwne nazwy punktéw tej figury wskazuja, ze chcemy potaczy¢ tak

samo nazywajace sie punkty z rysunkéw 10b i 12. To jednak okazuje sie
niemozliwe, gdyz przeszkadza Scianka C'E'F'. Zastepujemy wobec tego ja wneka
— pozostalymi trzema $cianami czworoscianu CEFG (rys. 10c). Teraz juz
mozna utozsami¢ punkty A i punkty F' z rysunkéw 10b i 12. Otrzymuje sie
ruchoma (bo potaczyliémy dwie ruchome figury tylko w dwéch punktach)
figure z rysunku 10d. Analiza (trudna!) tego rysunku wskazuje, ze nie jest to
wieloscian, bo ma az 8 wolnych krawedzi (AC, FC, AD, FD sa wolne w figurze
z rysunku 10b, AK, FK, AL, FL — w tej z rysunku 12). Z drugiej jednak
strony mozemy zrezygnowac z tego, by obie figury ruszaly sie niezaleznie:
dotaczmy (réwne) krawedzie CK i DL (rys. 10e). Teraz mozemy zakleié
powstale tréjkaty AKC, FKC, ALD, FLD i - o dziwo — powstaje wieloScian,
i to ruchomy. Taki wladnie wielo$cian skonstruowal Connelly, dowodzac tym
samym, ze zalozenie wypuktosci w twierdzeniu Cauchy’ego nie da si¢ pominaé.

Mocno powatpiewamy, czy rysunek 10e pozwoli komukolwiek na ,zobaczenie”
tego wieloscianu. Mozna jednak dobraé¢ tak diugosci odcinkéw wystepujacych
w tej konstrukeji, by dawal sie on fizycznie uzyskaé, np. sklei¢ z kartonu. Dla
chetnych jego siatka — zaznaczone falka krawedzie sa skierowane ,ostrzem” na
zewnatrz, pozostale do wewnatrz. Sklei sie po kilku prébach, warto$é a z opisu
przyja¢ w granicach 1 do 3 cm.

Rys. 14. AK = AL=FK =FL=HK = HL = KM = LM = 15a,
AB=AC =BC =DE=DF=FEF=9a, AD=BE=CE=HM = 12a,
BD =CF = CK = DL = 16a, AM = FH = 4a, CG = 1la, EG = 5a, FG = Ta.

Flexor Steffena. Wieloécian Connellego jest pokraczny. Ma 18 écian, 11
wierzchotkéw i 27 krawedzi. Krawedzie sa bardzo réznych diugosci, Sciany (choé
wszystkie tréjkatne) — bardzo réznych ksztattéw. Gdy jednak juz bylo wiadomo,
ze flexory (tak nazywa sie ruchome wielodciany o sztywnych $cianach) istnieja,
udalo sie zrobi¢ cos lepszego. Klaus Steffen skonstruowal lepszy przyktad. Ma
on 14 $cian, 9 wierzchotkéw i 21 krawedzi. Réznych dlugosci krawedzi jest 5,

a roznych Scian tylko 4. Wydaje sie, ze sa to wartosci nie do zmniejszenia.
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Rys. 16
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Rys. 15 PR=QR=PS=QS=TX =UX =VX = WX = 12b,
PT =QU = PV = QW = RX = SX = 10b, RT = SU = RW = SV = 5b,
TV = UW = 11b, PQ = 17b.

Co wiecej, siatka flexora Steffena ma $rodek symetrii, a on sam — w jednym
z polozen — o§ symetrii (jedna z prostopadlych do odcinka PQ w jego srodku).

O flexorach malo wiadomo, cho¢ dzi§ wiemy np., ze flexor we wszystkich swoich
polozeniach ma te sama objetosé.
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I oszustwo. Istnieja takze efektowne pseudoflexory, choé
ich ruchomog$¢ jest bardzo sugestywna. Taki wieloécian
mozna skonstruowaé, biorac dwa o$miosciany i rozcinajac
kazdemu z nich dwie sasiednie krawedzie. Potem ustawiamy
je tak, by powstale ,pyszczki” byly prostopadie (rys. 16)

i taczymy w ten sposéb, by ,kaciki ust” jednego polaczyty
sie ze ,szczytem warg” drugiego. Uzyskany wieloscian, nawet
przy bardzo starannym wykonaniu, rusza si¢ — mozna na
przemian ,zamykaé ich pyszczki” (drugi wtedy laczy ,kaciki
ust”). Ruch jest znaczny, ale do$¢ latwo mozna przekonaé
sie, ze powstale w ten sposéb urzadzenie ,,oddycha”, a wiec
flexorem nie jest.

Os$mio$cian to dwa prawidlowe ostrostupy czworokatne
zlaczone podstawami. Gdy podobng operacje przeprowadzié¢
z dziesiecio$cianami, powstalymi przez polaczenie
podstawami dwéch prawidtowych ostrostupéw pieciokatnych,
wrazenie, ze otrzymaliSmy flexor, jest jeszcze silniejsze.



