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1. Okazuje sie, ze teoria martyngaléw — czes¢ teorii proceséw stochastycznych
jest podstawowym narzedziem we wspodlczesnej matematyce finansowe;j.

Celem tego artykulu jest przedstawienie podstawowych idei prowadzacych do
tego zwigzku. Aby unikngé¢ trudnosci technicznych ogranicze sie do najprostszego
przypadku tj. przypadku dyskretnej i skoriczonej przestrzeni probabilistycznej
(Q,M, P).

Zaczne od opisu klasycznego zadania hazardu (gra w ,orta i reszke”), przypomne
co to jest warunkowa warto$¢ oczekiwana, wprowadze pojecie martyngaltu,

a skoncze na zagadnieniach wyceny pewnych aktywow (instrumentow
pochodnych) na rynkach finansowych (dla niektorych gra na gietdzie to
,nieklasyczny” hazard).

2. Rozwazmy najprostsza sytuacje gry w ,orta i reszke”. Gracze A i B graja
rzucajac symetryczna moneta. W pojedynczej kolejce gracz wygrywa 1 zt

z prawdopodobienistwem 1/2 i przegrywa 1 zt z prawdopodobieristwem 1/2.
Zasadniczo gra konczy sie, gdy jeden z graczy zostanie zrujnowany. Gracze moga
jednak umowié sie inaczej (np. wycofywaé sie z gry w dogodnym dla siebie
momencie). Wyniki poszczegdlnych kolejek sg niezalezne, zatem wygrane
pierwszego gracza w kolejnych partiach sa niezaleznymi zmiennymi losowymi
&1y y&nye .., przy czym P(&; =1) =1/2 = P(§; = —1). Korzystajac z metod
rachunku prawdopodobieristwa mozna zbadaé¢ te gre (znalezé szanse wygrania
ustalonej kwoty, szanse przegrania catego kapitatu czyli ruiny, szanse wygrania
k z} nim przegramy n z! itp.). Wygrana gracza A po n grach jest rowna sumie
wygranych w pojedynczych kolejkach:

Sn:§1++€n

Przy badaniu zachowania ciaggu zmiennych losowych (S,,),, wykorzystuje sie
zwiazek

SnJrl = Sn + £n+1a

zatem do S,, dodajemy niezalezna od S,, zmienng losowa £, 1 o Sredniej zero,
czyli intuicyjnie: jesli znamy S,, (np. jest rowne 7), to S,4+1 daje $rednio to samo
(formalnie E(Sy,4+1|S, =7) = 7). Ta wlasnos¢ jest bardzo przydatna przy
badaniu ciagu (Sy,),. Warto wykorzystaé to spostrzezenie i uogélnié¢
rozumowanie, aby moc stosowaé teorie do szerszej klasy zagadnien np.
zagadnienia ruiny przy ostabionych zatozeniach o grze. Chcemy pozby¢ sie
zatozenia o niezalezno$ci zmiennych losowych &; zachowujac wtasnosé usrednienia
tzn. wlasnos¢ E(S,+1|Sn» = k) = k. W nastepnym punkcie zajmiemy sie
formalnym opisem takiego uogdélnienia.

3. Jesli dysponujemy jakas czastkowa wiedza o zjawisku, np. wiemy, ze zaszto
zdarzenie A (P(A) > 0), to mamy do czynienia z prawdopodobieristwem
warunkowym P(-|A) (dla przypomnienia P(B|A) = P(AN B)/P(A)). Przy
ustalonym A, funkcja B — P(B|A) jest rozkladem prawdopodobieristwa na M,
ktory bedziemy oznacza¢ P4. Dla zmiennej losowej X mozemy moéwié

o rozktadzie warunkowym X, gdy wiemy, ze zaszlo zdarzenie A, tzn.

0 Py(X =z;) = P(X = x;|A) dla wszystkich wartosci z;,1 =1,...,k
przyjmowanych przez zmienna losowa X. Rozpatrujemy takze wartosé
oczekiwang zmiennej losowej X, gdy wiemy, ze zaszlto A tzn.

k
E(X|A) = inp(x = z;|A)

Jest to klasyczna definicja wartosci oczekiwanej zmiennej losowej X wzgledem
rozkladu prawdopodobienistwa P4. Stad oznaczenie E(X|A) i interpretacja jako
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wartosci $redniej X, gdy wiemy, ze zaszto zdarzenie A. Wielkos$¢ te mozemy
wyrazi¢ za pomoca wyjsciowego rozktadu prawdopodobienstwa P, a mianowicie

1
E(X|A) = —— X(w) P(w).
(X4) = 5oz 2 X @) P)
w€EA

Zawsze zachodzi jedno ze zdarzen A lub A’ = Q\ A. Stad dla rozbicia
F = {A, A’} przestrzeni {2 mozemy zdefiniowa¢ nowa zmienna losowa;
E(X| F)(w) przyjmujaca warto$¢ E(X|A), gdy w € A oraz réwna E(X|A"), gdy
weA.
Przyklad 1. Niech X bedzie liczbg ortow otrzymang przy trzykrotnym rzucie
symetryczng monetq, natomiast A zdarzeniem polegajgcym na wypadnieciu reszki
w pierwszym rzucie. Witedy dla rozbicia F = {A, A’}

1 weA

EX|F)=<" ’

(X1F) {2, weA.
Ta idea w naturalny sposéb przenosi sie na rozbicie skoriczone. Niech
Q= Uézl A;, gdzie zdarzenia A; sa parami roztaczne i maja dodatnie
prawdopodobienstwa. Wtedy F = {41, ..., 4;} jest rozbiciem przestrzeni .
Definicja 1. Warunkowq wartoscig oczekiwang X pod warunkiem rozbicia
F ={A4y,..., A} bedziemy nazywaé zmienng losowq

!
E(X|F)(w) =) E(X|4))14,(w)

j=1
tzn. E(X|F)(w) jest rowne E(X|A;j), gdy w € A;.
Tak zdefiniowana warunkowa wartos¢ oczekiwana jest usrednieniem X na
elementach rozbicia tzn. jest stata na elementach rozbicia i na kazdym z nich ta
stala jest rowna Sredniej wartosci X na nim. Wymienimy teraz kilka
podstawowych wtasnosci warunkowej wartosci oczekiwanej wzgledem rozbicia F:
i) Jesli X jest stala na zbiorach A;, to E(X|F) = X.
ii) Jesli X >0, to E(X|F) > 0.
iil) E(aX; + BXs|F) = aE(X1|F) + BE(X2|F) dla o, 3 € R.
iv) EX = E(E(X|F)).
v) Jesli F i X sg niezalezne (tzn. P(X = z;|A;) = P(X = z;)P(4;)

dla kazdych i, j), to E(X|F) =EX .

W dalszym ciagu o(X) bedzie oznaczaé rozbicie ) generowane przez zmienng
losowa X tzn. 0(X) = {{X = x1},...,{X = z}} 1 analogicznie
o(X1,...,. Xp)={{X1=x1}n...n{X, =z,}: ;€ X;(Q),i=1,...,n}.
Przyklad 2. Gdy X1,..., X109 sq niezaleznymi zmiennymi losowymi o Sredniej
zero, to korzystajgc z wtasnosci warunkowej wartoSct oczekiwanej otrzymugjemy

E(X1++X10| J(X1,7X4)):X1++X4+E(X5++X10)
=X;+...+ X4

Definicja 2. Mowimy, zZe ciqg zmiennych losowych X, jest martyngatem, jesli
E(Xpt1] Fn) = X
dla wszystkich n, gdzie F, = o(X1,...,X,).

Warto zauwazy¢, ze dla martyngatu zachodzi EX,, = E X1, czyli wartos¢ srednia
zmiennych losowych tworzacych martyngat jest stala.
Przyktad 3. Niech

Xn=8&+...+&n,

gdzie & sq niezaleznymi zmiennymi losowymi takime, ze B¢, =0, 1=1,2....
Wtedy
E(Xn+1|'7:n> =Xn + E(§n+1|fn> =Xn+ E(§n+1) = Xn,

zatem(X,,)22 , jest martyngatem.
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Stad sumy X, niezaleznych zmiennych losowych o §redniej zero sg szczegdlnym
przypadkiem martyngatu. Czyli wlasno$é¢ prawdziwa dla martyngatow jest
prawdziwa i dla takich sum. W szczegblnosci btadzenia przypadkowe, gre w ,orla
i reszke” opisang w punkcie 2 itp. mozna bada¢ korzystajac z tego, ze tworza one
martyngal. Jednoczesnie pojecie martyngaltu jest pojeciem ogoélniejszym od
pojecia sumy niezaleznych zmiennych losowych o $redniej zero.

Przyktad 4. (Model Pélyi) Urna zawiera by biatych i co czarnych kul

(bo, co > 1). Losujemy kule z urny, zwracamy jq i doktadamy m kul tego samego
koloru. Niech by, c, oznaczajg liczbe kul biatych i czarnych po n-tym losowaniu.
Definiujemy X,, = ¢ /(bn + ¢n) — jest to utamek kul czarnych w urnie po n-tym
losowaniu, n = 0,1,2,.... Okazuje sie, ze (X,)52, jest martyngatem (patrz

np. [4]).

4. Rozwazmy najprostszy model rynku finansowego — rynek jednookresowy
dwustanowy. Na tym rynku zilustrujemy najwazniejsze pojecia matematyki
finansowe;j.

Na rynku jednookresowym dwustanowym transakcje odbywaja sie w dwu
chwilach czasu: chwili 01 chwili 7. Przyjmujemy takze zalozenie, ze rynek jest
rynkiem idealnym tzn. oprocentowanie kredytéw i depozytéw bankowych jest
jednakowe, inwestorzy nie ponosza zadnych kosztéw, tzn. kosztow transake;ji,
kosztow prowizji, nie ptaca podatkéw itp., nie ma ograniczen w dostepie do
kredytow oraz rynek jest pltynny, tzn. mozemy kupié lub sprzedaé¢ dowolna liczbe
aktywow.

Zaltozymy takze, ze sa mozliwe dwa scenariusze wypadkow, zatem przestrzen
zdarzen elementarnych to Q = {w1,ws}, przy czym w; oznacza sytuacje
interpretowana jako korzystna, zas ws jako niekorzystna, a prawdopodobieristwo
P jest takie, ze P({w1}) =p >0, P{w2}) =1—p > 0.

Przyjmujemy, ze na tym rynku istnieja dwa papiery wartoéciowe: jeden
ryzykowny (np. akcje) i drugi pozbawiony ryzyka — inwestycja polegajaca na
wlozeniu pieniedzy na rachunek bankowy. Sa to instrumenty bazowe na tym
rynku. Niech:

S; oznacza cene papieru ryzykownego (za jedna jednostke) w chwili ¢,

B, oznacza cene papieru bez ryzyka (za jedna jednostke) w chwili ¢,

gdzie t € {0, T}. Zaktadamy, ze stopa procentowa jest stala i wynosi r w okresie
czasu od 0 do T'. Zatem w naszym przypadku mamy

By=1, Br=1+nr.
Natomiast

Su7 gdyw:wla

(1) So =S, ST((U) = {

Sd? gdyw = W2,

bo zmienna losowa St przyjmuje dwie wartosci, gdyz mamy do czynienia

z dwoma scenariuszami. Mozemy bez starty ogolnosci przyjac, ze S* > S¢
(dlatego wy nazwaliSmy scenariuszem korzystnym). Cene St mozemy tez zapisac
w innej postaci:

(2) St = S0Z = sZ,

gdzie zmienna losowa

Z(w) u, gdy w=wi,
w) =
d, gdy w=ws,

wskazuje, o ile procent zmienila sie cena poczatkowa.

Na rynku istnieje wiele instrumentéw pochodnych, tzn. takich, ktérych cena
zalezy od cen aktywow podstawowych. Przyktadem takiego instrumentu jest
europejska opcja kupna. Posiadacz takiej opcji ma prawo (i nie jest to
obowiazek) do kupienia okreslonego w umowie aktywa w ustalonej chwili T za
ustalong z gory cene K . Zatem, gdy mu sie to oplaca, realizuje swoje prawo
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i zyskuje S — K, a gdy mu sie nie oplaca, nie robi nic. W rezultacie otrzymuje
wyplate (St — K)T. Nie tylko europejska opcje kupna, ale kazde aktywo
pochodne mozna utozsamiaé¢ z wyplata X generowang przez to aktywo. Wyplata
X zalezy od scenariusza, wiec jest zmienna losowa okreslona na €.

Wiemy, ile mozna uzyska¢ posiadajac europejska opcje kupna. Powstaje pytanie,
ile za opcje powinnismy zaptacié (jest to problem wyceny opcji). Pierwsza proba
wyceny kontraktu zwiazana jest z zastosowaniem metod wykorzystywanych m.in.
w matematyce ubezpieczeniowe;j.

Przyklad 5. Aktywo ryzykowne kosztuje S =1 w chwili t = 0. Zaktadamy, ze
mozliwe (i réwno prawdopodobne) sq dwa scenariusze wydarzern do chwili T i cena
aktywa ryzykownego w chwili T =1 wynosi S1(w1) =7 lub S1(we) = 1. Wiemy
takze, ze cena aktywa bez ryzyka wynost By = 1 na poczatku okresu i By = 2 na
konicu. Interesuje nas, jak wycenié opcje kupna dajgcg wyptate koricowq

Cy = (S1 — K)*, gdy K = 3. Korzystajgc z metod z matematyki ubezpieczeniowej
przypuszczamy, ze cena ta jest wartoscig obecng opcji, a te liczymy jako
zdyskontowang wartosé oczekiwang wyptaty. Wobec tego cena opcji Cy jest réwna

By

1
Co = B(C1) = 5[0.5:440,5-0] =1,

poniewaz C1(w1) = 4, C1(we) = 0. Tak liczona cena opcji jest réwna 1, ale nikt
rozsqdny nie bedzie kupowal opcji za cene réowng 1, gdyz lepiej kupi¢ za te cene
akcje. Wynika to z faktu, Ze gdy cena akcji wzrosnie to akcja jest warta 7,

a opcja daje wyptate 4, a gdy cena akcji sie nie zmieni to akcja jest warta 1,

a opcja jest bezwartoSciowa. Akcja daje zawsze wiekszy zysk niz opcja.

Tu oczywiscie widaé, ze tak wyznaczona cena zalezy od wyboru
prawdopodobienistwa P, zatem od oszacowania rynku przez inwestora. Gdy dla
imnego inwestora oszacowanie szans zmian na rynku P jest inne, to i warto$é
zdyskontowana wyptaty bedzie inna. Zatem mamy drugi argument przemawiajgcy
za tym, ze wielkosci obliczonej wedlug powyzszego sposobu nie mozna przyjeé za
cene opcyi. Taki model nie spetniatby podstawowego wymogu — jedynosci ceny
aktywa pochodnego.

Okazuje sie, ze mozna dobrze wyceni¢ wyplate korzystajac z idei portfela
replikujgcego. Portfel ¢ = (ag, Bo) jest to para liczb, gdzie ag jest liczba
posiadanych akcji w chwili zero, za$ 3y jest wysokoscia wktadu bankowego
(ewentualnie wielkoscia kredytu, gdy Gp < 0) w chwili zero. Dla przyktadu,
portfel (7, —3) oznacza, ze w portfelu jest siedem akcji, tzn. inwestor kupil 7 akeji
i pozyczyt 3 jednostki z banku. Kazda para (o, 3) € R? tworzy portfel, co
odzwierciedla fakt, ze mozna handlowaé¢ dowolng liczbg aktywéw, dopuszczenie
wartosci ujemnych 3 oznacza, ze mozemy dowolnie duzo pozyczaé,

a dopuszczenie warto$ci ujemnych a oznacza, ze rynek ten dopuszcza takze
krotkq sprzedaz akcji. Krotka sprzedaz polega na pozyczeniu i sprzedazy akcji
w chwili 0 oraz odkupieniu tej samej liczby akeji i ich zwrocie w chwili 7. Zbiér
wszystkich mozliwych portfeli oznaczaé¢ bedziemy przez ®. W modelu, ktory
przyjelismy, ® = R2.

Niech ¢ = (g, fo) bedzie portfelem inwestora, ktory sprzedal wyplate X.
Wartos¢ portfela V;(p) w chwili ¢ wynosi dla t =01t = T, odpowiednio:

%(90) = apSo + Bo, VT(SO) :OlosT-i-ﬂo(l—l—?”).

Tak jest, gdyz portfel ustaliliémy w chwili ¢ = 0 i nie ulega on zmianie do chwili
T. Inwestor sprzedajacy wyptate X musi umieé¢ ja zabezpieczyé¢ tzn. wartosé
portfela ¢, ktory zbudowal sprzedajacy wyptate za otrzymane ze sprzedazy
pieniadze, musi w chwili 7" by¢ rowna X, czyli portfel ¢ musi replikowaé
wyplate X:

Vr(o)(wi) = X (w;) dlai=1,2.

Portfel ¢ jest doskonalym zabezpieczeniem wyptlaty X, gdyz eliminuje catkowicie
ryzyko. Na pytanie dla jakich wyptat istnieje portfel replikujacy odpowiada

16



Twierdzenie 1. Dla kazdej wyptaty istnieje doktadnie jeden portfel replikujgcy.
Dla wyptaty X ma on postaé

(3) o Xqud 6 7 XdS’U’*XuSd
07 qu_gd’ 7 1+ r)(Sv =57
gdzie X* = X (w1), X% = X (ws). (]

Dowdd. Portfel replikujacy ¢ = (ap, o) dla wyplaty X jest zadany przez uklad
réwnosci

OtoSu-i-(l—l—T)ﬁo = XY, a05d+(1+r)50:Xd

i ma dokladnie jedno rozwiazanie dane wzorem (3) dla dowolnych X*, X9, zatem
dla dowolnej wyplaty portfel jest wyznaczony jednoznacznie. ]

Naturalne jest zdefiniowanie racjonalnej ceny wyplaty X jako poczatkowej
inwestycji potrzebnej do konstrukcji portfela replikujacego, tzn.

(4) o(X) < Vo (o),

gdzie @ jest portfelem replikujacym. Z tej definicji wynika, ze racjonalna cena
wyplaty nie zalezy od subiektywnych prawdopodobieristw zmian cen akcji, tzn.
nie zalezy od prawdopodobienistwa P. Korzystajac z tw. 1 otrzymujemy, ze cena
racjonalna wyptaty X jest réwna

XqudS N Xigu — xugd
Su— 8470 T (14 ) (Su -S4y

(5) Ho(X) = @So + fo =

Przyktad 6. Wycenimy opcje z przyktadu 5. Portfel ¢ = («, 3) jest portfelem
replikujgcym, gdy
Ta+20=4, a+20=0.

Ten uktad réwnan ma doktadnie jedno rozwigzanie: « = 2/3, = —1/3. Sted
Co =Vo(y) =2/3—1/3 =1/3. Znajac sktad portfela replikujacego wystawca
opcji wie, jak wygenerowaé wielko$é (St — K)T w chwili T, dysponujac zaptata
za opcje. Zatem potrafi rozwigzaé problem zabezpieczenia wyptaty (drugi
podstawowy problem matematyki finansowej — dalej tym problemem w tym
artykule nie bedziemy sie zajmowad).

Powyzszy model rynku trzeba jeszcze poprawié¢, gdyz dopuszcza on sytuacje, ze
dla dodatniej wyptaty X > 0 moze okazaé sig, ze jej cena jest ujemna, czyli
IIH(X) < 0. W takim przypadku mozna by osiagna¢ zysk bez ryzyka przy
pomocy odpowiedniej strategii.

Przyklad 7. Gdy Sy =10, S4 =12, S* =13, X4 =5, X* =15, r=0,1, to

z (5) otrzymujemy Iy(X) = —50/11. Ale na tym rynku mozemy osiqggngé zysk
bez ryzyka pozyczajgc 10 jednostek z banku i kupujgc za te kwote akcje. Wtedy
w chwili T sprzedajgc akcje otrzymujemy co najmniej 12, a do banku musimy

zwrocicé 11.

Chcemy takie sytuacje wykluczyé, zatem chcemy z rynku wykluczyé portfel ¢

(nazywany arbitrazem lub portfelem arbitrazowym) dla ktorego

Vole) =0,  Vr(p) 20, FweQ Vp(p)(w)>0.

Mowimy, ze model rynku M = (S, B, @) jest wolny od arbitrazu, gdy nie ma
mozliwosci arbitrazu w klasie portfeli ®. Interpretacja portfela arbitrazowego jest
klarowna: nie majac nic na poczatku, stosujac strategie ¢, na konicu operacji nic
nie stracimy, a dla pewnych scenariuszy mamy zysk dodatni.

Istnienie mozliwosci arbitrazu $wiadczy o serii powaznych btedow w wycenie
instrumentéw na rynku. Takie bledy sa bardzo szybko wychwytywane

i wykorzystywane przez arbitrazystow, skutkiem czego rynek szybko wraca do
réwnowagi. Zatem model rynku powinien by¢ modelem bez mozliwosci arbitrazu.
Zbadamy wobec tego, jakie warunki trzeba narzucié¢ na model rynku, by na
rynku nie bylo mozliwosci arbitrazu.
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Twierdzenie 2. Rynek jest wolny od arbitrazu wtedy 1 tylko wtedy, gdy
(6) St < (1+7)Sy < S

Dowdd. = (nie wprost) Niech jedna z powyzszych nieréwnosci nie zachodzi.
Zalozmy, ze So(1 + 1) > S*. Wtedy portfel ¢ = (—1,S)) jest arbitrazem. Gdy
S% > (1+7), to ¢ = (1,—S) jest arbitrazem. Sprzecznosé.

< Cheemy wykazaé, ze nie istnieje arbitraz. Wezmy portfel ¢ = (a, 3), taki ze
Vo(p) =0, tzn. aSp+ 5 =0. Gdy o =0, to 8 =0, zatem ¢ = (0,0), Vpr(p) =0
i portfel nie jest portfelem arbitrazowym. Gdy a # 0, to 6 = —auSy i ten portfel
w chwili T ma wartos¢:

a(S*— So(1+7)) da w=w,

Vr(p) = aSt +B(1+71) = {Q(Sd —So(1+7)) dla w=ws.

Korzystajac z (6) otrzymujemy, ze portfel ¢ z kapitalem poczatkowym réwnym
zero i o # 0, w chwili koricowej T' przyjmuje wartosci réznych znakow, a
mianowicie: gdy a > 0, to Vp(¢)(w1) > 01 Vp(p)(w2) <0, a gdy @ <0 to
zachodza nieréwnosci przeciwne. Zatem portfel ¢ o wartosci poczatkowej zero nie
moze by¢ arbitrazem. ]

7 tego twierdzenia wynika, ze rynek z przyktadu 5. jest wolny od arbitrazu, a na
rynku z przykladu 7. istnieje arbitraz, ktory zreszta w tym przyktadzie
wskazalismy.

Od tego momentu bedziemy zaktadali, ze na rynku M zawsze zachodzi warunek
(6). Wykluczenie rownosci w (6) ma sens ekonomiczny, gdyz wtedy wykluczamy
sytacje, w ktorej na rynku sa dwa aktywa, ale jednym z nich nikt nie handluje.
Istotnie, gdy S% = (14 7)Sp, to zawsze nalezy inwestowaé¢ w akcje, bo

w najgorszym przypadku dadza tyle, co depozyt w banku, a gdy S* = (1 + r)Sp,
to zawsze nalezy wkladaé pieniadze do banku, bo depozyt da nie mniejszy zysk
niz akcje i to bez zadnego ryzyka. W obu tych przypadkach rynek nie jest ptynny
i z rynku znika jeden z rodzajoéw aktywow.

Definicja 3. Na rynku M bez mozliwosci arbitrazu cene racjonalng instrumentu
pochodnego X nazywamy ceng arbitrazowg X w chwili t = 0 na rynku M.

Okazuje sie, ze istnieje alternatywne podejscie do wyceny instrumentow
pochodnych na rynku bez mozliwosci arbitrazu, opierajace sie na liczeniu
wartosci oczekiwanej wzgledem pewnej wyréznionej miary probabilistycznej.
Przyklad 8. Przyjmijmy, ze S =3, S4=1, S =7, K =3, X = (St — K)*
i miech v =0. Wtedy X% =0, X" = 4. Latwo obliczyé, ze portfel replikujgcy ma
postaé: a« =2/3 i f=—-2/3, a stgd Cy = 4/3. Zatem Cy € [0,4], a wiec dla
q=1/3

Co = ¢X(w1) + (1 — @)X (w2)
tzn. Co = EqX, gdzie Q({w1}) = ¢=1/3, Q({w2}) =1 — q. Dla tej miary
probabilistycznej Q zachodzi takze

So=3="7/3+2/3=EoSr.

Czy jest to przypadek wynikajocy ze szczegdlnego doboru danych? Czy cena jest
wartoscig oczekiwang wyptaty wzgledem pewnego rozktadu? W tym przyktadzie q
nie zalezy od prawdopodobienistwa subiektywnego P, zalezy zas od wyptaty

X = f(St), a jednoczesnie dla cen akcji zachodzi Sy = EgSt. Chcialoby sie, aby
w sytuacji ogolnej q zalezato tylko od cen ST, a nie zalezato od postaci funkcji f.
Okazuge sie, ze tak jest w istocie. Pokazanie tego bedzie naszym celem.

Dla rynku bez mozliwosci arbitrazu z zaltozenia (6) wynika, ze So(1 + 1) jest
kombinacja wypukla koncow odcinka tzn. istnieje v € (0,1), takie ze

(7) So(1+71) =~85"+ (1 —~)S%
Liczby v 1 (1 — v) zadaja nowe prawdopodobienistwo @, takie ze
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Wtedy

1

(®) =15

EQST,

czyli otrzymaliSmy wzoér przedstawiajacy cene dzisiejsza jako zdyskontowana
wartos¢ oczekiwana ceny jutrzejszej wzgledem prawdopodobienstwa Q.

Zwykle wazne sa nie wielkosci cen, a proporcje pomiedzy nimi. W tym celu
wyrazamy wszystko w terminach wartosci jakiego$ ustalonego aktywa. Wygodne
jest znormalizowanie cen tak, by jednostka na rachunku bankowym miala stata
wartos¢é. Czyli B* zdyskontowany proces wartosci jednostki na rachunku
bankowym spetnia B = B} = 1 i wtedy zamiast procesu cen rozwazamy
zdyskontowany proces cen S*:

St

SS :SO, Sf;: 1—_H

Z (8) dla miary @ zachodzi
So = EqQST.

Dla rynku jednookresowego dwustanowego jest to rownowazne faktowi, ze S* jest
@-martyngalem. Stad

Definicja 4. Miare probabilistyczng P* nazywamy miarg martyngatowq dla
zdyskontowanego procesu cen S*, gdy 1 > P*(wy) > 0 oraz S* jest martyngatem
wzgledem P* (tzn. S* jest martyngatem na przestrzeni probabilistycznej

(&, M, P).)

Lemat 1. Na rynku M istnieje miara martyngatowa P* dla zdyskontowanego
procesu cen S* wtedy i tylko wtedy, gdy jedyne rozwigzanie réwnania

(9) So(1+7) =75 + (1 - )5,

wzgledem v, nalezy do przedziatu (0,1).

Dowdd. = Gdy P* jest miara martyngalows, to zachodzi Sy = Ep- 57, a stad
przyjmujac v = P*({w1}) otrzymujemy (9) i oczywiscie v = P*({w1}) € (0,1).

< Gdy (9) ma rozwiagzanie v € (0,1), to definiujac miare probabilistyczng P*
wzorem P*({w1}) =1 P*({w2}) =1 — v otrzymujemy miare P* spelniajaca

So = Ep-ST. Stad P* jest miara martyngalows. ]

Warto zauwazy¢, ze jedyne rozwiazanie rownania (9) jest postaci

(14+7)Sp — Sd

(10) 7= Su — Sd ’

wiec miara martyngalowa P* jest zadana przez wielkosci wyznaczajace cene
i przez wielko$¢ stopy procentowej.

Twierdzenie 3. Rynek M = (S, B, ®) jest wolny od arbitrazu wtedy i tylko

wtedy, gdy istnieje miara martyngatowa dla zdyskontowanego procesu cen S*.
Wtedy cena arbitrazowa w chwili 0 dowolnej wyptaty X w chwili T jest dana
wzorem

(11) TTy(X) :EP*<1fT),

gdzie P* jest miarg martyngatowgq.
Dowdd. Pierwsza czesé twierdzenia wynika z lematu 1, tw. 2, wzoru (10) oraz

z tego, ze

1 . Qd
VZ%HOJ)@W«HHSMS“-
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Zostal do udowodnienia wzor (11) podajacy cene arbitrazowa. Niech ¢ = (ayg, Bo)
bedzie jedynym portfelem replikujacym X (istnieje na mocy twierdzenia 1).
Wowczas:

X\ Vr(e)\ aoSt | (1+7)Bo
EP*<1+r>EP*<1+r =P\ T )T

= agEp+-(S7) + o = Sy + Bo = Vol(p) = IIp(X),

przy czym trzecia od korica réwnos¢ wynika z faktu, iz P* jest miarag
martyngatowa, ostatnia za$ z definicji I1. O

Przyktad 9. Obliczmy cene opcji z przyktadu 5 korzystajge ze wzoréw (10)
i (11). Otrzymujemy v =1/6 i Io(X) =1/6-4/2 = 1/3. Oczywiscie
otrzymalismy ten sam wynik co w przyktadzie 6.

Gdy () zawiera n scenariuszy i na rynku mozna handlowa¢ w chwilach 0,1,..., T,
to dla duzych n,T metoda badania, czy rynek jest wolny od arbitrazu,
wykorzystujaca portfele samofinansujace sie, jest zwykle malo przydatna ze
wzgledu na ogromnay liczbe dopuszczalnych strategii. To samo dotyczy
probleméw wyceny. Natomiast zbadanie, czy na danym rynku istnieje miara
probabilistyczng P*, taka ze zdyskontowany proces cen S} = S;/By,
t=20,1,...,T, jest martyngalem wzgledem P* jest znacznie prostsze.

7 analogonéw podanych tu twierdzen wynika, ze wtedy znamy wtasnosci rynku.
Rowniez liczenie cen za pomoca uogdlnienia wzoru (11), ktore to dla wyptat
replikowalnych ma dokladnie taka sama postaé, jest tatwe. Ta metoda przenosi
sie takze na przypadek dowolnej €2 i czasu ciaglego.

5. Elementarny wyktad rachunku prawdopodobienistwa mozna znalez¢ w [2] lub
[5]. Wiecej informacji o martyngatach czytelnik znajdzie w ksiazkach [1], [4], [7],
a o dzialaniu rynkow finansowych w [3], [8] lub w pierwszym rozdziale [6] .
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