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1. Wstep

Przedmiotem naszego zainteresowania bedzie rozwiazywanie zagadnien
granicznych dla réwnan rézniczkowych czastkowych. Poszukiwanie tych
rozwiazan nalezy do zaawansowanych dzialow analizy matematycznej. Okazuje
sie jednak, ze do probleméw tych mozna podej$¢ od zupelnie innej strony
wykorzystujac metody rachunku prawdopodobieristwa. Nieco przesadnie mozna
powiedzie¢, ze bedziemy rozwiazywali rownania roézniczkowe czastkowe rzucajac
(wielokrotnie) moneta. O ile na poziomie teorii ,rzucanie moneta’ ma jedynie
sens symboliczny, to w przypadku rozwigzan numerycznych odpowiednich
zagadnien granicznych jest to metoda stosowana w praktyce. W takim przypadku
Jzucanie moneta’ jest oczywiscie zastepowane generowaniem w komputerze liczb
losowych (naprawde pseudolosowych), ale sens tego postepowania jest identyczny.

W naszych rozwazaniach ograniczymy sie do rozpatrzenia dwoch zagadnien
granicznych. Pierwsze z nich polega na znalezieniu w obszarze D C R” funkcji
u(x) spelniajacej rownanie
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oraz warunek brzegowy na brzegu 0D
(2) u(z) = f(x), x€0D.

Rownanie (1) nazywa sie rownaniem Laplace’a, a warunek brzegowy (2) —
warunkiem Dirichleta dla tego réwnania. W dalszych rozwazaniach przyjmiemy
dla uproszczenia, ze rozpatrywana przestrzen zmiennych niezaleznych jest
dwuwymiarowa. Rownanie (1) sprowadzi sie wtedy do réwnania
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Drugim rozpatrywanym réwnaniem bedzie réwnanie ewolucyjne nazywane
tradycyjnie rownaniem przewodnictwa cieplnego. W przestrzeni R™ ma ono
postac
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Rozwigzanie tego rownania polega na znalezieniu funkcji v(t, x), dla ¢t € (0,7T)
iz e D CR"”, przy nastepujacych warunkach granicznych: w chwili poczatkowej
t = 0 funkcja v spelnia warunek poczatkowy w zbiorze D, a procz tego dla
kazdego t > 0 spelnia warunek brzegowy na 9D

5 v(0,z) = f(x), =€ D,

5) v(t,z) =g(t,z), x€dD, te(0,T).

Jedna z mozliwych fizycznych interpretacji rownania (4) jest traktowanie go jako
réwnania opisujacego ewolucje temperatury w ciele zajmujacym obszar D, jesli
wiadomo, ze w momencie poczatkowym temperatura ciala byla réowna f(x), a na
powierzchni ciata temperatura wynosi g(¢, z). Pozostajac przy tej interpretacji
fizycznej, rownanie Laplace’a (1) opisuje stacjonarny rozklad temperatury

w ciele D, na ktérego powierzchni temperatura wynosi f(x).

2. Bladzenie przypadkowe na plaszczyznie i rozwigzanie
réwnania Laplace’a

Zajmiemy sie teraz rozwiazaniem réwnania Laplace’a w podzbiorze D C R?
wykorzystujac losowe bladzenie w D. Bladzenie to opiszemy najpierw
rozpatrujac jedynie dyskretny podzbiér punktéw z D. Wezmy w tym celu zbior
punktow na plaszczyznie o wspoélrzednych catkowitych (n,m). Punkty te
bedziemy nazywali punktami kratowymi. Niech D bedzie otwartym

i ograniczonym zbiorem w R?, ktorego brzeg ztozony jest z odcinkéw laczacych
punkty kratowe (patrz rys.1). W obszarze D znajduje sie czastka, ktora porusza
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sie jedynie po punktach kratowych, przy czym ruch ten jest losowy. Oznacza to,
ze czastka znajdujaca sie w punkcie (x,y) moze z jednakowym
prawdopodobieristwem (btadzenie symetryczne) trafi¢ do jednego z 4 potozer:
(‘T - 17y)ﬂ (ZL' + 17y)ﬂ (1‘7y - 1) i (ZL',y+ 1)

Jesli brzeg obszaru D podzielimy na dwie czesci 0D i D3, to mozna postawic
pytanie: jakie jest prawdopodobieristwo, ze startujaca z punktu (x,y) czastka
dotrze wezesniej do czesci brzegu 0D niz 0Dy?

)
(3]

(T, 9)

Przyjmijmy, ze u(z,y) jest poszukiwanym prawdopodobienstwem. Niech (x,y)
bedzie punktem wewnetrznym zbioru D polozonym daleko od brzegu. Startujac
z punktu (z,y) w pierwszym kroku trafiamy w jedno z 4 polozen sasiednich.

7 symetrii bladzenia na ptaszczyznie wynika, ze musi by¢ spelnione réwnanie

- ©)  uley) = (e + 1) +ulo = Ly) +ule,y+ 1) +uley - 1),

Aby réwnanie (6) byto prawdziwe we wszystkich punktach wewnetrznych

zbioru D (takze w poblizu brzegu), musimy odpowiednio wybraé¢ wartosci u(x,y)
na brzegu. Jesli (z,y) € Dy, to przyjmujemy u(x,y) =1, a dla (z,y) € 0D,
przyjmujemy u(x,y) = 0.

W ten sposob w kazdym punkcie wewnetrznym (x,y) mamy jedno réwnanie
postaci (6). Liczba rownan jest wiec rowna liczbie niewiadomych. Powstaje
pytanie, czy ten uklad posiada jednoznaczne rozwiazanie. W odpowiedzi na to
pytanie pomocne bedzie dobrze znane twierdzenie z algebry liniowe;.

Twierdzenie 1 Uktad rownani liniowych niejednorodny posiada jednoznaczne
rozwigzanie, jesli uktad jednorodny posiada tylko rozwigzanie zerowe.

Jak tatwo zauwazy¢, w naszym przypadku uklad jednorodny otrzymamy, jesli
przyjmiemy we wszystkich punktach brzegowych u(z,y) = 0. Nalezy wiec
rozpatrzy¢ uktad rownan (6) z warunkiem u(x,y) = 0, jesli (z,y)€0D.

Twierdzenie 2 Wersja jednorodna uktadu (6) ma tylko zerowe rozwigzanie.

Dowéd. Roéwnanie (6) mowi, ze wartosé funkeji u w punkcie (z,y) jest wartoscia
$rednia tej funkcji obliczong dla najblizszych sasiednich punktow kratowych.
Wynika stad, ze

u(z,y) < max{u(z 4+ 1,9),u(z — 1,y),u(z,y + 1), u(z,y — 1)}.
7 tego samego powodu

U(x, y) = mln{u(‘x + 1; y)v ’U,(J? - 1; y)v ’U,(J?, Yy + 1)v U(Z‘, Yy— 1)}
Wynika stad, ze dla funkeji u(z,y) prawdziwa jest zasada maksimum. Nie moze
wiec ona przyjmowaé wartosci najwiekszej i najmniejszej we wnetrzu obszaru,
a jedynie na jego brzegu. Poniewaz na brzegu u(z,y) = 0, wiec u(z,y) = 0. ]

Whniosek Uktad réwnan (6) ma jednoznaczne rozwigzanie.

Aby dojsé do rozwiazania roéwnania rézniczkowego, musimy nasz prosty model
bladzenia przypadkowego troche skomplikowaé. Zamiast punktéow kratowych
tworzacych siatke o oczkach 1 x 1, rozwazamy siatke o oczkach Az x Ay. Wtedy
nasze kluczowe réwnanie (6) ma postaé

(1) ulwy) = 3 (ule + Az,y) +u@ — Az,y) +ule,y + Ay) +ulz,y - Ay)).

Jesli Az i Ay sa dostatecznie male, to rownanie (7) mozemy przeksztalci¢
dokonujac rozwiniecia prawej strony w szereg Taylora. Dla rozwiniecia do
wyrazow 2-rzedu dostaniemy

ou 0%u

ou 9
u(r + Az, y) + u(r — Az, y) = 2u(z,y) + a—an: - %Ax + @(Ax) =

0%u 9
= 2u(a,y) + 5y (Aa)?
Robigc analogiczne rozwiniecie wzgledem przyrostow Ay i wstawiajac do
rownania (7) dostaniemy
0%u 0%u

gz B + 55 (89)? = o (An)?, (89)%).
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2
Dokonujemy teraz przejécia granicznego Ax — 0, Ay — 0, tak aby (ﬁ—;) — 1.
W wyniku tego przejscia granicznego otrzymujemy réwnanie rézniczkowe, ktore

powinna spekiaé¢ funkcja u(z,y)
u  Pu

8 — =0.
(8) 0z + Oy
Roéwnanie to nalezy uzupelni¢ warunkiem brzegowym
17 gdy (xay)ean
u(z,y) =
0, gdy (z,y) € 9D..

Wynika stad, ze funkcja u(z,y) jest rozwiazaniem zagadnienia Dirichleta dla
réwnania Laplace’a

Au=0, (z,y) €D,

u(z,y) = f(x,y), (x,y) €D,

gdzie
)1, edy (z,y) € 0Dy,
10, gdy (z,y) € OD,.

Szczegolna postaé funkeji f nie powinna nas przy tym niepokoié, poniewaz
bardzo szeroka klase funkcji mozna aproksymowaé funkcjami
charakterystycznymi.

Poniewaz funkcja u(z,y) ma oczywista interpretacje probabilistyczna, wiec
zamiast rozwiazywaé rownanie rozniczkowe (8) mozna ja wyznaczy¢ poprzez
symulacje btadzenia losowego po punktach kratowych. Wartosé funkcji u

w punkcie (z,y) obliczymy wtedy jako stosunek liczby prob, czyli trajektorii
startujacych z punktu (x,y), zakoriczonych sukcesem (koniczacych sie w punktach
nalezacych do czesci brzegu 0D1) do liczby wszystkich prob.

Niech B(g’y) (t) bedzie rodzing tamanych, po ktérych moze poruszaé sie czastka
startujaca z punktu (z,y). Przyjmijmy takze, ze na przejscie miedzy dwoma
sasiednimi punktami czastka zuzywa czas At. Jesli czastka startuje w chwili

t = 0, to kolejne potozenie osigga w chwilach At, 2At, 3At itd. Wtedy Bg’y) (tx)
jest zbiorem punktow, w ktorych moze znalezé sie czastka w chwili ¢, = kA¢L.
Jest to oczywiscie zmienna losowa o liczbie stanéw trudnej do szybkiego
wyliczenia (ale skoniczonej). Niech T&x’y) bedzie zmienng losowa okreslajaca,
chwile czasu, w ktorej konkretna tamana ruchu czastki dotarta do brzegu. Wtedy
Bg’y) (T&T7y)) jest juz zmienna losowa, ktéra ma dokladnie tyle stanéw, ile jest
punktéw na brzegu 9D.

Stosunek liczby trajektorii, ktore koriczg sie w punktach nalezacych do dD1, do
liczby wszystkich trajektorii dochodzacych do D mozna traktowaé jako srednia
wartos¢ funkcji f po wszystkich trajektoriach. Wynika stad, ze w przyblizeniu
funkcja u(z,y) dana jest wyrazeniem

u(z,y) = E|f(BL (rX)].

Aby wyznaczy¢ warto$é tej funkcji dokladnie, musimy dokonaé opisanego
wczesniej przejscia granicznego. Wynik tego przejscia zapisujemy wzorem

9) u(w,y) = BECV[f(W (7).

Interpretacja wzoru (9) wymaga kilku wyjasnien. Po pierwsze, przeniesliSmy
indeks (z,y) do symbolu wartosci oczekiwanej. Jest to konwencja powszechnie
stosowana w probabilistyce. Oznacza ona, ze obliczamy warunkows wartosé
oczekiwang (pod warunkiem, ze bladzenie losowe startuje z punktu (z,y)).
Przede wszystkim jednak musimy mieé¢ $§wiadomosé, ze w wyniku przejscia
granicznego tamana Bf’y) zamienila sie w skomplikowany obiekt nazywany
procesem stochastycznym Wienera. Intuicyjnie mozna zrozumieé¢ charakter tego
procesu, jednak jego precyzyjne opisanie wymaga dosé subtelnych rozwazan,
ktore pominiemy odsylajac zainteresowanego Czytelnika do specjalistycznej
literatury.

W naszym dotychczasowym postepowaniu kryja sie pewne osobliwosci. Pierwsza
potknelisSmy, nawet jej nie zauwazajac. ZbudowaliSmy bowiem rozwigzanie
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Rys. 2

N,
usuniety
punkt

rownania roézniczkowego dla warunku brzegowego, ktory jest zadany funkcja
nieciggla. Ale tu jest pewna pulapka, bo warunek brzegowy jest spelniony tylko
w punktach ciaglosci funkcji f (to dosé oczywiste), jesli dodatkowo punkty te
posiadaja pewien charakter regularnosci. Nie wdajac sie w dokltadne
zdefiniowanie tej regularnosci, pokazemy na przykladzie, ze jaki$ rodzaj
regularnosci jest niezbedny, jesli chcemy znalezé rozwiazanie rownania (7).
Przyklad Rozwazmy na plaszczyénie obszar ograniczony D (patrz rys. 2)

z usunietym poczqtkiem uktadu wspdtrzednych (ksztalt obszaru D jest w zasadzie
dowolny, istotne jest tylko usuniecie jednego jego punktu wewnetrznego). Brzeg
obszaru D sktada sie wiec z dwdch roztgeznych czesci. Jedna z tych czesci to
0Dq, a druga to punkt (0,0). Latwo mozna zauwazyé, ze usuniety punkt (0,0)
jest punktem nieregularnym brzegu, bo przy dowolnej wartosci funkcji f w tym
punkcie, bedzie ona ciggta na tej czesci brzegu, jako ztozonej tylko z tego punktu.
Z drugiej strony, funkcja u(xz,y) spetniajgca w D réwnanie (8) jest harmoniczna
w tym zbiorze. Jako funkcja harmoniczna jest ona klasy C*° i ma skoriczong
warto$é w punkcie (0,0). Warunek brzegowy w tym punkcie moze wiec byé
spetniony tylko, jesli £(0,0) = u(0,0).

Okazuje sie jednak, ze z wyjatkiem tak patologicznych przypadkéw jak opisany
w powyzszym przykladzie, w R? nawet bardzo osobliwe brzegi sa regularne
(nawet ostrza). Sytuacja jest zupekie inna w R3, gdzie mozna do$é prosto
skonstruowaé zbiory o osobliwych brzegach (rog Lebesque’a).

3. Rozwigzanie ré6wnania przewodnictwa cieplnego

Dla uproszczenia réwnanie przewodnictwa cieplnego bedziemy rozpatrywaé na
calej plaszczyznie R? (aby uniknaé rozwazai o warunkach brzegowych).
Rozwazmy na plaszczyznie R? to samo co poprzednio bladzenie przypadkowe.
Teraz uwzglednimy juz wyraznie czas potrzebny na przejicie czastki z jednego
polozenia w drugie. Wybieramy w R? obszar ograniczony B i pytamy o
prawdopodobienistwo, ze startujac w chwili ¢ = 0 z punktu nalezacego do B,

w momencie ¢t znajdziemy sie w punkcie (z,y). Réwnanie (6) bedzie miato teraz
postac

1
(10) o(t+Lz,y) = 7 (v(t:e+1,y) + otz = Ly) +olt,z,y+1) +o(t, 2,y — 1))

Ten uktad réwnar uzupelniamy warunkami poczatkowymi

v(0,z,y) =1, gdy (z,y) € B,

v(0,2,y) =0, gdy (z,y) ¢ B.
Przechodzac do siatki Az, Ay, At rozpatrujemy rownanie
(11) v(t+ At,z,y) =

1
= Z(U(t,gc + Az, y) +v(t,x — Az, y) +ot,z,y + Ay) +o(t, 2,y — Ay)).

Jesli funkcje v(t, z,y) rozwiniemy w szereg Taylora do odpowiedniego rzedu, to
otrzymamy

v 10%v 1 0%

—At=-——(Az)*+-—

ot T 128 1

Dokonujac przejscia granicznego At — 0, Az — 01 Ay — 0, tak aby
(Az)? (Ay)?

— 4 4

At At

(Ay)® + o((Az)?, (Ay)?, At).

dostajemy réwnanie

v P 9

ot = 02 o

z warunkiem poczatkowym

0(0,2,5) = 4 - gdy (z,y) € B,

0, gdy (z,9) ¢ B.

Ten warunek poczatkowy odpowiada przypadkowi, gdy funkcja f(z,y) jest
funkcjg charakterystyczna zbioru B. Nie jest to jednak istotne ograniczenie,
poniewaz dowolny warunek poczatkowy mozna aproksymowaé¢ funkcjami
charakterystycznymi.
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W tym miejscu zupelnie naturalne jest pytanie: dlaczego dokonaliémy takiego
dziwnego przej$cia granicznego? Aby na nie odpowiedzieé¢ ograniczmy sie do
przypadku 1-wymiarowego. Do momentu ¢ wykonamy Att przejsé z danego
punktu do sasiedniego, kazde z tych przejs¢ ma dlugosé Ax. Droga przebyta do
momentu ¢ wynosi wiec t%. Nie moze wiec by¢ przejécia granicznego % — 0,
poniewaz oznaczaloby to, ze w granicy nie istniatby ruch. Zauwazmy, ze opisany
ruch (btadzenie przypadkowe) mozna traktowaé jako sume niezaleznych
zmiennych losowych (g;) o jednakowych rozktadach. Dla kazdej zmiennej g¢;
mamy E[g;] = 0 oraz Var(q;) = (Az)?. Poniewaz zmienne losowe ¢; sa niezalezne,

2

wiec warto$¢ oczekiwana sumy réwna jest 0, a jej wariancja ﬁ(Anc)2 = t%.
Nasze przejécie graniczne oznacza wiec, ze rozpatrujemy btadzenie losowe,
w ktérym trajektorie maja skoriczona wartosé oczekiwang i wariancje.
Na zakoniczenie zauwazmy, ze — podobnie jak w przypadku réwnania Laplace’a —
poszukiwaniu rozwiazania réwnania przewodnictwa cieplnego mozemy nadaé
interpretacje probabilistyczng. Otrzymamy wtedy nastepujacy wzor przyblizony
na rozwiazanie

olt,z,y) = E[F(BE(1)].
Po wskazanym wyzej przejsciu granicznym dostaniemy
(12) olt.,9) = ECD[FW (D))

gdzie jak poprzednio W (t) jest wielowymiarowym procesem Wienera.
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