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W jezyku potocznym stowa ,wezel” i ,supel” sa synonimami i kojarza sie
z zaplatanym sznurkiem. W matematyce oba pojecia sa blisko ze sobg zwiazane,
jednak nie sg identyczne. Sprébujmy blizej przyjrze¢ sie suptom tym bardziej, ze
majg ciekawa interpretacje oraz zaskakujace zastosowania.
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Przypomnijmy najpierw, ze matematyczny wezel jest to zbiér w przestrzeni R3
Rys. 1. Diagramy nieregularne homeomorficzny z okregiem. Czyli wezly sa réznymi zaplatanymi potozeniami
okregu w przestrzeni. Podstawowy problem w teorii weztéw dotyczy rozrdzniania
ich polozen (sposobdéw zaplatania) i klasyfikacji. Jak jednak mozna rozrézniaé
wezly, gdy wszystkie sa homeomorficzne? W tym celu wprowadza si¢ pojecie
rownowaznosci weztéw, do okreslenia ktérego wykorzystuje sie homeomorfizmy

b b ( ograniczone do przestrzeni R3. Dwa wezty uznaje si¢ za réwnowazne
[~ P (jednakowe), gdy istnieje homeomorfizm z R? na R? przeprowadzajacy jeden
ruchy Reidemeistera I typu wezel na drugi. Intuicyjnie oznacza to, ze dwa wezly sa réwnowazne, gdy

jeden mozna przeksztalci¢ na drugi za pomoca skonczonego ciagu odpowiednio
| rozumianych ruchéw (rozplatan) nie powodujacych rozerwania.
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# ( | Sume roztaczng kilku weztéw nazywamy splotem, a poszczegdlne sktadniki
ruchy Reidemeistera IT typu ogniwami splotu. Dla splotéw obowigzuje ta sama terminologia i wykorzystuje
sie te same metody badania. Analizowanie weztéw i splotéw w przestrzeni jest
~d ~L NN bardzo niewygodne, dlatego w praktyce bada sie odpowiednio regularne rzuty
K = R b < = = P ) . .
| [ d splotéw i wezléw na plaszczyzne nazywane diagramami.

ruchy Reidemeistera III typu Dwa diagramy uwaza si¢ za réwnowazne, gdy wykonujac skonczona liczbe
przeksztalcen nazywanych ruchami Reidemeistera mozna z jednego otrzymac
drugi. Dowodzi sie, ze wezly réwnowazne maja rownowazne diagramy i
odwrotnie.
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Rys. 2. Ruchy Reidemeistera

Na rysunku 3 przedstawiamy przyklady weztéw i splotow.

O @ @ Przejdzmy jednak do suptow. Supel jest fragmentem wezta lub splotu.

Wycinajac z wezta jego kawalek o czterech koncach dostajemy wtasnie supel.
okrag splot wezel Bardziej precyzyjnie: wybierzmy na sferze (np. jednostkowej) cztery punkty
Hopfa 6semkowy  lezace na jednym okregu wielkim i parami antypodyczne. Nazwijmy je NW,
NE, SE, SW — jak w kompasie. Dwie krzywe w kuli ograniczonej przez te sfere
[f (Q o koncach w wyréznionych punktach tworzg wlasnie supel. Tak, wiec supel to
T C ) jakby dwa kawalki sznurka (splecione lub nie) umieszczone w kuli o koficach
na sferze tej kuli. Schematycznie supty przedstawia si¢ réwniez za pomoca

splot wezel 62 odpowiednich diagraméw.

Whiteheada
Supel definiuje sie tez czasem jako fragment diagramu wezla o czterech koncach

Rys. 3. Przyklady wezléw i splotéw X
wyciety przez koto.

Znéw pojawia sie naturalne pytanie, kiedy dwa suply sa takie same, czyli
rownowazne i konsekwentnie — pytanie o ich klasyfikacje.

Podobnie jak dla weztéw okresla sie réwnowaznosé suptow. Dwa suply sa
rownowazne, gdy istnieje homeomorfizm kuli na siebie przeksztalcajacy
jeden supel na drugi; homeomorfizm ten nie moze ruszaé sfery (jest na niej
identycznoscia). W wersji sznurkowej suply sa takie same, gdy odpowiednio

zaplatujac lub rozplatujac otrzymamy jeden z drugiego pod warunkiem jednak,
ze nie ruszymy koncow. W przypadku diagraméw suptow ich rownowaznosé

opisujemy takze za pomoca ruchéw Reidemeistera, tylko nie wolno wyjéé¢ poza
wnetrze kota, gdzie umieszczony jest diagram.
Nie powinno budzi¢ zdziwienia stwierdzenie, ze cala rodzina suptéw jest

bardzo bogata i zréznicowana oraz, ze nie wida¢ sposobéw na ich peina
Rys. 4. Diagramy suptéw klasyfikacje. Dlatego bada sie¢ pewne prostsze podrodziny, ktére latwiej poddaja
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Rys. 5. Diagramy réwnowaznych suptéw
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Rys. 6. Supty elementarne
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®) (2,3,-4)  (2,3,-4,2)
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©) (~3,2,4)

Rys. 7. (a), (b) Tworzenie suptéw
wymiernych. (¢) Supel wymierny

sie klasyfikacji. Jedna z takich rodzin tworza tzw. suply proste albo inaczej
wymierne.

Najprostszymi suptami sa przedstawione na rysunku 6, nazywane elementarnymi
lub wyréznionymi.

Przypisuje im si¢ odpowiednio symbole (0,0), (0), (—1), (1). Czesto supet (0, 0)
oznacza sie tez symbolem (00). Powstaje on ze supla (0) przez odpowiedni
obroét.

Supel nazywamy wymiernym, gdy powstaje z supta (0,0) (albo (0)) za pomoca
homeomorfizmu kuli na siebie, ktéry na sferze permutuje zbiér {NE, NW, SE,
SW}. Kazdy supel wymierny mozna otrzymaé poprzez pewna liczbe obrotéw
naprzemian polsfery ,wschodniej” tj. zawierajacej punkty NE i SE oraz poétsfery
spoludniowej” zawierajacej {SW, SE}. Odpowiednia pélsfera uzupekniajaca
pozostaje przy tym nieruchoma. Jedli obrét jest prawoskretny, to przy liczbie
obrotéw stawiamy znak plus lub nie stawiamy go w ogéle. W przeciwnym
przypadku przy liczbie obrotéw stawiamy znak minus. Tak, wiec supel wymierny
moze by¢ opisany przez skonczony ciag liczb catkowitych (aq,as,. .., ay)
oznaczajacych obroty potsfer. Przyjmuje si¢ jeszcze dodatkowa umowe: gdy n
jest parzyste, to zaczynamy od obrotu w pionie supla (0,0); gdy natomiast n
jest nieparzyste, to najpierw obracamy supet (0) w poziomie. Postepujemy tak,
zeby ostatnia liczba opisywala obroty w poziomie.

Na przyktad: jesli wykonamy cztery obroty prawoskretne w poziomie na suple
(0), to piszemy (4) (Rys. 7a)); jesli najpierw obr6cimy dwukrotnie w pionie i
w prawo supel (0,0), nastepnie tak otrzymany supel trzykrotnie w poziomie
w prawo, potem znéw czterokrotnie w pionie ale w lewo i wreszcie dwukrotnie
w poziomie w prawo, to wynik mozemy zapisaé (2,3, —4,2) (Rys. 7b)). Na
rys. 7c przedstawiony jest supel (—3,2,4).

Taki ciag skrecen nie opisuje niestety jednoznacznie supta, czyli nie jest jego
niezmiennikiem. Moze si¢ bowiem okazad, ze rézne ciagi reprezentuja suply
réwnowazne 1 nie jest latwo ,na oko” to sprawdzi¢. Suply (—2,3,2) i (3,—2,3)
sa réwnowazne (Rys. 8), ale nie jest to widoczne od razu.

Okazuje si¢ jednak, ze w sprytny sposob z ciagu liczb skrecen mozemy
skonstruowaé zaskakujacy niezmiennik dla suptéw wymiernych. Wystarczy
z nich utworzy¢ odpowiedni utamek tancuchowy, ktéry juz jest niezmiennikiem.

Dokladniej, jesli (ay,as,...,a,) jest ciagiem skrecen dla zadanego supla, to
liczba
a4 1 «
n =
Ap—2 + ...+ —
ay

jednoznacznie opisuje klase suptéw réwnowaznych z tym suplem. Dla wygody
dla ulamka tancuchowego przyjmujemy uproszczony zapis

«
- = [an;anflvanfb .. '7011}

g

Zaklada sie, ze a i B sa wzglednie pierwsze. Prawdziwe jest twierdzenie

Twierdzenie ([3])

Supel reprezentowany przez [ay, ..., ay] jest réwnowaziny z suplem [by, ..., by)
wtedy i tylko wiedy, gdy ulamki laricuchowe [ay, ..., ay] i [b1,...,b,] sa
identyczne.

Wzglednie inaczej

Twierdzenie

Istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiedniosé pomiedzy klasami
nierownowaznych supléow wymiernych a reprezentujgcych je utamkow
tancuchowych.
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(-2,3,2) (3,-2,3)

Rys. 8. Suply wymierne réwnowazne

NW NE
NW NE
SW SE
N(T) D(T)

Rys. 11. Konstrukcje N(T') i D(T)

CN“\ (X
dla n nieparzystego

Rys. 12. Diagram splotu z dwoma
mostami

Supel wymierny jest wiec jednoznacznie reprezentowany przez liczbe wymierna,
uzasadnia to nazwe tej rodziny suptéow. Wyposazeni w takie narzedzie bez
wiekszego problemu bedziemy mogli rozréznia¢ suply wymierne.

Suply wymierne mozna wykorzysta¢ do konstrukcji nowych bardziej
skomplikowanych suptéow i weztéw. Najpierw zdefiniujemy operacje mnozenia

i dodawania suptoéw. Dwa suplty 77 i 75 mnozymy w ten sposéb, ze pierwszy
obracamy o dziewieé¢dziesiat stopni w lewo i taczymy odpowiednie konce tj. SE
z NW i SW z koticem SW supta T5.

NW NE NW NE NE NE
: : : SE .l NW :
SW SW
SW SE  SW SE NW SE

T1 ><T2

Rys. 9. Mnozenie suptéow

Jedli oba suply sa wymierne, to ich iloczyn jest tez suplem wymiernym. Na
przyktad mnozac supel (3) z suplem (4) dostajemy supel (3,4). Inaczej bedzie,
gdy suply dodajemy.

Dwa suply 77 i 15 dodajemy laczac koniec NE pierwszego z konicem
NW drugiego i, odpowiednio, SE z SW. Wynik oznaczamy 77 + T5.

NW NE NW NE NW NE
i j ‘eNew
SE SW
SW SE SW SE SW SE

T+ Ty

Rys. 10. Dodawanie suptéw

Suma dwdch suptéw wymiernych nie musi by¢ juz suptem wymiernym.
Kombinujac obie operacje mozemy otrzymaé dosé¢ skomplikowane obiekty.

Na bazie supla T' konstruujemy dwa wezly lub sploty: laczac konce NW i
NE oraz SW i SE dostaniemy wezel (splot) oznaczany N (T'), a taczac konce
NW z SW oraz NE z SE otrzymamy wezel (splot) D(T).

Jedli w wyniku tych operacji powstaje splot, to on ma zawsze dwa ogniwa, gdyz
mamy do dyspozycji cztery konce.

Wezly i sploty otrzymane z suptéw wymiernych naleza do specjalnej rodziny
splotéw nazywanych splotami z dwoma mostami. Doktadniej wezel (splot)

z dwoma mostami jest to taki wezel, ktérego diagram mozna przedstawic

w postaci jak na rys. 12.

Liczby catkowite aq, ..., a, oznaczaja odpowiednie liczby skrecen na diagramie.
Dla splotu (wezla) z dwoma mostami wprowadza sie oznaczenie C(aq, ..., a,)
nazywane normalng postacia Conwaya splotu (wezla). Czasem uzywa sie tez
oznaczenia (ai, ..., a,). W dalszym ciagu przyjmiemy umowe, ze termin ,splot
z dwoma mostami” bedzie oznaczal taki wezet lub splot — w literaturze uzywa
sie zwrotu ,4-plat”.

Okredlenie ,splot z dwoma mostami” mozna intuicyjnie wyttumaczy¢
nastepujaco. Jesli diagram takiego splotu przetniemy ptaszczyzna prostopadia
do plaszczyzny diagramu, to przetnie ona ten diagram w czterech punktach.
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Rys. 13. Interpretacja splotu z dwoma
mostami

Czyli nad (i pod) plaszczyzng beda dwie linie splotu, jakby dwa mosty — stad
nazwa.

Podobienstwo do oznaczen dla suptéw wymiernych nie jest przypadkowe.
Bowiem analogicznie jak dla suptéw kazdy splot z dwoma mostami moze by¢
wyznaczony przez utamek tancuchowy

4+ 1 o
) -2
P S—
as +...+—
Qp
O splocie z taka reprezentacja méwimy, ze ma typ t(c, 3). Tu tez a i (3 sa
wzglednie pierwsze. Zachodzi wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$é miedzy

splotami z dwoma mostami i splotami typu D(T'). Prawdziwe jest twierdzenie.

Twierdzenie [3]
Kazdy splot z dwoma mostami jest splotem typu D(T) dla pewnego supla
wymiernego T' i odwrotnie, kazdy splot D(T) jest splotem z dwoma mostami.

Zachodza tez nastepujace zalezno$ci.

Twierdzenie ([3])
1. N(T(al, [N ,a2k+1)) = N(T(al, sy A2k41, b, O)) =
= D(T(—al, ey —A2k41, b, O)) = C’(—al, ey —a2k+1)
2. ZV(T’(CI,l7 PPN ,agk)) = D(T(—al, ey, —A2k4+1, b)) = C’(al, e, Q2 — 1, 1)
3. D(T(al, ey agk)> = l)(T((J,l7 ey a2k—1, 0)) = C(al, ey agk,l)
4. D(T(al, ey a2k+1)) = l)(T((J,l7 N ,a2k70)) = C(l, a; — 17(],27 PN ,agk,l)

gdzie b jest dowolna liczbg catkowita, a symbol = oznacza réwnowaznosé
splotéw.

Za pomoca typu t(«, 8) sploty z dwoma mostami mozna w pelni sklasyfikowaé.
Twierdzenie ([3])
Niech L i L' bedg splotami z dwoma mostami typu odpowiednio t(«, 3) i t(a’, ).
Sploty L i L' sq réwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy

a=d, p=p moda
albo

a=cd, B4 =1moda
Wszystkie te konstrukcje i rezultaty pozwalaja na badanie réwnan ,suplowych”.
Wyniki tych badan wykorzystuje si¢ miedzy innymi w biologii przy analizowaniu
proceséw rekombinacji DNA.
Roéwnaniem suplowym nazwiemy zalezno$¢ postaci

N(X+T)=Lluw D(X+T)=1L

gdzie L jest znanym splotem, T' danym suptem, a X jest suplem niewiadomym.
Pojawia sie tu szereg pytan waznych dla zastosowan. Na przykltad: przy jakich
zalozeniach X jest splotem wymiernym? Oto jedna z mozliwych odpowiedzi.

Twierdzenie ([2])
Niech T bedzie reprezentowany przez ulamek {ancuchowy [ay, ..., a,], a L bedzie
nietrywialnym (tj. # C(0)) splotem z dwoma mostami postaci C(cy, ..., Cak+1),
wtedy rozwigzania réwnania N(X + T) = L majg postaé
[Cl, ooy C2k41, b, —A1y.-., —agn] lub [Cgk_f_l, <501, b, —A1y..-, —agn],

gdzie b jest dowolng liczbg catkowitg. Jesli natomiast L jest splotem trywialnym
C(0), to jedynym rozwigzaniem wymiernym jest

[—ai,...,—ay]
7 tego twierdzenia mozna wyprowadzic¢
Wniosek
Niech Ty 1 Ty bedg dwoma suptami wymiernymsi, a Ly © Lo splotami z dwoma
mostami. Wtedy uklad réwnari N(X +T1) = Ly N(X +T1) = L1 ma co najwyzej
dwa rozwigzania wymaierne.
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Na koniec wspomnimy jeszcze o zaskakujacym zastosowaniu tych wszystkich
konstrukeji do badania proceséw rekombinacji czasteczek DNA. Czasteczka
DNA zawierajaca w sobie kod genetyczny komoérki ma ksztalt podwdjnej helisy.
W koméree czasteczki DNA sg upakowane w jadrze i zazwyczaj stanowia
struktury niezamkniete, cho¢ zaplecione. W latach siedemdziesiatych XX wieku
odkryto réwniez zamkniete czgsteczki DNA, dla ktérych uproszczonymi
matematycznymi modelami moga by¢ zapetlone okregi, czyli wezty. Rozne
procesy zachodzace w komoérce wymagaja rozplecenia czasteczek DNA. Istotng
role odgrywaja w tych procesach enzymy nazywane topoizomerazami, dziatajace
miejscowo na helise zapetlonego DNA. Do lepszego zrozumienia tychze proceséw
pomocna jest wiedza z zakresu réwnan suptowych. Czasteczka DNA przed
dziataniem enzymu, czyli substrat moze by¢ opisana za pomoca zaleznoéci

N(S + T) = substrat
gdzie S jest fragmentem DNA| na ktéry nie dziala enzym, a T' czescia
podlegajaca dzialaniu enzymu.

W wyniku dzialania enzymu dostajemy produkt, ktéry tez mozna opisaé za
pomoca réwnania

N(S + R) = produkt

Tu R jest fragmentem (suptem) DNA po dzialaniu enzymu.

W praktyce znany jest zazwyczaj substrat i produkt, a supty S, T i R nie sg
znane. Istnieje jednak mozliwos¢ ich wyznaczenia dla specjalnych enzymoéw przy
pewnych dodatkowych zalozeniach.

Oto przyklad twierdzenia dla enzymu nazwanego tn3 rezolwaza.

Twierdzenie ([2], [5])

Niech suply S, T i R spelniajg nastepujgce réwnania

(i) N(S+T) =C(1) (wezel trywialny),

(ii) N(S + R) = C(2) (splot Hopfa),

(iii) N(S+ R+ R) = C(2,1,1) (wezel 6semkowy).

Wtedy pary {S, R} — rozwigzania powyzszych réwnan sqg nastepujgce:

{(_37 0, (1)}’ {(37 0)7 (_1)}’ {(_25 -3, _1)7 (1)} oraz {(2a 3, 1)7 (_1)}'
Podobnych twierdzen dla réznego typu komérek i enzymdéw mozna sformutowaé
wiecej. Ich dowody wykorzystuja wiedze z zakresu ogdlnej teorii réwnan
suptowych.
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