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Bolzano dowodzi nieistnienia pochodnej
jedynie na pewnym gestym podzbiorze.
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Niezwykle konsekwencje

twierdzenia Bolzano
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Twierdzenie Bolzano

Pojecie cigglosci jakiegos zjawiska tylko pozornie jest rzecza tatwa. Im glebiej
sie nad tym zastanawiamy tym wiecej pojawia sie znakéw zapytania. Na
przykltad, mamy klopoty z opisem sposobu postrzegania naszego otoczenia,
czesto potrzebujemy dystansu, uptywu czasu, by dostrzec zachodzace zmiany.
Gdy patrzymy na ekran telewizora, gdy ogladamy film w kinie, to mamy
wrazenie ciagtosci zmian ogladanego obrazu. W rzeczywistosci doskonale
wiemy, ze ulegamy pewnemu ztudzeniu — ogladamy odpowiednio szybko
przesuwajace sie statyczne obrazy (zdjecia). Trudnosci tego typu towarzysza
nam od starozytnosci. Juz Zenon z Elei (V w. p.n.e.) zwracal uwage jak trudno
abstrakcyjne pojecia matematyki pogodzi¢ z doswiadczeniem. Prosze sie
zastanowi¢ nad wyjasnieniem nastepujacych mysli:

»W kazdej chwili lecgca strzala znajduje sie w jakims punkcie, a wiec w nim
spoczywa — kiedy wobec tego leci?”,

»Skoro odcinek sklada sie tylko z punktow i skoro punkt nie ma dlugosci, to skqd
bierze sie dlugo$é odcinka? (pytanie ucznia klasy piatej, [5, str. 61]).

Dopiero w XIX wieku zapoczatkowany zostal proces rygoryzacji analizy. Zdano
sobie wéwczas sprawe, ze dotychczasowe intuicyjne rozumienie fundamentalnych
poje¢ analizy matematycznej takich jak granica, zbieznosé, funkcja, cigglo$é
wymaga poprawnego zamocowania. W tym zakresie ogromny wplyw na ksztalt
dzisiejszej analizy wywarly prace i dzialalno$é L.A. Cauchy’ego (1789-1857) oraz
K. Weierstrassa (1815-1897).

Mniej znane sa wczedniejsze rozwazania zyjacego w Pradze filozofa i matematyka
Bernarda Bolzano. Poniewaz nie publikowal on swoich prac w znanych wéwczas
czasopismach, wiec jego wyniki nie wplynely na rozwéj matematyki.

Nalezy jednak podkresli¢, ze swoimi pomystami Bolzano wyprzedzit

epoke, w ktorej zyl. To on pierwszy (juz w latach 1816-17) postugiwal sie
Scista definicjg ciaglosci funkeji, okoto roku 1834 podal przyktad funkcji
»geometrycznie niewyobrazalnej”, ktéra nie jest ciagla we wszystkich punktach
swojej dziedziny oraz przyklad funkcji ciaglej, a jednak wszedzie pozbawionej
pochodnej (K. Weierstrass oglosit taki przyktad w 1872 r., a prawdopodobnie
prezentowal go na wykladach juz w 1861 r.).

Zanim przypomnimy jeden z rezultatéw Bolzano i jego konsekwencje,
przedstawimy niezbedne informacje. Niech dana bedzie funkcja f: A — R, gdzie
ACRixzg e A. Méwimy, ze funkcja f jest ciggla w punkcie xg, gdy dla kazdego
ciggu (Tn)nen C A\{zo} 2bieznego do xo, cigg (f(xn))nen jest zbiezny do f(xo).
Inaczej mowigc: niewielka zmiana argumentu powoduje niewielkq zmiane
warto$ci. Funkcja jest ciggla, gdy jest ciggla w kazdym punkcie swojej dziedziny.

2n
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Przyktad 1. Funkcja f: R — R okreSlona wzorem f(z) = lim 27 nie
jest funkcja ciagla w punktach z1 = —1 oraz xo = 1, co latwo stwierdzamy

analizujac rys. 1. Intuicyjnie akceptujemy (dowody nie sa trudne), ze suma,
réznica, iloczyn, a takze iloraz (przez funkcje nie przyjmujgce wartodci zero)
funkcji cigglych jest funkcjq cigglq.

W przypadku badania zbieznosci ciagéw liczbowych (gdy mamy trudnosé ze
wskazaniem granicy) mozemy wykorzystaé nastepujace kryterium [6]: cigg
liczbowy, ktory jest monotoniczny i ograniczony jest zbieiny. Dzigki niemu
wykazemy twierdzenie pomocnicze:

26



Rys. 2
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Lemat 1 (o przedzialach zstepujacych). Niech bedzie dany cigg przedzialéw
niepustych, domknietych, taki ze: [a1,b1] D [ag, ba] D las,b3] 2 ... D [an,bn] 2 ...

i niech lim (b, — ay,) = 0 (ich $rednice malejq do zera). Wowczas cze$é wspdlna
n—oo

(iloczyn) wszystkich przedzialdow jest zbiorem zloZonym z jednego elementu.

Dowdd. Poniewaz dla kazdego naturalnego n zachodza nieréwnosci a; < a, <
< apg1 < bpy1 < by, < by, wiee ciag (an)nen, jako rosnacy i ograniczony z gory
przez by, jest zbiezny do granicy ¢ = lim a,. Podobnie ciag (b,)nen, jako

n—oo
malejacy i ograniczony z dotu przez ai, jest zbiezny do granicy d = lim b,. Na
n—oo
mocy zalozenia d —c= lim b, — lim a, = lim (b, — a,) =0, wiec ¢ = d. Skoro,
n—oo n—oo n—oo

dla kazdego n naturalnego zachodza nieréwnosci a1 < ap, < ap41 < c=

=d <bpy1 <b, < by, wiec ﬂ [anvbn] = {C}

n=1

Po tych przygotowaniach mozemy zaprezentowaé twierdzenie Bolzano z pracy
»Rein analytischer Bewets...” ogloszonej w 1817 roku w Pradze. Rezultat ten
znany byl wczesniej, funkcjonowal w ,folklorze matematycznym” jako oczywisty
(postugiwal sie nim np. C.F. Gauss (1777-1855)). Bolzano pierwszy dostrzeg!
potrzebe jego precyzyjnego uzasadnienia.

Twierdzenie 1 (Bolzano, 1817). Jezeli funkcja ciggla f : [a,b] — R przyjmuje
na jednym koncu przedziatu wartosé dodatniq, a na drugim ujemnq, to must
w jakims punkcie tego przedziatu przyjeé warto$é zerowq.

Dowdd. Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze f(a) < 0, f(b) > 0, rys. 2. Podzielmy
b
przedzial [a,b] na polowy punktem ¢ = %. Jedli f(c) =0, to twierdzenie jest

udowodnione.

Jesli f(c) # 0, to na koncach jednego z przedzialéw [a, c], [¢, b] funkcja przyjmuje
wartodci réznych znakéw (przy czym na lewym koficu warto$é ujemna, a na
prawym dodatnia). Oznaczajac ten przedzial przez [aq,b;], mamy: f(a;) <0,
f(b1) > 01 [a1,b1] C [a,b]. Dzielimy teraz na polowy przedzial [aj, b;] punktem
a; + by

1= . Jedli f(e1) = 0, to twierdzenie jest udowodnione. Jedli nie, to
podobnie jak poprzednio na koncach jednego z przedzialéw [a1, ¢1], [c1, b1]
funkcja przyjmuje wartosci réznych znakéw. Oznaczajac ten przedzial przez

[ag, b2], mamy: f(az) <0, f(b2) > 01 [ag,bs] C [a1,b:1]. Kontynuujac ten proces,
albo po skonczonej ilosci krokéw ,trafimy” w punkt, w ktorym wartosé funkcji f
jest réwna zeru (wtedy dowdd twierdzenia jest zakoniczony), albo otrzymamy
nieskonczony ciag przedzialéw niepustych, domknietych, w ktorym kazdy
nastepny przedzial zawiera si¢ w przedziale poprzednim. Wowczas dla n-tego
przedziatu [ay,, b,] mamy: f(a,) <0, f(by) > 0 1 dlugoéé tego przedziatu wynosi

b—a n- . - . .
"7 0. Tak utworzony ciag przedzialéw spetnia warunki lematu

bn —Gp =
1. Istnieje wiec punkt ¢ € [a, b], dla ktérego lim a, = lim b, = c. Korzystajac
r—00 r—00

teraz z ciaglosci funkeji f oraz nieréwnosci f(a,) <01 f(b,) > 0, mamy: f(c) =
lim f(a,) <0, f(¢)= lim f(b,) >0. Stad f(c) =0.m

Rezultat ten wykorzystuje sie do badania istnienia rozwiazan nietypowych
roéwnan.

Przyklad 2. Réwnanie e® — 2% = 0 ma w przedziale [—1, 1] co najmniej jedno
rozwigzanie. Gwarantuje to twierdzenie Bolzano, gdyz funkcja f(z) = e* — a3
jako réznica funkcji cigglych jest funkcja ciagla, f(—1) =e ! — (=1)3 =

1
= -1<0, f)=e' ~ (1P =e-1>0.

Bolzano wykorzystal powyzsze twierdzenie do wykazania nastepujacego
rezultatu dotyczacego funkcji ciaghych.
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Rys. 4
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Twierdzenie 2 (o przyjmowaniu wartosci poérednich). Niech f : [a,b] — R
bedzie funkcjq ciaglg taka, ze f(a) < f(b). Jesli ¢ € (f(a), f(b)), to istnieje
punkt xg € (a,b) taki, ze f(xg) = c. (Inaczej: funkcja ciggla przyjmuje wszystkie
wartoéci posrednie.)

Dowdd. Wezmy dowolne ¢ € (f(a), f(b)). Okreslamy nowa funkcje ciagla
F:[a,b] — R wzorem F(z) = f(z) — c. Poniewaz f(a) < ¢ < f(b), wigc
F(a) = f(a) — ¢ <0, zag F(b) = f(b) — ¢ > 0. Zatem, na mocy twierdzenia
Bolzano, istnieje punkt xg € [a, b] taki, ze F(xg) =0, czyli f(z¢) =c. =

Zauwazmy, ze nie kazda funkcja przyjmujaca wszystkie wartosci posrednie jest
funkcja ciagta!

—z, x € [-1,0]
z+1, ze(0,1] ~’
przyjmuje wszystkie wartoéci posrednie (prosze sporzadzié¢ rysunek), a nie jest
ciagla w punkcie x = 0.

Przyklad 3. Funkcja f:[—1,1] — R dana wzorem f(x)= {

Zastosowania twierdzenia Bolzano

Powiemy teraz o kilku konsekwencjach rezultatéw Bolzano, z ktérych nie
wszystkie sa oczywiste.

Twierdzenie 3. Kazde ciggle odwzorowanie f przedziatu [a,b] C R w siebie ma
co nagmniej jeden punkt niezmienniczy (staly), tzn. istnieje ¢ € [a,b] takie, Ze

fle)=c.

Dowdd. Niech f : [a,b] — [a, ] bedzie odwzorowaniem ciaglym. Okreslamy
funkcje ciagla F : [a,b] — R nastepujaco: F(x) = f(z) — z. Poniewaz F'(a) =

= f(a) —a>01 F(b) — f(b) — b <0, (rys. 3), wiec na mocy twierdzenia Bolzano
istnieje punkt ¢ € [a, ] taki, ze F(c) =0, astad f(c)=c. =

Zadanie (OM, [1]). Dowiesé, ze dla kazdego tréjkata istnieje prosta dzielgca ten
trojkat na dwie figury o réwnych obwodach i réwnych polach.

Rozwigzanie. Dla trojkata rownoramiennego prosta zawierajaca dwusieczna kata
utworzonego przez ramiona rownej dlugoéci spelnia warunki zadania. Niech
ABC bedzie tréjkatem, w ktérym diugosci bokéw sa rézne a < b < ¢, gdzie
a =|BC|, b=|AC| i ¢ = |AB|. Wéwcezas prosta CD polowi obwéd tréjkata,
o ile punkt D lezy na odcinku AB spelniajac warunek |[AD| = 1(c+a —b),
rys. 4 (|DB| = £(c+ b — a)). Zauwazmy teraz, ze zmieniajac polozenie proste;
polowiacej obwdd tréjkata do polozenia C1D; (z zachowaniem warunku |DD;| =
= |CC1], rys. 4) mozemy réwniez przepolowié¢ powierzchnie tréjkata. Aby sie
o tym przekonaé przyjmijmy, ze |[DD;| = z, gdzie 0 < z < 3(c+ a —b) < q,
i przeanalizujmy wyrazenie

1

1 1
Paapc —2Papc,p, = §acsinZB—2-§ {E(c—l—b—a)—i—x] (a—x)sin/B =

%sinZB <ac2 B(c+ba)+x] (az))

Poniewaz dla funkcji ciaglej
1
f(z)=ac—2 [g(c—l—b—a)—&—x} (a —x)

mamy f(0) = a(a—b) <0, f(1(c+a—1b))=c(c—1b) >0, wiec na podstawie
twierdzenia Bolzano istnieje taka wartoé¢ zo € (0, 1(c+a —b)), ze f(zo) = 0.
Oznacza to, ze prosta C1D; (gdy punkty Cy, Dy sa tak dobrane, by |CCy| =
= |DD;| = xp) polowi obwdd i jednoczesnie pole tréjkata ABC. =

7 przedstawionego rozwiazania widaé, ze nie jest ono jedyne. Mozna rowniez
udowodnié, ze dla dowolnej plaskiej figury wypuklej istnieje prosta polowigca jej
obwaod i powierzchnie.
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K. Borsuk (1905-1982),
S. Ulam (1909-1984)

Rys. 5

Rys. 6

Twierdzenie 4 (Borsuk-Ulam, 1933). Niech C C R? bedzie okregiem
i f: C — R funkcjq ciggla. Istnieje wtedy na okregu para punktow
antypodycznych xy1 i xo takich, ze f(x1) = f(x2).

Dowdéd. Przypomnijmy, ze dwa punkty i * lezace na okregu C' nazywamy
antypodycznymi, jezeli cieciwa laczaca te punkty jest $rednicag tego okregu.

Ciagte odwzorowanie f : C — R bedziemy interpretowaé jako przeksztalcenie
okregu w 0§ liczbowa (rys. 5).

Wybierzmy punkt = € C. Na okregu istnieje dla niego punkt antypodyczny

x* € C. Zbadajmy funkcje g : C' — R dana wzorem g(x) = f(z) — f(z*) =

= a — b. Funkcja g jako réznica funkcji cigglych jest funkcja ciagta. Ponadto
glz*) = f(z*) — f(z) =b—a=—(a—0). Jezeli a = b, to woéwczas f(z) = f(z*).
Jezeli a # b, to wartodci g(x) oraz g(x*) sa réznych znakéw. Poniewaz g jest
funkcja ciagta, wiec na podstawie twierdzenia Bolzano istnieje taki punkt

x1 € C, dla ktérego g(z1) = 0. Oznacza to, ze f(z1) = f(x2), gdzie x1 1 22 sa
punktami antypodycznymi. m

Twierdzenie to mozna wyrazi¢ pogladowo: w kazdej chwili na kazdym kole
wielkim Ziemi (np. na réwniku) istnieje para punktéw antypodycznych, w ktérych
powietrze ma takg samg temperature.

Twierdzenia ,,gastronomiczne”

Przedstawimy teraz kilka rezultatéw zwiazanych z podziatem nieregularnych
obszaréw plaskich (mamy na mysli cze$é plaszczyzny ograniczona dowolng
krzywa zamknieta) na réwne czesci. Ich uzasadnienia opieraja sie na
prezentowanym wyzej twierdzeniu Bolzano i twierdzeniu Borsuka—Ulama.

Twierdzenie 5 (pierwsze twierdzenie o nale$nikach). Jezeli A i B sq dwiema
ograniczonymi figurami plaskimi (lezgcymi w ustalonej plaszczyznie), to istnieje
linia prosta, ktora jednoczesnie dzieli kazdg z tych figur na dwie czesci o réwnych
polach.

Dowdd. Uzasadnienie przeprowadzimy w dwoch etapach.

Etap 1. Poniewaz obie figury sa ograniczone, wiec istnieje okrag C' o érednicy d
wewnatrz ktérego lezg obie figury. Wybierzmy punkt x lezacy na okregu

C' i poprowadzmy érednice okregu C' przechodzaca przez punkt x (rys. 6).
Niech L(z,t) bedzie prosta prostopadla do $rednicy, przecinajaca $rednice

w punkcie potozonym w odleglodei ¢ od punktu z (0 <t < d). Niech f;(¢)
bedzie polem figury A, ktéry lezy po tej samej stronie prostej L(z,t) co punkt
x i niech fo(t) bedzie polem pozostalej czesci figury A. Funkcje f1(t) 1 fa(t) sa
okreslone na przedziale [0,d] i sa na nim ciagte. Funkcja f(t) = f1(t) — fo(t)
jest réwniez ciagla na przedziale [0, d]. Zauwazmy, ze f(0) = —(pole figury A),
za$ f(d) = (pole figury A). Poniewaz f(0) i f(d) sa przeciwnego znaku, wiec
na mocy twierdzenia Bolazano, istnieje punkt f € [0,d] taki, ze f(t) =0, czyli
f1(t) = f2(t). Oznacza to, ze dla kazdego punktu z € C istnieje prosta L(x),
ktéra dzieli figure A na dwie czesci o réwnych polach.

Etap 2. Oznaczmy przez g1 (z) pole tej czesci figury B, ktéra lezy po tej samej
stronie prostej L(x) co punkt x, przez go(x) pole pozostalej czesci figury B.
Rozwazmy funkcje ciagla g : C — R okre$lona wzorem g(x) = g1(x) — g2(z). Na
mocy twierdzenia Borsuka—Ulama, istnieje para punktéw antypodycznych y i y*,
w ktérych g(y) = g(y*). Poniewaz

9W) =91(y) = 92(v), 9(") = 91(y") — 92(¥") 1 91(y) = 92(¥"), 92(y) = 91 (y"),
wiee réwnosé g(y) = g(y*) oznacza, ze g1(y) = g2(y). Zatem prosta L(y) dzieli
jednoczesnie obie figury na dwie czesci o réwnych polach. =

Twierdzenie 6 (drugie twierdzenie o nalesnikach). Jezeli A jest ograniczong
figurg plaskq, to istniejq dwie proste wzajemnie prostopadie, ktére dzielg figure A
na cztery czesci o réwnych polach.
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Rys. 7

H. Steinhaus (1887-1972)

S

Rys. 8

Rys. 9

Dowdd. Niech A bedzie figura ograniczona. Istnieje okrag C', wewnatrz ktérego
lezy figura A. Dla punktu x lezacego na okregu C' istnieje prosta L(x) dzielaca
figure A na dwie czesci o réwnych polach (twierdzenie 5, etap 1). Niech M (x)
bedzie prosta prostopadla do prostej L(x), réwniez dzielaca figure A na dwie
czesel o réwnych polach. Proste prostopadle L(z) i M (z) dziela figure A na
cztery czesci o polach Sy(x), Sa(x), S3(x) 1 S4(x), rys. 7. Wtedy
Sy(z) + Sa(x) = S3(x) + Sa(x) 1 S1(z) + S4(z) = S3(z) + Sa(z). Stad
Si(x) = S3(x) i Sa(x) = S4(x). Okreslamy teraz funkeje f : C' — R za pomoca
wzoru f(z) = S1(x) — Se(z). Tak okreslona funkcja jest ciagla! Jezeli f(z) =
= S1(z) — Sa(x) = 0, to warunki twierdzenia spelniaja proste L(z) i M (x).
Zalézmy, ze f(x) = S1(x) — Sa(x) > 0. Rozwazmy na okregu C punkt y
wyznaczony przez prosta L(x), rys. 7. Wéwczas

f(y) = S1(y) = S2(y) = S2(x) = Si(x) = =(S1(x) — S2(x)) < 0.
Zatem, na mocy twierdzenia Bolzano, istnieje punkt z¢ € C taki, ze f(z) = 0.

Punkt ten wyznacza polozenie prostych prostopadlych dzielacych figure A na
cztery czesci o réwnych polach. =

W Kalejdoskopie matematycznym Hugona Steinhausa (WSiP, Warszawa

1989, str. 141) znajdujemy nastepujaca informacje: gdy mamy trzy obszary

o dowolnych ksztattach i potozZeniach, to zawsze mozna przepoltowic je wszystkie
jednym kolem, rys. 8.

Problem. Jak okregiem jednoczesnie przepolowié trzy identyczne prostokgty
zrys. 99

Mozna réwniez wykazaé tréjwymiarowa wersje twierdzenia Borsuka—Ulama

i przy jej pomocy uzasadni¢, ze kazdg kanapke z mastem i szynkqg mozna jednym
cieciem plaskiego noza przekroic tak, aby przepolowié chleb, masto i szynke.
Dowody w tym przypadku wymagaja bardziej zaawansowanych metod, [8], [2].
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