Najwazniejsze rownania rézniczkowe zwyczajne
i najwazniejsze bryly geometryczne
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1. Wstep. Niebezpiecznie jest nazywaé¢ pewne obiekty matematyczne
najwazniejszymi. Niemniej dwa bardzo szczegdlne réwnania rézniczkowe
zwyczajne przyjeto uwazaé za takie. Najwazniejsze réwnanie liniowe to réwnanie
hipergeometryczne Gaussa

(1) t(t—1)&+ [(a+ G+ 1)t —v]t+ afz = 0.

a najwazniejsze rownanie nieliniowe to rédwnanie Painlevé VI
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Forma (2) réwnania Painlevé VT jest dosy¢ odstraszajaca. Niedawno Yu. Manin
[Man] przeksztalcit je do znacznie strawniejszej postaci
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gdzie P(z,7) = Z% + Z(m,n);é(o,o) [(ermlTJrn)z — (mrin)2j| jest funkcja
Weierstrassa zwiazana z krzywa eliptyczna C/(Z + 77Z), liczby

To =0,T7 = 1,15 = 7,173 = 1 + 7 s3 okresami a parametry «; sg definiowane
przez (ag,...,as) = (a,—B,7,1/2 = §).

Wiekszosé liniowych réwnan fizyki matematycznej (Legendre’a, Bessela,
Hermite’a, Laguerre’a) stanowia szczegdlne przypadki réwnania (1).

Roéwnanie (2) pojawito si¢ w dosy¢é osobliwy sposéb. Otéz P. Painlevé postanowil
sklasyfikowaé¢ réwnania drugiego rzedu z wymierna prawsg strona, ktérych ogdlne
rozwiazania nie maja ruchomych osobliwoéci. (Na przyklad, réwnanie # = 1/x
ma rozwiazania x(t) = /2t + C z algebraiczng osobliwoscia w ruchomym punkcie
t = —C/2. Réwnanie & = 22 ma rozwigzania = 1/(C —t) z biegunem w t = C,
ktory nie jest traktowany jako osobliwos$é, bo z(t) jest holomorficzne jako
odwzorowanie w sfere Riemanna C = CUoco. Réwnanie & = z ma rozwigzania

x = Ce' z nieruchoma osobliwoécia w ¢ = 00.) Poczatkowa klasyfikacja Painlevé
(14 przypadkéw) okazala sie niepelna i dopiero jego uczenn B. Gambier [Gam] ja
dokonczyt. Zawiera ona 50 przypadkéw, przy czym 44 odpowiednich rownan
okazalo sie catkowalnymi w znanych funkcjach. Pozostale 6 réwnan, nazwanych
potem Painlevé I — Painlevé VI, okazaly si¢ istotnie nowymi i ich rozwiazania
tworza nowa klase funkcji przestepnych. Réwnania Painlevé I — Painlevé V
otrzymuje sie z Painlevé VI przez odpowiednie przejscia graniczne i dlatego nie
warto ich tutaj wypisywa¢. Réwnania Painlevé ostatnio znajduja coraz wiecej
zastosowan (symetria lustrzana, losowe permutacje, model Isinga).

Celem tego artykulu jest zademonstrowanie pieknych zwigzkéw tych réwnan
z teoria bryl regularnych, ktore mozna uwazaé za najwazniejsze bryly
geometryczne.

2. Grupa monodromii réwnania hipergeometrycznego. Uméwmy sig, ze
zardéwno zmienna konfiguracyjna x jak i czas t w réwnaniu (1) sa zespolone.
Zatem rozwiazania x = ¢(t) sa funkcjami holomorficznymi, t.j. lokalnie.

W szczegblnoded, jedno takie rozwiazanie x = ¢1(¢) jest zadane szeregiem
hipergeometrycznym
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zbieznym w kole |¢| < 1. Drugie, liniowo niezalezne rozwiazanie mozna wybraé

w postaci ¢o(t) = t1 7 F(la—~v+ 1,8 —v+1;2 — v;t) (kazde inne rozwigzanie
jest kombinacja liniowa tych dwu). Jak widaé ¢ ma osobliwo$é w punkcie ¢ = 0,
czego powodem jest fakt, ze prawa strona dla & = ... ma tam biegun. Inne
punkty osobliwe tot =11t = oo.

Rozwigzania ¢(t) mozna przedtuza¢ wzdtuz drég 6 € C\ {0,1}. Przy tym
dostaje si¢ wielowartosciowe funkcje holomorficzne. W szczegdlnosci,
przedtuzenie ¢ wzdluz zamknietej petli § (o poczatku i koncu ty # 0,1) prowadzi
do nowej funkeji ¢, ktéra tez jest rozwiazaniem, ale na ogél réznym od ¢. Na
przyktad, przediuzenie ¢»(t) wzdtuz matej petli wokét ¢ = 0 prowadzi do

Pa(t) = TV (t).

Dla ustalonej bazy (11, 2) przestrzeni rozwiazan w otoczeniu ¢y i petli

6 € m(C\{0,1},t0) definiujemy macierz monodromii M za pomoca wzoru
(1,19) = (Y1, 12) My. Inny wybdr bazy prowadzi do sprzezonej macierzy

M} = BM;B~L.

Wygodnie jest pracowaé z tzw. funkcjg Schwarza

~a(t)
u(t) = SLH. rec\ {01

Monodromia funkcji u jest zadana za pomoca przeksztalcenia Mobiusa

au+c
U—)M§(U) = m,

a b

d
ktora nazywa sie takze grupa monodromii rownania Gaussa. Jest to podgrupa

grupy PSL(2,C) = {( ‘c’ Z ) tad — be = 1}/{1( (1) 2 )} Grupa Mon(u)

w istotny sposéb zalezy od parametréw «, 3,7y, na ogot jest nieskonczona i jej
opis nie jest prosty.

jesli My = ) Przeksztalcenia My tworza grupe monodromii Mon(u),

H. Schwarz [Schw] zainteresowal sie sytuacja, gdy réwnanie (1) rozwiazuje sie za
pomoca funkeji algebraicznych. To znaczy, ze ¢1 (odpowiednio ¢) spelnia
réwnanie algebraiczne P(¢1,t) = 0. W szczegdlnosci, funkcja Schwarza jest
funkcja algebraiczng. W istocie nietrudno pokazaé (wyliczajac wronskian), ze
algebraiczno$¢ u(t) jest wystarczajaca do algebraiczno$ci rozwiazan.

Ogdlna funkcja algebraiczna v(t) jest oczywiscie wielowartosciowa, ale moze tych
wartosci przyjmowaé tylko skonczenie wiele. To oznacza, ze jej grupa
monodromii Mon(v) jest skoficzona; jest to podgrupa grupy permutacji zbioru jej
wartosci nad punktem to. W przypadku funkeji Schwarza skoficzono$é Mon(u)
prowadzi do okre$lonych warunkéw na parametry «, 3,v. Na przyktad, dla

u = ¢1/¢p2 monodromia wokét t = 0, Mo (u) = >~y jest skoniczona

(i cykliczna) tylko wtedy gdy e2™* (V=1 jest pierwiastkiem z 1, t.j. gdy liczba

A :=1— v jest wymierna. Podobnie, rozwazajac monodromie M; i M, wokot
t=11it= oo (w odpowiednich bazach) pokazuje sie, ze liczby pu:= 8 — «
ip:=~v—a—[ sa wymierne.

Niestety skonczono$¢ monodromii wokoét punktéw osobliwych jeszeze nie
zapewnia skonczonosci catej grupy monodromii. Ale istnieje proste globalne
przedstawienie tej grupy. Opiera sie ono na nastepujacym wzorze Eulera

Fla, Byvy;t) = %/{) f(s,t)ds,

gdzie f(s,t) = s771(1 — s)77A~1(1 — ts)~. Inne, niezaleine, rozwiazanie
réwnania (1) mozna wybraé¢ w postaci ffoo f(s,t)ds lub w postaci floo f(s,t)ds.
Zakladamy, ze powyzsze calki sa zbiezne, chociaz mozna sobie poradzi¢ réwniez
w rozbieznych przypadkach (patrz [BaEr]).
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Rys. 2

Wybierzmy funkcje Schwarza w postaci

Mﬂ=ﬂmf4[f

Przy tym zakladamy, ze poczatkowo t lezy w gdérnej pélplaszczyznie

H = {Imt¢ > 0}. Mozna ja przedtuzy¢ przez polprosta {t < 0} do dolnej
pélplaszcezyzny z wlasnoscia w(t) = w(t). Zatem obraz pélprostej ¢ < 0 jest
prostym odcinkiem PR C R (Rysunek 1). Obraz A = w(H) calej péiplaszczyzny
jest tréjkatem krzywoliniowym. Jego pozostale dwa boki sa hukami okregdw,
czyli obrazami prostych odcinkéw przy przeksztalceniach Mobiusa zwiazanych

z innymi wyborami bazy rozwiazan. Przy tym sprzezeniu (zwiazanemu

z przedtuzeniem przez (oo, 0)) odpowiadaja inwersje wzgledem tukéw PQ i QR.
Monodromia w — Mg(w) woké6t ¢ = 0 jest zlozeniem inwersji wzgledem tuku PR
i wzgledem obrazu tuku PQ. To pokazuje, ze kat /P wynosi (1 —v) = 7.
Podobie przedstawiamy monodromie wokét ¢t =11 ¢ = oo i wnioskujemy, ze
grupa Mon(w) jest podgrupa indeksu 2 w grupie generowanej przez inwersje
wzgledem bokéw trdjkata A o katach wA, wu, Tv.

Utozsamiajac C U oo ze sfera S? (za pomoca rzutu stereograficznego

z pélnocnego bieguna), tréjkat A mozemy traktowaé jako tréjkat sferyczny. Jego
obrazy przy inwersjach tworza pewng mozaike sfery; przy tym obrazy moga sie
przecinaé, nakladaé, itp. Grupa Mon(w) jest skonczona tylko wtedy, gdy
odpowiadajaca jej mozaika jest skoficzona. Wtedy Mon(w) jest utozsamiana ze
skoficzong podgrupa grupy SO(3) obrotéw sfery, a sama mozaika jest
indukowana przez odpowiednia bryle regularng wpisana w sfere. Skonczone
podgrupy SO(3) sa nastepujace: grupa dwuscienna obrotéw n-kata foremnego
(rysunek 2), grupa obrotéw czworoscianu foremnego, grupa obrotéw szeécianu i
grupa obrotow dwunastoscianu foremnego.

Wrykorzystujac te klasyfikacje i uwzgledniajac mozliwos¢ naktadania sie
obrazéw A, Schwarz podal pelna klasyfikacje tréjek (A, pu, v) w obszarze

0< A\ u,v,\+p,u+v,v+ A <1 (inne przypadki sprowadzaja sie do tego, patrz
[BaEr]), dla ktérych réwnanie hipergeometryczne rozwiazuje sie w funkcjach
algebraicznych. Ta klasyfikacja (15 przypadkéw) jest przedstawiona w ponizszej
tabeli. Pierwszy przypadek stanowi nieskonczong serie i odpowiada grupie
dwusciennej. Nastepne dwa przypadki odpowiadaja grupie obrotow
czworoscianu, kolejne dwa sa zwiazane z szeScianem a pozostale —

z dwunastos$cianem. W pierwszych pieciu przypadkach grupa Mon(w) jest
rozwiazalna i rozwiazania wyrazaja si¢ w pierwiastnikach, np.

z = (\/(t) + vt —1)P/" dla przypadku dwusciennego. W pozostatych
przypadkach Mon(w) jest nierozwiazalna, réwna A(5).

110p
(5’5’5)’
111 211
(57575)7 <§v§’§>v
111 211
z51) Gri)
111 211 211 121 311
(os) Gows) Gos) (os) (o)
2 2 2 211 411 121 321
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3. Grupa warkoczy w dziataniu na Painlevé VI. Opiszemy wyniki pracy B.
Dubrovina i M. Mazzocco [DuMa/, gdzie sklasyfikowano réwnania Painlevé VI
majace przynajmniej jedno algebraiczne rozwiazanie. Przy tym ograniczono sie
1-parametrowa rodzing (4-parametrowej rodziny (2)) PVI,, definiowang przez

1 1
=-2u—-12% 8=~7=0, 6§ ==.
a 2(u )5, B=7=0, 5
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(Autorzy motywuja to ograniczenie koniecznoscia zachowania rozsadnych
rozmiaréw pracy.)

Réwnanie Painlevé VI jest zwiazane z monodromia pewnego liniowego
zagadnienia rézniczkowego, tylko w troche inny sposéb niz w przypadku
rownania Gaussa. Rozwaza sie 2-wymiarowy uktad

day

= A(?)Y, Y € C?
(3) dZ (Z) ) Ze(c? E(C)

gdzie macierz A(z) ma postaé

Ay Ag As

A= + +
zZ— U zZ — U2 Z —Uus

i macierze A; zaleza od ui,u2,us (oraz od parametru u). Uktad (3) ma punkty
osobliwe z = w1, usg, uz, 00. Dla zadanej bazy ®;(z), ®o(z) przestrzeni rozwiazan,
tworzacej macierz fundamentalna F(z) = (®1, P3), definiujemy macierze
monodromii My, Ma, M3, M., odpowiadajace rezultatom F — F My przedtuzenia
analitycznego wzdtuz petli wokot z = wuq, ug, us, co. Ustalamy specjalng macierz
—n
fundamentalng Foo, tak aby Foo(2) = ( ZO z(i‘ > (14+0(1/2)) przy z — oc;
przy tym zakltadamy, ze

0
A i= —Ay — Ay — Ay = < 0 e )
exp(2mip) 0

Wtedy macierz Mo, = < 0 exp(—2mip

) > nie zalezy od uj, tzn. jest
stala.

Naturalne jest pytanie o warunki na macierze A; = A, (u1, ug, u3) aby réwniez
pozostale macierze M 5 3 byly stale (problem izomonodromicznosci deformacji).
L. Schlesinger podat te warunki w postaci pewnych réwnan rézniczkowych
czastkowych, ktérych nie bede wypisywal. Powiem tylko, ze réwnania
Schlesingera redukuja si¢ do rownania Painlevé VI, za$§ w przypadku gdy
dodatkowo ograniczymy sie¢ przypadkiem nilpotentnych macierzy A;, t.j.

A?=0, j=1,2,3,

dostaje si¢ réwnanie PV'I,,. Odpowiednie wyliczenia sg koszmarne. Podstawowe
relacje wiazace dane w (3) ze zmiennymi w (2) sa nastepujace:
Uz — Uz qg—u

t=—— o= :
uz — uy uz — uy

gdzie g jest pierwiastkiem réwnania algebraicznego a12(q) = 0 przy
A(Z) _ ( a11(z) a12(z) ) .

a921 (Z) a22 (Z)
Zatem, znajac macierze A; bedziemy znali rozwigzanie réwnania PV'I,. Z drugiej
strony, macierze A; mozna odtworzy¢ ze znajomosci macierzy monodromii Mj.
Jest to trescia glebokiego twierdzenia (21-szy problem Hilberta), nad ktérym nie
bedziemy si¢ zatrzymywac. Dalej bedziemy pracowac tylko z macierzami M;.

Skoro A; sa nilpotentne, to M; sa unipotentne, tzn. trM; = 2 i det M; = 1.
Ponadto mamy MzM,M; = M. Okazuje si¢, ze ogdlna postaé tréjki
(M, My, M3) spelniajacej powyzsze warunki jest zadana wzorami

_ 1 —T _ 1 0 _ 1+ 1'2503/:61 756%/561
Ml_(() 1 )’Mz_(xl 1)’M3_< x3 /11 1—mowg/xy )’
przy czym
(4) 22+ 22+ 2k — xiwows = 4sin® Ty

Teraz na arene wkracza grupa warkoczy Bj (z trzech kosmykéw), ktéra mozna
zdefiniowaé jako 1 ((C?\ diag)/S(3)), gdzie
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diag = {(u1,us,u3) : (u1 — uz)(uz — ug)(us —uy) = 0} jest suma diagonali a S(3)
oznacza grupe symetryczna. Grupa warkoczy jest generowana przez dwie petle:
(b1, wzdluz ktorej punkty wy i us przemieszczaja sie aby w rezultacie zamienié sie
miejscami, i (2, prowadzaca do zamiany us < u3. Zachodzi znana relacja

B1B201 = B2/31 2.

Grupa Bs dziata na uklad liniowy (3) poprzez deformacje biegunéw
i w rezultacie na macierze monodromii:

Bi: My — My, My — MoMMy*, My — Ms,

By : My — My, My — Mz, Mz — MMM "

W zmiennych (x1,x2,x3) dostaje sie bardzo proste dzialanie:

(5) Br:(x1,22,23) = (=1, 23 — 2122, X2),
Bo i (x1,22,23) — (23, —T2, &1 — T2x3).

Grupa warkoczy pelni w réwnaniu Painlevé analogiczna role do roli grupy
monodromii w réwnaniu Gaussa. Warunek algebraicznosci danego rozwiazania
réwnania Painlevé tlumaczy sie na skoniczono$é orbity punktu (z1, zo, z3)
wzgedem dziatania grupy Bs. (Niestety algebraiczno$é jednego rowiazania PV,
jeszcze nie implikuje algebraicznodci innych rozwiazan.) Nasze zadanie sprowadza
sie do klasyfikacji trojek (w1, 22, x3) spelniajacych réwnanie (4) i
charakteryzujacych si¢ skoficzonymi Bjz-orbitami.

Przejdzmy do zmiennych r1, 79,3 z przedziatu [0, 1] zadanych tozsamosciami
x; = —2cosmr; (analogia do zamiany «, 3,7 — A, i, v). Okazuje sig, ze liczby r;
musza by¢ wymierne. Na przyklad, przeksztalcenie

B3 (x1,22,73) — (21,22 + 2103 — X322, T3 — T172) Przy ustalonym x; jest
réwnowazne obrotowi o kat m + 27r; w plaszczyZnie (x2,x3).

Warunkiem koniecznym skoniczono$ci orbity tréjki (21,2, z3) z wymiernymi
r1,72,73 jest: B(x1,x2,x3) = (—2cosmwry, —2cosmrh, —2 cosrh) dla pewnych
wymiernych r; = r}(3) i dowolnego 8 € Bs. Problem klasyfikacji takich
wymiernych tréjek (rq,r2,73) prowadzi do wymiernych rozwiazan réwnan
trygonometrycznych cos wr), = cosmry + 2 cosmr; cos wrj (dla réznych permutacji
(ijk) indekséw 1,2, 3), lub (réwnowaznie) réwnan

cos 21 + cos 2w + cos 2mps + cos 2wy = 0, ¢; € Q.

Analogiczne réwnania byly badane przez P. Gordana [Gor]. Dubrovin i Mezzocco
postuzyli sie technika Gordana i pokazali, ze istnieje doktadnie pie¢ skonczonych
orbit dzialania Bs. Kazda taka orbita zawiera punkt (ri,rq,73) ~ (21, 22, x3)

z ponizszej listy:

(©) 111 111 111 112 112
2°3'3)7\2'374)7\2'35/)7\2’35)7\2'5°5)"
1 2 1

Poszczegdlne przypadki odpowiadaja wartoéciom f%, —3 —5 T f%
parametru p.

Nieliniowe dziatanie (5) grupy Bs mozna zrealizowaé przy pomocy pewnego
dziatania liniowego. WeZmy przestrzen V = R3 z symetryczna dwuliniows forma
zadana macierza

2 T 73
g= 1 2 €2 )
xr3 T2 2

t.j. (€5, e;) =2, (e1,e2) = x1, itd. Definiujemy odbicia R; w V, Ryv = v — (e;, v)e;.
Mamy

-1 -z -3 1 0 0 1 0 0
Ri=| 0 1 0 Ro=| —21 1 —xp | ,R3= 0 L0
0 0 1 0 0 1 —x3 —xg 1



Grupa warkoczy dziala na odbiciach
B1: (Ry, Ry, R3) — (Ra, RoRiRo, R3), B : (R1, Rz, R3) — (R1, R3, R3RaR3);

to dzialanie zgadza si¢ z (5).

Grupa G generowana przez odbicia R o2 3 jest skoniczong podgrupa grupy O(V, g)
przeksztalcen liniowych zachowujacych iloczyn skalarny g. Sa to grupy symetrii
pewnych figur regularnych. Pierwsza tréjka z listy (6) odpowiada grupie symetrii
regularnego czworoscianu, druga — oSmioécianu, a pozostale trzy trojki
odpowiadaja réznym wyborom generatoréw grupy symetrii dwudziestoscianu.
Faktycznie, ostatnie dwie tréjki mozna zwiaza¢ odpowiednio

z dwudziestoscianem wielkim i z dwunasto$cianem wielkim.

W pracy [DuMo| sa podawane odpowiednie algebraiczne rozwiazania PVI,. Na
przyklad, w przypadku czworo$cianu mamy takie rozwiazanie zadane w postaci
parametrycznej:

(s —1)3(1+ 3s) (s —1)2(1 + 35)(9s? — 5)2

t= = .
(s+1)3(1—3s)" © ~ (1+s)(25— 207s2 + 15395 + 24355)
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