»Ars Congectandr” Jakuba Bernoulliego

Dobiestaw BOBROWSKI, Poznan

»,Ars Conjectandi” Jakuba Bernoulliego, ktérej
znaczenie jest przedmiotem tego artykuhu, jest
niewatpliwie dzielem przelomowym co najmnie;j

z dwoch powoddéw. A mianowicie zawiera jawne
okreslenie pojecia prawdopodobienstwa oraz opisanie
jego wlasnosci, a po wtore pierwsze sformutowanie
prawa wielkich liczb. Niektérzy twierdza, ze wszystko,
co dzialo si¢ przed Bernoullim, to prehistoria
probabilistyki. W przeszlosci zastanawiano sie nad
wieloma zjawiskami, ktérych przyczyn nie umiano
objasnié, jak np. powodéw zaé¢mienia Ksigzyca.

Brak racjonalnego wyjasnienia tego zjawiska byt
powodem réznych przekonan irracjonalnych majacych
charakter zabobonu, magii itp. Dopiero rozwoj
astronomii pozwolil zrozumieé¢, ze za¢mienie Ksigzyca
wystepuje wowczas, gdy jego trajektoria przecina
ekliptyke. Stwierdzenie to pozwolito na dos¢ precyzyjne
prognozowanie przysztych za¢mien. Zjawiska,

ktorych przyczyny nie byty dokladnie rozpoznane,
nazywano przypadkowymi lub losowymi. Impuls do
matematycznego spojrzenia na problematyke zjawisk
przypadkowych dawala analiza gier hazardowych.
Rozwazania nad grami hazardowymi prowadzito
wielu znanych uczonych. Oparte one byly na
kombinatoryce, przy czym dominowato przekonanie,
ze wszystkie poszczegolne przypadki sa tak samo
mozliwe. Tak wiec w koncu XVII wieku nagromadzito
sie wiele rozwazan o zjawiskach losowych, przede
wszystkim w postaci stawianych pytan i odpowiedzi
na nie. Wielu znakomitych uczonych zajmowalo sie¢
tym w poszukiwaniu iloéciowych sposobéw oceny
zjawisk losowych. Nie byli jednak w stanie wykonac
ostatniego koniecznego kroku — wprowadzenia

pojecia prawdopodobienstwa, choé bliscy tego byli

B. Pascal (1623-1662) i C. Huygens (1629-1695).
Dokonali oni tego, ze powstal fundament pod
wprowadzenie tego pojecia. Pierwszy J. Bernoulli
rozwingl wprowadzone przez C. Huygensa pojecie
wartosci oczekiwanej, przez pojecie stopnia pewnosci,
do mierzalnego prawdopodobienstwa. Odkrycie Jakuba
Bernoulliego pojawito sie w odpowiedniej chwili,
kiedy to probabilistyka nie byla jeszcze nauka, ale
nagromadzito sie juz wiele obserwacji z tej dziedziny.
Pojecie prawdopodobienstwa bylo analizowane do
konca XIX wieku, w szczegblnosci przez A. Moivre’a
(1657-1754) w publikacji ,The Doctrine of Chances”,
London 1756 oraz P.S. Laplace’a (1749-1827). Pojecie
prawdopodobienstwa przed J. Bernoullim nie bylo co
prawda znane, ale statystyczne pojecie czestosci byto
powszechnie stosowane do rozwigzywania konkretnych
zadan, w tym takze pojecie granicy czestosci.
Przejdzmy teraz do podstawowego dziela, ktorego
omodwieniem zajmuje sie w tym artykule. Najpierw

co oznacza tytul: ars to sztuka, nabyta umiejetnosc,

w przeciwienstwie do wrodzonych umiejetnoéci, coniecto

— dostownie dorzucam, a w przenosni przypuszczam,
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Jest to zapis odczytu wygltoszonego

na XXXI Szkole Matematyki
Pogladowej ,,Wybrane dzieta klasykow”,
Grzegorzewice, sierpienn 2003.

wnioskuje, oceniam, ale coniector to wrozbita,
objasniajacy sny. Dokladny tytul mowi, ze w tomie
tym dodatkowo zamieszczono rozprawe o szeregach
nieskoficzonych oraz (napisany po francusku) list o grze
pitka. Autor dzieta, Jakub Bernoulli, nalezal do rodziny,
wsréd cztonkéw, ktorej 12 oséb ma swbdj wkiad do
matematyki, w tym 5 zajmowalo sie probabilistyka.
Jakub Bernoulli urodzil si¢ w Bazylei 27 XII 1654 r.
Ojciec przewidywal dla niego kariere polityczna.
Matematyka stanowita tylko uzupelnienie ogdlnego
wyksztalcenia i interesowal sie nia jako samouk i to
raczej wbrew woli ojca. W 1671 r. zostal magistrem
filozofii, a w roku 1676 ukonczyl studia teologii.

W latach 1670-1682 odbyl podréze do Francji, Anglii,
Irlandii i Niemiec. W 1681 roku ukazala si¢ pierwsza
jego publikacja dotyczaca komet. Od 1685 roku zajmuje
sie probabilistyka, a w roku 1687 obejmuje katedre
matematyki w Bazylei. Na tym stanowisku pozostaje
do $mierci (16 VIII 1705).

W 1684 roku Jakub Bernoulli razem z mlodszym
bratem Janem (1667-1784) opanowali rachunek
rézniczkowy na podstawie publikacji G. W. Leibniza
(1646-1716). M.in. studiowali krzywe, a zwlaszcza
zagadnienia minimalizacji, co doprowadzito L. Fulera
(1707-1783) i J. L. Lagrange’a (1736-1813) do
stworzenia rachunku wariacyjnego. W roku 1690
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J. Bernoulli rozwiazal problem brachistochrony
postawiony w roku 1687 przez Leibniza. Jan (profesor
w Groningen) publikowal rozwiazania probleméw,

ktére w tym samym czasopi$mie stawial Jakub. ,,Ars
Conjectandi” wydana zostala w roku 1713, a wiec osiem
lat po Smierci autora przez jego bratanka Mikolaja
(1687-1750).

Zanim jednak przejdziemy do samego dzieta ,Ars
Conjectandi” musimy nieco uwagi poswieci¢ Cristianowi
Huygensowi (1629-1695) wybitnemu astronomowi,
fizykowi i matematykowi holenderskiemu, ktéry w 1655
roku, bedac w Paryzu dowiedzial sie o stynnych
wynikach B. Pascala (1623-1662) i P. Fermata
(1601-1665) dotyczacych zagadnienia podziatu
wygranej w przypadku nieukonczenia gry, a mianowicie
rozwigzania spelniajacego po raz pierwszy wymogi,

dzi$ powiedzieliby$my, probabilistyczne, tzn. oparte

na dalszym potencjalnym przebiegu nie odbytej gry.
Huygens po powrocie do Niderlandéw, nie znajac,
wtedy nie opublikowanego jeszcze rozwiazania,

doszed! samodzielnie do tych rezultatéw i zamiescit

je w publikowanej w roku 1656 rozprawie ,, Van
rekeningh in spelen van gieluck” (O rachunkach w grach
losowych). W ksiazce tej uzywa, zaczerpnietego

wprost z jezyka potocznego holenderskiego stowa kans
(francuskie chanse) nie majacego pierwowzoru w jezyku
tacinskim, ktore oznaczalo mozliwos¢ osiggniecia
ustalonego celu. Wyraz ten mial niewatpliwie sens
zblizony do prawdopodobienistwa, jednak pojecie

to zyskalo $cisty sens dopiero w latach o wiele
pozniejszych. Do przektadu tacinskiego, ktérego dokonatl
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Frans van Schoten (1615-1660) Huygens proponowal
takie stowa: alea (kostka do gry, przypadek), sors (los,
ryzyko), fortuna (szczeSliwy los), casus (przypadek),
lusio (gra). W oryginale holenderskim mamy jednak
najczesciej opisowe sformutowania tlumaczone na lacine
jako expectatio mea...” (moje oczekiwanie...) co
odpowiada w terminologii nam wspdlczesnej pojeciu
wartosci oczekiwanej.

Na poczatku Huygens formuluje trzy prawa dotyczace
sposobu obliczania wartosci oczekiwanej. Np. I zasada
brzmi : ,Si a vel b expecto, quorum utrumquis aequo
facile mitti obtinere posit, expectatio mea dicenda est
valere (a 4+ b)/2.7, tzn. ,,Jedli spodziewam sie a lub b,
i obie réwnie latwo moge otrzymaé, to oczekiwanie moje
jest warte (a + b)/2”, co ilustruje nastepujaco: ,,Jezeli

. moge wygra¢ 3 szylingi zacisniete w jednej rece lub
7 szylingéw zacisnietych w drugiej, to wybdr jednej reki
jest dla mnie wart 5 szylingéw”.

Na podstawie trzech praw Huygens przytacza

11 przykladéw i formutuje 5 zadan bez rozwiazan. Oto
przyktad czwarty: ,,Gdyby$my grali o to, kto pierwszy
wygra 20 partii, 1 jeslibym wygral 19, a méj partner 18,
... to mialbym réwne szanse wygra¢ nastepna partie

i zdoby¢ a, jak i ja przegraé i zdoby¢ w dalszej grze

%. Zatem zgodnie z I prawem moje szanse wynosza
# = %a, a mojego partnera ia.” Zauwazmy, ze
istotnie dalszy przebieg gry ma trzy warianty A, BA,
BB, gdzie A oznacza wygrana gracza pierwszego, a B
drugiego. Prawdopodobienstwa wygranej gracza A

w poszczegolnych wariantach wynosza odpowiednio 3,
710.

»Ars Conjectandi” , sktada si¢ z czterech czesci.

Czes¢ pierwsza: — Complectnes tractatum Hugenii

de ratiociniis in ludo aleae — obejmuje rozprawe

C. Huygensa. W dodatku do traktatu Huygensa
Bernoulli zamiescil rozwiazania owych pigciu
probleméw, z ktérych pierwszy dotyczy podziatu
nagrody pomiedzy dwoch graczy, grajacych dwiema
kostkami, pod nastepujacym warunkiem: gracz A
uzyskuje nagrode, gdy wygra 6 rzutéw, gracz B — gdy
wygra 7 rzutéw, itd. Na siedmiu stronach dowodzi
Bernoulli, ze podziat nagrody powinien by¢ réwny
proporcji 10353 : 12276.

Pars secunda continens doctrinam de permutationibus
et combinationibus — w tej czesSci Bernoulli zajmuje

sie permutacjami, kombinacjami i kombinacjami

z powtérzeniami. Zamieszcza tabele odpowiadajaca
trojkatowi Pascala, ktérego zapewne nie znal. Nowoscia
jest algorytm obliczania sum poteg poczatkowych liczb
naturalnych za pomoca wspotczynnikow, ktoére pozniej
zostaly nazwane liczbami Bernoulliego.

Pars tertia explicans usum praecedentis doctrinae in
varis sortitionibus et ludis aleae zawiera zastosowania
kombinatoryki w 24 réznych przykladach gier
hazardowych wraz z rozwiazaniami.

Wydaje sie jednak, ze najwazniejsza role spelnia czedé
czwarta, ktora jest najbardziej oryginalna. Nosi ona



tytul: Pars quarta tradens usum et applicationem
praecedentis doctrinae in civilibus, moralibus et
oeconomicis (zastosowanie poprzednich nauk

w sprawach obywatelskich, moralnych i ekonomicznych).

W liscie do Leibniza z 3 X 1703 roku Jakub Bernoulli
pisze o ,,Ars Conjectandi”: ... wieksza cze$¢

mojej ksiazki juz ukonczyltem, ale brak jeszcze
najwazniejszej czedci, w ktorej pokazuje, jak

podstawy mojej sztuki mozna zastosowaé¢ do spraw
obywatelskich, obyczajowych i gospodarczych.”
Rozpoczynaja ja rozwazania nad pojeciami: pewnosé,
prawdopodobienstwo, koniecznosé, przypadek. Pewnosé
oznacza dla Bernoulliego prawde istnienia w przesztosci,
obecnie lub w przyszlosci.

Calkowity determinizm jest wedlug Bernoulliego
faktem obiektywnym. Subiektywna pewnosé polega

na stopniu naszego poznania prawdy. ,, 1o, co przez
poznanie, rozumowanie, czucie, doswiadczenie, autopsje
czy tez na innej drodze stwierdzamy tak, ze o ich
istnieniu w przysztoéci nie mozemy watpié, cieszy

sie pelna i bezwarunkowa pewnoscia. Wszystko inne
otrzymuje w umystach naszych ocene mniej doskonatej
pewnoéci, mniejsza lub wigksza, przez co jest mniej
lub wiecej mozliwe wystapienie jakichs rzeczy obecnie
w przyszloéci lub w przesztosci.

Bardzo ciekawe jest okreslenie prawdopodobienstwa
wProbabilitas est gradus certitudinis, et ab hac differt
ut pars a toto” (prawdopodobiefistwo jest stopniem
pewnosci 1 rézni sie od niej tak, jak cze$é od calodei).
»Jesli pewnosé catkowita i bezwarunkowa oznaczymy
litera a lub jedynka, to mozna przyjac¢, ze sklada sie
ona z np. pieciu prawdopodobienstw, jakby czesci,

z ktorych trzy swiadcza o istnieniu lub przysztosci
jakiego$ zdarzenia, a pozostale sa jemu przeciwne.

O takim zdarzeniu méwimy, ze ma %a lub % pewnosci.”
, Te mozliwos¢ nazywa sie bardziej prawdopodobna,
ktora ma wieksza liczbe czesci pewnosci.”

Natomiast moralnie pewnym (moraliter certum) jest
»to czego prawdopodobienistwo jest prawie rowne pelnej
pewnoéci, tak ze nie mozna réznicy uwazacé za istotna”,
natomiast moralnie niemozliwym jest to, co ma tylko
tyle prawdopodobiefistwa, ile moralnie pewnemu
brakuje do pelnej pewnosci.

W dalszym ciagu Bernoulli rozwaza rzeczy konieczne

i przeciwstawia im rzeczy przypadkowe. ,Pewne

jest, ze z potozenia koéci, predkosci, odlegtosci od
deski do gry w chwili, gdy opuszcza reke rzucajacego,
ko$¢ nie moze upasé inaczej, niz rzeczywiscie pada.”
»,Podobnie przy danym stanie powietrza i przy danych
wiatrach, mgtach, chmurach, masach, potozeniach,
kierunkach, predkosciach, jak tez prawach mechaniki,
wedtug ktérych wystepuje wzajemne oddzialywanie,
jutrzejsza pogoda nie moze by¢ inna niz ta, ktora
rzeczywiscie bedzie. Do tego stopnia jest to nastepstwo
jej bezposrednich przyczyn. Nie mniej konieczne,

jak zjawisko zaémienia, jest nastepstwem ruchu cial
niebieskich; i tylko zwyczajowo za¢mienie zalicza sie do
koniecznych, wynik za$ rzutu koscia i jutrzejsza pogode
do przypadkowych.”
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,Nie ma na to innych argumentéw niz to, ze dla
okreslenia przysztych zjawisk dane, jakie nalezaloby
przyjac i jakie sa one w rzeczywistosci, nie sg nam
wystarczajaco znane, a jesli bylyby — to niedo$¢
rozwinieta jest geometria i fizyka, aby mozna bylo
rachunkiem wyznaczy¢ zjawiska, tak jak ze znanych
zasad astronomii mozna rachunkowo przewidzie¢
za¢mienia.”

Przesledzimy z kolei jak Bernoulli proponuje ocenianie
prawdopodobienstwa w zagadnieniach spotecznych.
,Prawdopodobienstwo ocenia si¢ zaréwno na podstawie
liczby jak 1 wagi (pondus) argumentéw.” Réznorakosé
argumentéw ilustruje nastepujacy przyktad podany
przez Bernoulliego:

Na drodze znaleziono zabitego Tytusa. Mewio jest
oskarzony o zabdjstwo. Argumenty oskarzenia sa
nastepujace:

1° stwierdzono, ze nienawidzit Tytusa;

2° badany zblad! i odpowiadat z lekiem;

3° w domu Mewio znaleziono miecz mokry od krwi;

4° w dniu, w ktérym Tytus zostal zabity na drodze,
przechodzil nig Mewio;

5° Kajus zeznal, ze w przeddzien zabdjstwa odbyla sie
kiétnia miedzy Tytusem a Mewio.

Aby prawidlowo oceni¢ argumenty Bernoulli proponuje
ogdlne zasady (regulas seu axiomata), ktére jedynie
zdrowy umyst ludzki powinien dyktowaé, a ktore

w zyciu stale sa stosowane jako najroztropniejsze.”
Takich zasad wymienia 9. Dla przyktadu przytocze
tutaj zasade siddma, ktora glosi, ze ,wartosci
postepowania ludzkiego nie nalezy oceniaé¢ po jego
skutkach; niekiedy najgtupsze dziatania ciesza sie
najlepszymi osiagnieciami i na odwrét — najbardziej
madre sg najgorszymi ... tak wiec jedli ktos rzucajac
trzy kosci cheialby w pierwszym rzucie otrzymac trzy
,Sz6stki”, to nawet jesli taki wynik uzyskal, musi by¢
uwazany za glupca”.

A oto inny przyktad: Sg $wiadkowie, ze podczas
zamieszek zginal czlowiek zasztyletowany przez zabdjce
odzianego w czarng chlamide. Ale widziano trzech
uczestnikow odzianych w czarne chlamidy. Jest wiec
argument, ze zabdjca byt Gracchus, gdyz mial czarna
chlamide, ale jednoczesnie jest to argument w obronie
Gracchusa, gdyz zabdjca mogl byé¢ kazdy z pozostatych
0s6b majacych czarne chlamidy.

Centralne zagadnienie IV czesci ,Ars Conjectandi”,
ktére konczy te ksiege, pdzniej zostalo nazwane prawem
wielkich liczb w postaci Bernoulliego. Byto to nie

tylko jeszcze jedno wazne twierdzenie, rozpoczynajace
nowy etap w rozwoju pojecia prawdopodobienstwa

oraz calej teorii prawdopodobienstwa. Tresé
twierdzenia Bernoulliego znajduje sie dzi$§ w kazdym,
choéby najskromniejszym, kursie rachunku
prawdopodobienistwa, zmienia sie tylko metoda dowodu,
gdyz sto piecdziesiat lat po Bernoullim problemem tym
zajal sie¢ ponownie P.L. Czebyszev (1821-1894) i znalazl



daleko idace uogdlnienie oraz podal prosta i mocna
metode dowodowa.

Nie mniej zapoznamy sie ze sformutowaniem
twierdzenia Bernoulliego ze wzgledu na znaczenie
nowych idei w nim wystepujacych. Niech liczba
wszystkich przypadkéw pozytecznych do wszystkich
mozliwych ma sie jak r do t = r + 5. Wowczas mozna
wziaé tyle obserwacji zeby prawdopodobienstwo, iz
zaobserwowana czestos¢ znajdzie sie pomiedzy T;1

a TJtrl bylo ¢ razy wigksze niz prawdopodobienstwo, ze
znajdzie si¢ poza tym przedzialem, tzn.

P r—lgfgr—kl > P £<r—1/\£>r+1
t t n t n t

n
lub
P -rl=e) > er (5 -2]>2)
n n
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x
P5-rl>e) <51
gdziep = %, e = %, n — liczba obserwacji,  — liczba
pozytywnych obserwacji. P6zniej znaleziono
doktadniejsze oszacowanie
P (‘E —p‘ > 5) < e_"§.
n
Jednak nie nalezy kojarzy¢ prawa wielkich liczb
z faktem, ze w otaczajacym nas $wiecie czestosé zjawisk
losowych jest stabilna, tzn. np. w oparciu o zasade
izonomii gloszacej, ze np. prawidlowa tzn. idealnie
symetryczna moneta ,nie ma prawa” upasé czesciej
jedna strong niz druga, o ile tylko liczba rzutéw bedzie
dostatecznie duza. Sa to spostrzezenia bliskie sobie, ale
nie identyczne.

Sformulowanie prawa wielkich liczb wyraznie wskazuje
na zwiazki pojecia prawdopodobienstwa z pojeciem
czestoéci w dostatecznie dlugim ciagu obserwacji,
eksperymentu itp. zjawisk empirycznych. Bernoulli
pisze, ze kto nie ma dostatecznych podstaw do

oceny prawdopodobienstwa a priori na podstawie
rozumowej, to powinien wielokrotnie obserwowaé
wyniki w analogicznych warunkach i otrzymana czestos$c
traktowaé jako prawdopodobienstwo a posteriori.

Prawo wielkich liczb bylo dla Bernoulliego logiczna
podstawa uzasadniajaca postepowanie intuicyjne,
praktykowane juz dawno. Omawiajac poglady Jakuba
Bernoulliego warto zwroci¢ uwage na przekonanie,

ze wieksza liczba obserwacji daje wieksza pewnosc.
Bernoulli w 1738 roku, aby przekonaé sie o pewnym
fakcie, wskazal na konieczno$¢ przeprowadzenia 25.550
obserwacji, podczas gdy liczba mieszkancow Bazylei
byla wéwcezas mniejsza niz 25.550. Zauwazmy jeszcze,
ze mimo iz prawo wielkich liczb byto opublikowane

w roku 1713, to wedlug notatki samego J. Bernoulliego
dowdd byl mu znany jeszcze przed rokiem 1690. I dalsze
wyniki w uécidleniu prawa wielkich liczb znanego

jako twierdzenie Moivre’a—Laplace’a. Uogoblnienie

tego prawa zawdzieczamy Poissonowt, a nastepnie

P.L. Czebyszevowi.

J. Bernoulli dochodzi do konkluzji w ,,Ars
Conjectandi”: ,Jezeli zostana zaobserwowane wszystkie
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zdarzenia w wiecznosci, to zostana poznane wszystkie
stosunki (ratios)”. Bylo to powtdrzenie pogladéw
Platona, a byly one bledne. Wynikalo to po pierwsze

z ulegania uparcie wysokiemu znaczeniu ,moralnej
pewnosci”. J. Bernoulli glosi, ze niepewnos¢ rosnie, gdy
maleje liczba obserwacji — ,,dla najglupszego czlowieka
dzicki samemu instynktowi natury z siebie samego bez
zadnej instrukeji”.

Interesujaca jest lektura listow, jakie wymienili w latach
1703-1705 J. Bernoulli z G.W. Leibnizem (1646-1716).
Bernoulli informowal, ze znalazl sposéb empirycznej
oceny prawdopodobienstwa. Leibniz byl przekonany,

ze ocena taka musi opiera¢ sie na nieskoficzenie wielu
obserwacjach, a nie na skonczonej ich liczbie, jak glosit
to Bernoulli. Duza liczba obserwacji, np. rzutéow kostka,
moze utwierdzi¢ nas w przekonaniu, ze kostka jest
prawidlowa (symetryczna), ale nie pozwoli nam na
prognoze wyniku nastepnego rzutu.

Dziesieé¢ lat po Smierci znanego filozofa Spinozy
(1632-1677) w Hadze zostala opublikowana anonimowo
praca, ztozona z dwbch czedci, rézniacych sie znacznie
trescia; pierwsza pt. ,Badanie teczy”, druga pt.
,Uwagi 0 matematycznym prawdopodobienstwie”.
Badania wskazuja, ze sa to dzieta Spinozy. W drugiej
czesci znajduje sie rozwigzanie pierwszego zadania
Huygensa oraz sformulowanie pozostalych czterech.
Nas powinno zainteresowaé to, ze w tytule méwi sie
juz o ,matematycznym prawdopodobienstwie” chociaz
w samej pracy prawdopodobienstwa nie okresla sie.

Praca J. Bernoulliego odkryla przed teoria
prawdopodobiefistwa nowa droge rozwoju zmierzajaca
do przeksztalcenia jej w nowa matematyczna
dyscypline, majaca swoja wlasna tematyke, zwigzana
z poznaniem wpltywu duzej liczby przyczyn,
prawidlowosci, zwiazanych z prawem wielkich liczb.
Dalszy rozwdj probabilistyki wykazal, ze najwazniejsze
jest nie to, iz teoria prawdopodobienstwa to aparat
obliczeniowy, ale to, ze stwarza o wiele szersza
koncepcje pozwalajaca ustalaé porzadek i prawidlowosci
tam, gdzie podejécie deterministyczne zawodzi.
Ogromne znaczenie teorio-poznawcze probabilistyki
polega na ogélniejszym pojmowaniu przyczynowosci,
niz czyni to jakakolwiek czysto deterministyczna
teoria. Rozwazania Bernoulliego nad pojeciem
prawdopodobienstwa daly podstawy powstalej wowczas
dziedzinie wiedzy, ktéra nazywano rachunkiem
prawdopodobienistwa, a ktéra na tych podstawach
rozwijata sie w latach nastepnych, az do kolejnego
przetomu, jakim byla jej aksjomatyzacja w XX wieku.
Na zakoniczenie odnotujmy, ze teza doktorska bratanka
J. Bernoulliego Mikolaja dotyczyla zastosowan metod
zawartych w ,Ars Conjectandi” w problematyce
prawne;j.
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