Bujanie w przestrzeni

Michat SZUREK, Warszawa

Artykul ten jest spisaniem wykladu, jaki mialem w XXIX Szkole Matematyki
Pogladowej (Grzegorzewice, sierpien 2002 r.) Jak wiadomo, szkola po$wiecona
byta pojeciu przestrzeni. Temat byl chwytliwy. Nic dziwnego. Przestrzen
interesuje filozofow, historykéw, fizykéw, matematykéw . . .1 zwyktych ludzi.
Nawet na studiach polonistycznych sa zajecia o czasie i przestrzeni w dzietach
literackich. Celem mojego wykladu bylo podzielenie si¢ z audytorium swoimi
wrazeniami o tym, jak mozna uczy¢ badz tylko opowiadaé o przestrzeniach
wielowymiarowych dla trzech typéw audytoriéw: 1) humanisci (uczestnicy
mojego seminarium ,Humanistyczne Aspekty Matematyki” i inni, okazjonalnie
spotykane audytoria), 2) nauczyciele matematyki (uczestnicy Seminariéw
Edukacji Matematycznej prowadzonych pod egida Fundacji Rozwoju
Matematyki Polskiej, uczestnicy spotkan organizowanych przez rozmaite
wydawnictwa oSwiatowe), 3) zdolne dzieci (gléwnie stypendysci i podopieczni
Krajowego Funduszu na Rzecz Dzieci dla dzieci wybitnie zdolnych, tzw.
»geniusze” ). Whrew pozorom, te trzy kategorie maja wiele wspdlnego. Powiem,
ze mam tu na mysli ,humaniste w starym sensie”: to cztowiek o szerokich
zainteresowaniach, dostrzegajacy ludzkie aspekty rozmaitych nauk. Odnosze
wrazenie, ze humanistami lubia nazywaé sie ludzie, ktérzy nie lubig matematyki,
nie rozumieja jej i nie znaja. Wybitny humanista nie znajac matematyki,

moze wypowiadac sie na jej temat bardzo sensownie. Mam tu na my$li Leszka
Kotakowskiego i jego esej ,,Matematyk i mistyk” w ksiazeczce ,Miniwyktady

o0 maxisprawach”.

Drugim celem wykladu bylo spojrzenie na to co robimy z punktu
widzenia. . . teorii literatury. Matematyka jako literatura wydaje mi sie ciekawym
watkiem.

Kazdy z nas, matematykdéw, wie, ze typowsa reakcja interlokutora, gdy sie dowie,
jaki jest nasz zawdd, jest ,,Panie, ja w szkole nigdy nic nie rozumiatem a mature
zdatem dzieki $ciggawkom w kanapkach”. Ale bywa i inna reakcja: ,,Aaa,

bardzo mi przyjemnie poznaé¢ czlowieka, ktory umie sobie wyobrazié¢ przestrzen
pieciowymiarowa”. Takie wlasnie odezwanie sie pewnej mitej humanistki sktonito
mnie wiele lat temu do opracowania referatu o wielu wymiarach. Czy jednak
mozna opowiada¢ o matematyce tak, zeby to bylo zrozumiale dla audytorium

i uczciwe?

Najpierw dwie uwagi ogdlne.

1) Nawet Steven Hawking (,,Krétka historia czasu”) wyznaje zasade, ze
zamieszczenie wzoru matematycznego w ksiazce zmniejsza jej sprzedawalnosé
o potowe. By¢ moze — jednak termin ,sprzedawalnos$é” budzi we mnie dosc¢
jednoznaczne i niezbyt sympatyczne skojarzenia. Ale w opinii Hawkinga jest
duzo prawdy. Z niezrozumialych wzgledéw ,humanisci” , nawet ci prawdziwi,
maja fobi¢ na punkcie wzoru. Uczenie matematyki polega rowniez na uczeniu
rozumienia wzoréw. To osobna, wcale nie bagatelna sprawa.

2) Matematycy czesto tworza na uzytek ,humanistéw” rézne konstrukcje
my$lowe, ktére maja im pomdc w rozumieniu, a czesto zaciemniajg obraz
matematyki. Takie okreslenia, jak twierdzenie o kanapkach (kazda kanapke
mozna przecia¢ plaskim cieciem tak, by przepolowi¢ bulke, masto i szynke),

o obieraniu ziemniakéw, a nawet o cudownym podziale kuli sg zabawne dla nas
samych — ,humanisci” sadza, ze matematyka teoretyczna naprawde zajmuje sie
przecinaniem prawdziwych kanapek i domykaniem czego$. Najlepiej ilustruje
to méj ulubiony cytat o zakrzywieniu przestrzeni, ktére uchodzi za jedna

z niemozliwych do zrozumienia sztuczek fizykéw. Clive Staple Lewis pisze:

Matematyka jest teraz najblizsza rzeczywistosci. Wszystko mozliwe do
wyobrazenia, nawet wszystko to, czym mozna manipulowaé za pomocg zwyklych
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Bardzo lubil matematyzowaé i wplataé
fizyke do swoich tekstéw wybitny pisarz
wtloski Alberto Moravia. Wychodzity

z tego takie kwiatki: Flaga zwisa
nieruchomo z braku cigzenia (reportaz
o wyprawie Apolla 11).

Uwazny Czytelnik wysnuje z tego

stuszny wniosek, ze nie popieram takiej
metody popularyzacji matematyki,

gdzie za wszelkg cen¢ unikamy pisania
wzoréw. Muzyka bez zapisu nutowego jest
mozliwa, matematyka bez formul — mimo
wszystko nie. A jesli nawet, to jest bardzo
trudna.

(to znaczy niematematycznych) pojeé, jest tylko analogiq, ustepstwem dla
naszej stabosci, dalekim od tej prawdy, do ktorej matematyka byla drogq.
Nowoczesna fizyka nie przemawia do rzesz bez przypowiesci. Takie wyobraZenie
jak ,zakrzywienie przestrzeni” daje sie $cisle porownac do starej definicji Boga
jako kola, ktorego srodek jest wszedzie, a obwdd nigdzie”. Oba skutecznie
sugerujg; kazde czyni to, przedstawiajgc to, co na poziomie naszego zwyklego
myslenia jest nonsensem. Przyjmujgc ,zakrzywienie przestrzeni” nie ,wiemy”
ani nie cieszymy sie ,prawdqg” na sposob, ktory kiedys uwazano za mozliwy.
(Clive Staple Lewis, Odrzucony obraz, Krakéw 1995).

Lewis zachowuje sie tu jak akuzmatyk: zaklada, ze pewnego pojecia nie da sie
zrozumieé i zaczyna je kontemplowaé. Nie wolno odrzucaé akuzmatycznego
spojrzenia na matematyke, nalezy jednak prébowaé co$ zrozumieé. Tymczasem
kazdemu, naprawde kazdemu humaniscie, da sie $cisle wyttumaczy¢, co to

jest metryka Riemanna — pod warunkiem wszakze, ze nie bedziemy mowié

o mitycznym ,zakrzywieniu przestrzeni”, tylko nauczymy stuchacza mnozyé
macierz 2 na 2 przez wektor 2 na 1. O tym jednak nie tutaj.

A wigc jak wprowadzam przestrzen czterowymiarows? Przeprowadzam
standardowa konstrukcje. Staram si¢ mie¢ krede w czterech kolorach. Rysuje
bialy (a czarny, jesli pisze na flamastrem na bialej tablicy) odcinek i przesuwam
w ,zielonym” kierunku. Pytam ,co to jest?”. Stysze odpowiedz: kwadrat!”.

A nie, odpowiadam, bo to tylko rysunek kwadratu. Ze nie rozdrabniam wlosa
na czworo, staje si¢ jasne, gdy narysuje na tablicy bialo-zielono-niebieski
szeScian. Kazdy rozumie, ze to jest tylko rysunek obiektu, bo sam obiekt jest
przestrzenny. W zaleznosci od swojego wyczucia audytorium pozwalam sobie
teraz na jeden lub dwa standardowe zarty. Zart nr 1. Pani w szkole pokazuje
dzieciom obrazek i pyta, co na nim jest. ,,Kot!!!” krzyczg dzieci. ,Nie, dzieci,

to nie kot, tylko rysunek kota! A na tym obrazku?” — ,Mysz”, odpowiadaja
dzieci juz mniej pewnie. ,,Nie, dzieci, to nie mysz, tylko rysunek myszy! No, a na
tym?” — ,Juz wiemy, juz wiemy!!! Rysunek kota lapie rysunek myszy!!!” Zart
nr 2. Wyrazam zal, ze organizatorzy nie zapewnili czterowymiarowej tablicy.
Zart nr 2 stuzy mi do zwrécenia uwagi na to, ze juz trzeci wymiar musiatem
umownie przedstawi¢ na plaskiej tablicy jako ukosny kierunek, wigc pytanie

o tym, dlaczego czwarty wymiar to tez ukosna kreska, jest nie na miejscu. Bo
przeciez musze zmiesci¢ co$ wymiaru wigkszego w czyms$ o wymiarze mniejszym.
Jedli wyklad jest dla nauczycieli, to wspominam tu o zasadzie szufladkowej
Dirichleta. Troche nie na temat, ale nie szkodzi, jezeli sie dowiedza. Cel uswieca
srodki (poglad, jak wiemy, dyskusyjny).

Nadchodzi kulminacyjny moment przedstawienia. Biore do reki czerwona krede
i przesuwam narysowany szescianik w czwartym, lekko ukosnym wymiarze.
Powstaje znany nam wszystkim rysunek kostki I*. Gdy delektuje sic wlasna
praca, pada zwykle pytanie: a co jest tym czwartym wymiarem, na pewno
czas? Nie moge odpowiedzie¢ jak sierzant w wojsku, bo najtrudniej jest

wlasnie przekonaé wszystkich, ze nie jest to pytanie matematyczne, a ja tutaj
tylko zajmuje sie matematyka. Zwykle dochodzimy do wspdélnej konkluzji, ze
jakkolwiek ten czwarty wymiar wyglada, ja go umiem przedstawi¢ na rysunku.
To jest dobry moment do uwag na temat uniwersalnosci matematyki. Cytuje tu
zwykle Eulera, ze matematyk, jak dlugo jest matematykiem, nie musi paraé sie
filozofig. Jesli wyklad jest dla humanistéw, badz nawet nauczycieli, to nawiazuje
tu do znanej w teorii literatury koncepcji make-believe: autor stwarza jakis
Swiat, my wierzymy w jego istnienie ...dopdki czytamy ksiazke.

Bez trudu dowodze (najczesciej prosze kogos do tablicy), ze przekatna takiej
kostki ma dtugos¢ 2. Na ogdt wszyscy zgaduja, ze w kostce n-wymiarowej bedzie
to v/n. Ciesza sie, ze rozwiazali n-wymiarowe zadanie. Uczniom i nauczycielom
pokazuje zatem taki paradoks:

Zadanie. W naroza kostki n-wymiarowej o dlugosci krawedzi 1 wpisano 2n
kul o promieniach 1/2. Miedzy nie wpisano kule styczna do nich zewnetrznie.
Obliczy¢ jej promien. Rysunek obok obrazuje sytuacje dla n = 2.
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Dowéd: Jedli ¢ = 1, to (22 + 1) jest
potega tréjki. Dlaczego jest to dowdd?

Ja—1
T

Bardzo tatwo jest obliczy¢, ze promien ,mniejszej” kuli jest réwny r =

V3-1

Dla n = 3 to jest réwne ~ 0,18, dla n =4 juz 0,25, gdy zas n =9

to ,malta” kula ma promien 1/2 i jest po prostu kula wpisana w kostke.

Dla wigkszych n jest jeszcze ,paradoksalniej” , na przykiad, gdy n = 25, to
,mala” kula wystaje doé¢ daleko poza kostke!

Charakterystyczne jest, ze rozwiazania tego zadania na ogd! nie rozumieja
humanisci. Nauczyciele za$ uporczywie szukaja btedéow rachunkowych. Tylko
uczniowie przyjmuja, ze w przestrzeni wysokiego wymiaru widocznie tak musi
by¢ i basta.

Licze teraz, ile jest écian kolejnych wymiaréw w kostce I*. Wprowadzam pojecie
Sciany pustej i éciany pelnej. Obliczam naprzemienna sume $cian, wychodzi zero
i formutuje twierdzenie Eulera. Gdy zajecia sa dla nauczycieli, zwracam uwage,
ze liczby Scian kolejnych wymiaréw w kostce I™ sa réwne wspdlczynnikom przy
kolejnych potegach z w pewnym wyrazeniu. Na pytanie ,dlaczego?” na ogdl nikt
nie umie odpowiedzie¢. Pokazuje wtedy, ze obie liczby obliczane sa wedtug tego
samego wzoru rekurencyjnego, podobnego do schematu Hornera:

Jezeli s, (k) oznacza liczbe k-wymiarowych $cian w kostce wymiaru n, albo
wsp6tezynnik przy " F w rozwinieciu (2z 4+ 1), to

sp(n) = 2sk—1(n) + sg—1(n — 1)
Jezeli mam do dyspozycji Excel, to pokazuje, jak obliczy¢ kolejne sg(n),
przesadnie egzaltujac sie tym, ze oto uprawiam za pomocs arkusza
kalkulacyjnego geometrie n-wymiarows.

Dygresja: Jakie motto kiedy przyswiecalo edukacji?

1900: Niechaj w polu pasa Swinie, kto nie umie po lacinie.

1945: Nie matura, lecz cheé szczera, zrobi z ciebie oficera.

1965 (autentyczne, z UW) Niech pogania woly w polu, kto sie nie zna na Algolu.
2000: Nie osiagniesz nigdy celu, gdy si¢ nie znasz na Excelu.

2050: Tylko profesory i docenty wiedza, co to sa procenty.

Bawiac sie danymi, otrzymanymi z obliczen liczby Scian, odkrywamy
ekperymentalnie kilka twierdzen, na przyktad:

Suma liczb $cian (bez uwzglednienia $ciany pustej) jest potegq trdjki. W kostce
wymiaruy 3n — 1 jest tyle samo $cian n-wymiarowych, co scian wymiaru n — 1.

Najbardziej podoba si¢ to zdolnym uczniom. Humaniséci maja trudnosci
techniczne, ale staram si¢ im wytlumaczy¢, na czym polega uogdlnianie
twierdzen matematycznych i w ogéle niektére aspekty rozwoju matematyki.
Nieco naciaggajac, méwie tak: kto z Panstwa sie zastanawial dlaczego kwadrat
ma tyle samo wierzcholkéw, co bokow? Jesli nawet tak, to kto sie zastanowit
nad pytaniem: jakiego ogélnego twierdzenia jest to szczegdlny przypadek? Tak
wlasnie czesto postepuje matematyk.

Mozna obliczyé¢ kat nachylenia przekatnej do podstawy. Ladne jest zadanie o
skoérce.

Zadanie o skoérce. Ile objetosci jabtka wymiaru n zawarte jest w skorce?
Nalezy oczywiscie przyja¢ arbitralnie grubosé¢ skérki oraz ,wyttumaczyc¢”,
dlaczego objetos¢ roénie proporcjonalnie do n-tej potegi promienia. To nie jest
trudne: kwadrat sktada sie z czterech kwadracikow o dwa razy krétszym boku,
szeScian z oSmiu kostek o dwa razy krétszej krawedzi, a kostka n-wymiarowa

z 2" malych. Mozna sie bawié wyliczeniami w jakiej przestrzeni na skorke
przypada polowa objetosci. Efektowny jest taki wariant zadania:

W przestrzeni wymiaru 25 jagka sq kuliste. Kazde jajko jest pakowane w
szescianik, ktorego zewnetrzna krawedz ma 3 cm, a $cianki majg grubosé 1 mm.
Skorupka jajka ma grubosé 1 mm. Ile procent objetosci opakowania zajmuje
bialko 1 Zoltko jajka?
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Do rozwiazania tego zadania potrzebna jest umiejetno$¢ obliczania objetosci
kuli.

Zadanie. Obliczy¢ promien kuli wpisanej w kostke n-wymiarowa i kuli opisanej
na takiej kostce.

1
Odpowiedz: wpisana ma promien 1/2, opisana 5\/5

Mozna prosto rozwiazaé¢ wiele zadan dotyczacych geometrii kostki (nachylenie
przekatnej do podstawy, promien kuli wpisanej, opisanej i kuli stycznej do
wszystkich krawedzi, zadania z rachunku prawdopodobienstwa na wedréwki
muchy po krawedziach). Mozna tworzy¢ siatki kostki czterowymiarowej. Mozna
gra¢ w kotko i krzyzyk i jest to naprawde bardzo ciekawe ... przez pewien czas
(p. zadanie nizej).

Jako zadanie ,interdyscyplinarne” polecam:

Zadanie. Szkielet kostki n-wymiarowej zbudowany jest z drutu. Opor kazdej
krawedzi rowny jest r. Do przeciwleglych wierzchotkow kostki podtaczony jest
prad. Obliczy¢ opdr catkowity uktadu.

Zadanie to jest pouczajace réwniez dlatego, ze aby zrobié¢ taki schemat potaczen,
nie trzeba si¢ zanurza¢ w przestrzen wymiaru n — wystarczy pokombinowaé. Tak
oto znajduje zastosowanie twierdzenie Kuratowskiego o splaszczalnosci graféw.

Sympleks. Przechodze do badania n-wymiarowego sympleksu. Pozornie nie
ma w tym nic skomplikowanego (jesli juz stuchacze maja wystarczajaco duzo
wyobrazni), ale z praktyki mojej wynika, ze jest to temat trudny. Sympleks nie
jest bowiem tak prosta bryta jak kostka, a z drugiej strony nie ma w nim tak
wiele fascynujacego, jak w kuli. Tak ze jest to temat do omoéwienia ze zdolnymi
uczniami i ... rozsadnymi nauczycielami {sa tacy, zapewniam}.

Moéwie tylko o sympleksie foremnym, ktéry jest utworzony przez n + 1 punktow
tak, ze wszystkie wzajemne odleglosci tych punktéw sg réwne 1. Sympleksy
mozna latwo rysowaé. Wystarczy zaznaczy¢ na kartce n punktéw tak, by zadne
trzy nie lezaly na jednej prostej i potaczy¢ wierzchotki, kazdy z kazdym. Obok
sympleks wymiaru 4, prawda, ze tadny (tu wzruszam sie, rzucam dygresje o
zlotym podziale, a gdy sie opanowuje, to wyjasniam, ze wszystkie odcinki maja
dlugosé 1).

Latwo dowodzi sie (indukcyjnie, twierdzenie Pitagorasa) formulki na wysoko$é

sympleksu:
n—1\2
h31< ) W2,
n

Przypominamy sobie wzor na wysoko$é¢ tréjkata rownobocznego i wyliczamy, ze
kwadraty wysokosci kolejnych symplekséw sg réwne:
325 7 495

273'8712°7°16°97" "
. . . . , . n+1
co owocuje nam ladnym zadaniem na indukcje: wykazadé, ze h,, = o

Ciekawe, ze granica wysokosci sympleksu przy n dazacym do nieskonczono$ci

jest —.

V2

Aby wyprowadzi¢ wzdr na objeto$é sympleksu, musimy przekonaé (siebie i
innych), ze objeto$¢ ostrostupa to — iloczynu ,pola” podstawy razy wysokosé.
To nietrudne. Laczymy srodek kostTlL{i wymiaru n z wierzchotkami. Otrzymujemy
2n ostrostup6w, kazdy o ,polu podstawy” 1 1 wysokosci 1/2. A zatem objetosé
takiego ostrostupa jest réwna — iloczynu ,pola” podstawy razy wysokoscé

. 1 musimy przyja¢ na WiarQ,n ze tak jest dla wszystkich ostrostupéw.
Wyprowadzamy stad tadny wzoér na objetos¢ sympleksu o krawedzi 1:

o — 1 /n+1

"l 2n
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i wygenerowalo nam si¢ zadanie z analizy: obliczy¢ lim wv,. Nie potrzeba

n— 00
wielkiej wprawy, zeby zobaczyé, ze granica jest réwna 0. Ciag (v,,) jest zreszta
bardzo szybko zbiezny do zera, juz vy jest rowne 0,02.

Standardowo rozwiazuje sie:

Zadanie. Wyliczy¢ promien kul (wpisanej, opisanej i stycznej do wszystkich
krawedzi) w sympleksie, wyznaczy¢ katy (np. katy nachylenia krawedzi do
podstawy) itd.

Niestety, zadne z przedstawionych przeze mnie audytoriéw nie zainteresuje

sie glebiej takimi wlasnosciami n-wymiarowego sympleksu, ktére mozna bez
wiekszego trudu przenies¢ z n = 3, tj. z czworodcianu. Polecam np. zastanowienie
sie, ktore z wlasnosci czworoscianu, o ktérych pisalem w rozdziale 11 ksiazki
»,Opowiesci geometryczne” mozna uogdlni¢ na dowolny wymiar. Podam jedna:

Jezeli wszystkie wysokosci n-wymiarowego sympleksu przecinaja sie w jednym
punkcie, to kazda $ciana wymiaru k jest prostopadla do przeciwleglej $ciany
wymiaru n — k — 1.

Dowdéd przenosi sie bezposrednio z przypadku n = 3. Oznaczmy wierzchotki
sympleksu przez A;, gdzie i = 1,2,...,n + 1. Niech O bedzie punktem wspdlnym
dwo6ch wysokosci, np. A1 Hy 1 AgHs. Wtedy OA; jest wektorem prostopadlym
do Sciany A AsAy ... A,s1, natomiast O As jest wektorem prostopadlym do
Sciany A1 AsAy ... Apy1. Krawedz A1 A = A10 — O A, jest zatem prostopadta do
Sciany AsAy ... A1, ktéra jest przeciwleglta do A; As. To dowodzi twierdzenia
w przypadku k£ = 1. Ciag dalszy dowodu jest zrozumialy.

Punkt wspolny wysokosci sympleksu nazywamy jego ortocentrum. Mozna
tez stosunkowo nietrudno zauwazy¢, ze jezeli sympleks ma ortocentrum, to
istnieje w nim ,sfera 3(n + 1) punktéw” — sfera przechodzaca przez spodki
wysokosci, $rodki ciezkosci $cian i srodki odcinkéw wysokosci od ortocentrum
do wierzcholtkéw. Taka sfera jest odpowiednikiem okregu dziewieciu punktéw
(okregu Feuerbacha).

Kula i sfera. Pasjonujaca jest opowies¢ o n-wymiarowej kuli i jej sferze.
Najbardziej podoba to si¢ wlasnie humanistom. Trudnosci rachunkowe sg tak
duze, ze nalezy je zostawi¢ i skupié¢ si¢ na (quasi)-filozoficznym aspekcie sprawy.
Dla porzadku musimy kule wymiaru n okredli¢, na przyktad jako zbidr punktdw
odleglych od $rodka nie wiecej niz o warto$¢ promienia. Mozna tez napisaé
réwnanie. Duze zainteresowanie wzbudza w stuchaczach wiadomo$é, ze sfera
nizszego wymiaru lezy na rowniku sfery o wiekszym wymiarze. Ja poréwnuje

to do rosyjskich ,bab”: jedna w drugiej, ta w trzeciej i tak dale;j.

Spojrzmy na tablice objetosci i pola powierzchni kul. Wyniki te przepisuje z

podrecznika Fichtenholza do analizy. Otrzymano je tam obliczajac odpowiednie
calki wielokrotne:

/// dzidzs .. .dx, F(nfl) "=

z?+zi+.. 4z <r?

|Vn‘ =

n

™

—|2m gdy n = 2m,
m:
=15 20" 2. (2m)"
m1 _ dy n = 2m + 1.
@m+ 1 135 ... @uiy n=om*

Pole powierzchni kuli n-wymiarowej

e (]

T +w2+ A2 <r?

.dxy, 2nn/2
= r
T

d.’lﬁldl‘g

—a? — 23—
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Ujete w tabelke, dane sa nastepujace:

c . Pole S, Stosunek
Wymiar O:-Jv?;torz(;a‘:gv\:'lh powierzchni kuli objetoéci do
Y o r}(])mieniu 7‘] n-wymiarowej pola
P o promieniu 7 powierzchni

4 3 3 2 2 1

3 §7T7“ ~ 4,18r dmre = 12,57r gr
L 54 3 2.3 3 1

4 §7r r ~4,93r 27°r® & 19,74r ZT
8 8 1

5 Ew%ﬁ ~ 5,261° §w2r4 ~ 26,32r" =T
L 356 3 3,5 5 1

6 —7°r° = 5,18r mr® ~ 31,01r —r
6 6
1 1 1

8 ﬂﬂ47’8 ~ 4,65r° §7r4r7 ~ 32,47r7 §T
32 32 1

9 %W‘Lrg ~ 3,30r" ﬁw‘lrs ~ 29,69r° 9"

10 Lw5r10 ~ 2,54¢10 iﬂjrg ~ 25,507 ir
120 ' 12 ' 10
8192 12,25 8192 12,24 ]

25 7905853580625 316234143225 25"

~ 0,0009672° ~ 0,023947%*

Spéjrzmy na te dane. Uderza nas, ze w ostatniej kolumnie mamy wzér —r.
n

Stuchacze to pojma, jezeli wytlumaczymy im, ze kule wymiaru n mozna
traktowaé jako ,zakrzywiony ostrostup”, ktorego podstawa jest powierzchnia
kuli, a wysoko$cia — promien. Do wzoru na objetos¢ ostrostupa przekonali$my

ich juz wczesniej. Zatem druga kolumna tabelki jest rowna trzeciej razy —r. Da
n

sie zauwazy¢ jeszcze jedna inna prawidlowosé, a mianowicie
Sp = 2mrVi,_a

Co ona oznacza? Zgodzimy sie tatwo, ze pole powierzchni bocznej walca
(dowolnego wymiaru) powinno by¢é réwne iloczynowi dlugosci obwodu podstawy

(%)

i wysokosci walca. Skoro tak, to ze wzoru (x) wynika od razu, ze

pole powierzchni bocznej walca opisanego na kuli jest réwne polu kuli!

A zatem odkrycie Archimedesa jest prawdziwe w dowolnym wymiarze!!!.
Mozemy zatem wprowadzi¢ nastepujace ,aksjomaty” dla objetosci:

1) Dlan =2in = 3 pole i objeto$¢ sa okreslone tak, jak w szkole,

2) jesli figure powigkszymy r razy, to objetosé wzrosnie razy r",

1
3) objetos¢ kuli = —promien X pole (n — 1)-wymiarowej kuli,
n

4) pole powierzchni bocznej walca opisanego na kuli jest réwne polu kuli!

Objetosci kolejnych kul mozemy teraz wygenerowaé choéby i za pomoca Excela,
ku radoéci uczniéw, przerazeniu nauczycieli i podziwie humanistow.

W teorii literatury jest modna teoria $wiatow mozliwych. Specjaliéci probuja

tam napisaé to, co dla matematyka jest chlebem codziennym: kazda przestrzen

jest swego rodzaju ,$wiatem mozliwym”. Tym chetniej wdaja sie w dyskusje,

prawie taka, jak ta oto:

— by sie zylo w takiej przestrzeni wymiaru n, gdzie n jest wieksze niz 37 Latwiej
czy trudniej? Chyba trudniej, tak jak latanie samolotem jest trudniejsze niz
prowadzenie samochodu. Wiecej wymiardéw to wigksze klopoty z orientacja.

— moze, ale mozliwie, ze mielibySmy jakie$ dodatkowe zmysty.
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Ale powiesé o zyciu z dodatkowym wymiarem, jednym, dwoma czy nawet

dziesiecioma, to juz nie moja sprawa. Istota czterowymiarowa mogta by nas

wyjaé z domu pozostawiajac nietkniete drzwi i $ciany, mogtaby zabra¢ nam

prawy but, obrécié¢ go wzgledem tej osi, ktérej u nas nie ma (tej czerwonej)

i zwrdécié jako lewy. Tam kazdy wezel da sie rozwigzaé, a wlasciwie to w ogole

nie ma weztéow, bo kazdy sie natychmiast sam rozwiazuje, podobnie jak

sznurowadla w butach przedszkolaka. A Karol Borsuk tak skomentowal

wlasne odkrycie, ze przestrzen tréjwymiarowa da sie zwinaé¢ w co$ w rodzaju

kulki dowolnie malej érednicy w przestrzeni czterowymiarowej: ,No, to

teraz dziennikarze beda mogli pisa¢, ze UFO przybywa do nas z przestrzeni

czterowymiarowe;j”.

— czy w czterech wymiarach dalo by sie gra¢ w tenisa albo pcha¢ kula? Czy tam
sa w ogdble kule, takie réwne, okraglutkie?

— W kazdej przestrzeni kula o promieniu 7 to zbiér punktéw odleglych od

n
$rodka nie wiecej niz o liczbe r. My piszemy na to nieréwnosé. .. no E r?<1.
=1

— nawet w czterech wymiarach kula jest okragta?

— Okraglutka. Gladziutka. Taka sama w kazdym punkcie. To wynika
z jednorodnosci formy kwadratowej. Krzywizna odwrotnie proporcjonalna do
promienia. Im wigkszy promien, tym mniejsza krzywizna. Ale o prawa fizyki
w przestrzeni czterowymiarowej prosze mnie nie pyta¢. Moze sa zupelnie inne?

— Moze liczba 7 jest tam zupelnie inna?

— Nie, liczba 7 jest wszedzie taka sama.

— T jest tam 27r i 7r2?

. 4 : . : . :
— Jest, oczywiscie, a 5777“3 tez. Ale czterowymiarowa objeto$¢ czterowymiarowej

1
kuli to juz §7r27"4.

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Objetoé¢ kuli o promieniu 1 w przestrzeniach wielowymiarowych. Dla n = 5 objetosé ta jest
najwieksza! Potem dazy do zeral!!

— Dlaczego?

— Tak juz jest. Wyraza to catka poczwdrna po objetosci, wzgledem formy
rézniczkowej dzridrodrsday.

— formy rézniczkowej? Czy co$ podobnego do formy do ciasta? A bez calki nie
da rady 7

— i sie da, ale nasza utomna, tréjwymiarowa wyobraznia moze nam splatac figle.
Lepiej obliczad.

— ale lepiej by bylo w tych czterech wymiarach, czy gorzej?

— dociec. Szybciej bysmy marzli, ale bylibySmy zwinniejsi.

— to ciekawe. Dlaczego. Jak to mozna sprawdzi¢?

— ani udowodni¢ sie nie da, to tylko czyste spekulacje, zabawa intelektualna.
Ale pouczajgca. Spéjrzmy na wzory. Stosunek objetosci kuli do pola jej
powierzchni jest gorszy niz w naszym Swiecie. Poniewaz cieplo ucieka z ciala
(albo wnika do niego) cala powierzchnia, wiec im gorszy ten stosunek, tym
tatwiej upiec jabtko w piekarniku i tym szybciej tracimy ciepto na mrozie.

— A co z tg zwinnoécig?
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To ostatnie polecenie autor ksigzki dat
jako zadanie uczniom - stypendystom
Krajowego Funduszu na Rzecz Dzieci,
na obozie naukowym w Jadwisinie koto
Warszawy. Po dwéch dniach programy
byly gotowe i ... zaczely gra¢ same ze
sobg. ..

— To samo. Mieénie sa blisko powierzchni ciata. Zatem im wiecej ciala jest blizej
powierzchni, tym zwierze jest zwinniejsze. Starczy poréwnaé stonia i mysz.
W przestrzeni czterowymiarowej ten stosunek dzialalby na nasza korzysc.

By¢ moze fajnie by bylo zy¢ w przestrzeni o 25 wymiarach, ale prosze tylko
spojrzeé na tabelke, jakie wzory na objetosé kuli musiaty by wkué dzieci!! Toz
to byly by narzekania na reforme edukacji! Tylko z wieloScianami foremnymi
bylo by lepiej. Wprawdzie w przestrzeni czterowymiarowej jest sze$¢ ,bryl”
foremnych (o 5, 8, 16, 24, 120 i 600 ,$cianach” tréjwymiarowych), ale poczawszy
od pigtego wymiaru sg tylko trzy!

* ok ok

N-wymiarowe zadania.

Zadanie 1. W pewnym n-wymiarowym kraju mamusia kupita dzieciom jabtka
i zaczela obieraé ze skorki. — Nie rob tego, mamusiu — zawolal Janek, a byl on
dobrym matematykiem. Skorka to wprawdzie tylko jedna setna grubosci, ale
przeciez jest w niej az

972991451417011951

4882812500000000000
zawartosci jabtka. To prawie jedna piata! W iluwymiarowym kraju to bylto?

Zadanie 2. Kazdy zna gre w kotko i krzyzyk, popularna szubienice. W tej
prostej grze gracze stawiaja na dziewieciopolowej szachownicy na przemian
swoje znaki (kétka i krzyzyki), a zwyciezca zostaje ten, kto pierwszy zdola
ustawi¢ swoje trzy znaki w jednym rzedzie: pionowym, poziomym lub na
przekatnej. Ta gra staje sie szybko nieciekawa, bo juz po kilku partiach mozna
sie zorientowad, jak grac¢, zeby...nie przegra¢. W podobna gre mozna grac

w przestrzeni. Wyobrazmy sobie szescian o wymiarach 4 x 4 x 4. W kazdej

z 64 kostek tego szescianu kazdy z graczy moze postawié¢ swoj znak (pionek),
jezeli oczywiscie pole nie jest juz zajete. Wygrywa ten, kto pierwszy ustawi
swoje cztery znaki na jednej linii prostej: pionowej, poziomej lub w dowolnej
plaszczyznie ukosnej. W te przestrzenna gre mozna gra¢ i na dwuwymiarowej
kartce pokratkowanego papieru. Wyobrazmy sobie, ze nasz sze$cian zostal
pociety na plasterki. Narysujmy je obok siebie, zaczynajac na przyktad od
dolnego, albo od lewego, zaleznie od sposobu tego my$lowego rozciecia. Na
otrzymanych kratkach mozemy teraz stawiaé¢ swoje kétka i krzyzyki i przenosié¢
je w my$li na szeScian. Ta gra nie znudzi sie¢ tak szybko jak jej ptaski prototyp.
Nasze zadanie polega na przeniesieniu tej gry do czwartego wymiaru. Kostke
czterowymiarowa 5 X 5 X 5 X 5 tniemy na 5 szescianow, kazdy z tych szeScianow
na 5 kwadratow. Plansza do gry gotowa. Naucz si¢ gra¢ i wygraj z kolega.
Napisz program komputerowy, ktory bedzie gralt za Ciebie.

Zadanie 3. Wykaz, ze jezeli znamy wzér na objetosé kuli o parzystym wymiarze
n, to objetos¢ kuli wymiaru n da sie tatwo obliczy¢ za pomoca podzielenia kuli
na ,poziome” plasterki i zsumowanie odpowiednich szeregdw.

Zadanie 4. Jak, Twoim zadaniem, grato by sie w pilke nozna w przestrzeni
25-wymiarowej? Dyskusja na ten temat moze by¢ bardzo zywa.

Zadanie 5. Czy w przestrzeniach wysokich wymiaréw jest tatwiej, czy trudniej
ugotowaé jajko?

Zadanie 6. Wyobraz sobie Wszechswiat wymiaru 25, w ktorym dziala sita
ciazenia odwrotnie proporcjonalna do kwadratu odlegltoéci miedzy ciatami.
Masa ro$nie gwaltownie z promieniem, wiec Stonice mogto by mieé¢ prawie
rozmiar Ziemi. Stonice nasze ma bowiem mase 333400 razy wieksza niz Ziemia.
Pierwiastek 25 stopnia z 333000 to 1,6625 . Zatem w przestrzeni 25-wymiarowej
Stonce mialo by promien 1,6625 razy Ziemia, a naprawde ma 109,3.

Dygresja: Dlaczego zakladamy, ze sila grawitacji dziala odwrotnie
proporcjonalnie do kwadratu odleglosci, a nie do potegi n — 1? To tak na
wyczucie autora. Wiadomo, ze inna stala grawitacji = inny Wszechswiat. ..1 gdy
to zrozumiejg teoretycy literatury, zrobi im sie zal, ze nie potrafia catkowac, bo
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Czy umiecie sie dziwid?, ksigzka wydana
przez Delte, 1977.

stworzyliby sobie nowy, wspanialy Wszechswiat, w ktérym na przyklad Wladca
Pierscieni byla by to pogodna opowiesé dla dorastajacych panienek, a nie petna
horroru mroczna historia, jak zekranizowana wersja slynnego dzieta Tolkiena.

Co komu to daje?

Co zyskuja stuchacze z takich zajeé? Sprawa jest skomplikowana. Najlatwiej
odpowiedzie¢ na to pytanie w odniesieniu do uczniéw. Pokazujemy im nowy,
wspanialy $wiat. Takiej matematyki w szkole nawet nie poliza, a tutaj

sa w stanie zrozumieé i rozwiazac¢ wiele zadan. Przekazujemy im jedna

z podstawowych zasad rozwoju intelektualnego: czy umiecie si¢ dziwic.
Nauczyciele sa bardzo konkretni i niechetnie stuchaja tego, o czym nie beda
uczy¢. Ich trzeba podejs$é, zadziwié¢ i potraktowaé wszystko jako okazje do
powtdrzenia sobie rzeczy znanych: indukcja, zasada Cavalieriego, geometria
czworo$cianu. Im mniejsze wycieczki poza program szkolny, tym lepiej
(przynajmniej takie jest ich nastawienie). Najtrudniej z ,humanistami”. Wielu
z nich chce na site ,matematyzowaé” swoja dyscypline i wyniki sa na ogdt
zalosne. Pisuja czesto: jak wiadomo z matematyki ...i dalej zamieszczaja jakas
bzdure albo banal. Po uslyszeniu o zbiorach rozmytych i chaosie my$la, ze to to
samo i nie wiedzac zupelnie o co chodzi, stosuja wymyslona przez siebie teorie.
Szczegodlnie zla slawe przynosi stosowanie ,rachunku” prawdopodobienstwa
oraz topologii (te otoczenia, te zbiory otwarte, ta operacja domykania. ...). Ale
tak jest zawsze, zawsze znajda sie ludzie, ktérzy majac tylko powierzchowna
wiedze na dany temat, beda sie wypowiadaé tak, jak by byli pierwszej wody
fachowcami. Prawdziwemu humaniscie kontakt z matematyka przyczyni sie

do wzbogacenia jego toposu. Pierwotne znaczenie tego terminu to ,zbidr
watkéw myslowych”. Tylko tyle i az tyle. Courant i Robbins pisza, ze tylko
czynne do$wiadczenie w dziedzinie matematyki pozwoli zrozumieé¢, czym ona
jest. Dlatego ich stynna ksiazka zatytulowana ,,Co to jest matematyka?”

jest li tylko podrecznikiem. Czy zwrdciliscie uwage, drodzy Czytelnicy, na
dwuznacznos¢ zawarta w tytule artykutu? Podstawowym problemem w zajeciach
z niespecjalistami jest to, czy potrafimy przekazaé im prawdziwy obraz naszej
wiedzy, nie oszukujac po dziennikarsku. Niektérzy z nas (matematykéw)

sadza, ze to niemozliwe, ze tylko macimy w glowach, albo dajemy do reki ostre
narzedzie, ktorym ,oni” nie beda sie umieli postugiwac.

Literatura a matematyka

Jesli prowadze zajecia o przestrzeni (ogdlniej: o matematyce) dla humanistéw,
to nieuniknione kwestie filozoficzne, jakie sie pojawiaja, staram sie zepchnaé
w obszar literatury. Filozoficzne rozumienie przestrzeni nie moze konkurowaé
z matematycznym i najczesciej rozmywa sie w gadaniu. Co innego z literatura,
ktéra — doktadnie jak i matematyka — sama jest fikcja.

Wiéréd teoretykéw literatury mamy pelne spektrum pogladéw na temat
prawdziwosci takich zdan jak ,,Sherlock Holmes palil fajke”. Stynne jest
powiedzenie Stendhala: ,powie$¢ to zwierciadto przechadzajace sie po goscincu”.
Podobnie wypowiadal sie Prus. Chodzi oczywiscie o to, ze w powieéci ma sie
wiernie odbijaé $wiat zewnetrzny. Tak i ma by¢ w matematyce: w koficu ma ona
stuzyé do opisu $wiata rzeczywistego. Ale nie kazde zwierciadlo jest plaskie.

Peter F. Strawson méwi: zdania fikeji (zaréwno takiej jak literacka, jak i
matematyczna) nie sa zdaniami w sensie logicznym. Odnosza si¢ do przedmiotéw
nieistniejacych, a wiec nie sg ani prawdziwe ani falszywe. .. Deja vu, wszystko
juz bylo, Protagoras w V wieku p.n.e wytykal, ze geometria rozpatruje

obiekty, ktorych nie ma i byé nie moze. Nie jest wigc nauka! W 2000 lat

potem biskup Berkeley w podobny sposéb zwalczal idee Newotna: wielkosci
nieskonczenie maltych nie ma, a wszystko jest dzieleniem zera przez zero ...
Roman Ingarden (O tak zwanej prawdzie w literaturze, 1937) jest bliski temu:
zdania dzieta literackiego sg to tak zwane quasi-sady, ze wzgledu na ich formalne
podobienstwo do sadéw, twierdzen. Nie posiadaja jednak asercji, to znaczy nie
roszczg sobie prawa do prawdziwosci poza obrebem utworu. Nieco podobnie
wypowiada sie Jerzy Pelc, utwér literacki jest samodzielny i istnieje poza zyciem.
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Doktladnie przeciwne ujecie glosza tacy teoretycy literatury jak Gerard Genette.
Utwér literacki to swoista deklaracja, ustanawiajaca byt przedstawionych
zjawisk. Soit, let it be, niech sie stanie. Definiujac przestrzen zwarta,
ustanawiam, kreuje jej istnienie. To stanowisko szczegdlnie przemawia to
teoretykdéw poezji. Poezja, mowig oni, stwarza odrebne Swiaty, do ktérych
odbiorca wkracza razem z poeta, bedacym po nich podréznikiem. Wydaje mi
sie, ze do kazdego matematyka najbardziej przemawia koncepcja popularna

w anglosaskim kregu teoretykéw literatury: koncepcja make-believe. Stwarzamy
co$ z wiarg, z nadaniem temu cech wiarygodnosci, ale odcienie tej wiary moga
by¢ zréznicowane. Stajemy sie uczestnikami gry, prawie dziecinnej zabawy,
gdzie udajemy, ze tapczan to 16dz podwodna, foremki z piaskiem to towar
sprzedawany w sklepie itd. Bardziej doroste poréwnanie to teatr, umawiamy

sie by wierzy¢ w prezentowane wydarzenia, nie ingerujac w nie: nie wskakujemy
na sceng, by uwolni¢ Jasia i Malgosie z rak czarownicy. Ale wierzymy w fikcje,
bardzo wierzymy w nasza fikcje matematyczna i odczuwamy wzruszenie gdy
zobaczymy ladne twierdzenie, dow6d, pomystowa konstrukcje. Nicolas Boileau
napisal: L’esprit n’est point ému de ce qu’il ne croit pas (umyst nie moze sie
wzruszy¢ tym, w co nie wierzy, thum. W Tatarkiewicz). Na nasze, to jest
matematykow szczescie, nauka nasza ma zastosowania w zyciu codziennym

i rzeczywiscie nie musimy sie zastanawia¢ nad tym, czy powinnisSmy pisa¢:
niech X bedzie przestrzenia zwarta, czy tez moze X oznacza przestrzen zwarta.
Filozofowie (np. Wittgenstein) bardzo starannie to rozrézniaja, a dla nas wazne
jest tylko, ze z kazdego pokrycia otwartego mozna wybraé pokrycie skonczone.
I tak trzymac.
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