apis odczytu wygloszonego na s 9 pig *
o e e Leoria Morse’a wedlug Mobiusa
Osobliwosci, w styczniu 2003 roku.
Zdzistaw POGODA, Krakow

Teoria Morse’a jest wazna i oryginalna teoria pozwalajaca badaé¢ pewne obiekty
matematyczne, rozmaitodci (w szczegblnoscei powierzchnie) wykorzystujac tzw.
punkty krytyczne. Okazuje sie, ze bardzo podobne pomysty pojawity sie juz
prawie sto lat przed teoria Morse’a. Autorem ich byt August Ferdinand Md&bius.

W $wiecie matematycznym nazwisko Mobiusa kojarzy si¢ przede wszystkim

z powierzchnia jednostronna noszaca jego nazwisko. Zostala ona odkryta w 1858
roku i opisana w pracy przygotowanej na konkurs ogtoszony przez Paryska
Akademie dotyczacy uscislenia w réznych aspektach teorii wieloScianéw. Praca
zatytulowana Mémoire sur les polyédres, napisana staba francuszczyzna, nie
zostala doceniona przez oceniajaca komisje, chociaz zawierala szereg bardzo
ciekawych i waznych pomystéw. Zawartosé tej rozprawy zostala opublikowana
w dwoch czesciach. Jedna ukazala sie w 1863 roku pod tytulem Theorie der
elementaren Verwandtschaft, a druga Uber die Bestimmung des Inhaltes eines
Polyeders w 1865 roku — obie w Lipsku.

Jednym z najciekawszych rezultatéw topologii pierwszej polowy XX wieku bylo
twierdzenie o klasyfikacji rozmaitosci dwuwymiarowych, czyli powierzchni.
Okazalo sig, ze w tym nieskoficzonym mnostwie ksztaltéw mozna wprowadzi¢
tad i zgrabnie je uporzadkowaé. Préby klasyfikacji powierzchni podejmowano
juz w XIX wieku. Najciekawszg i najbardziej bliska doskonatosci propozycje
dat Mobius w pierwszej ze wspomnianych prac. Wtasnie w tej pracy mozemy
doszukaé sie korzeni teorii Morse’a. Przyjrzyjmy sie doktadniej tym pomystom.

Praca Theorie der elementaren Verwandtschaft zawiera pierwszg systematyczna
prébe klasyfikacji powierzchni (orientowalnych) z doktadnoscia do
homeomorfizmu. Naturalnie termin ,homeomorfizm” jeszcze nie byl uzyty.
Zamiast niego Mobius postuzyl sie wprowadzonym przez siebie elementarnym
powinowactwem (ew. elementarna korelacja — tak mozna przettumaczyé
selementare Verwandtschaft”).

Dokladniej elementarne powinowactwo zostalo zdefiniowane nastepujaco:

Dwie figury sa w relacji elementarnego powinowactwa, gdy kazdemu
nieskonczenie matemu elementowi jednej figury odpowiada nieskonczenie
maly element drugiej figury w taki sposéb, ze dwém graniczacym ze soba
elementom jednej figury odpowiadaja dwa graniczace ze soba elementy
drugiej.

Mobius ttumaczy definicje jeszcze inaczej: dwém réznym nieskoniczenie bliskim
punktom odpowiadaja dwa nieskoniczenie bliskie punkty. W tym okresleniu daje
sie rozpoznaé intuicje homeomorfizmu.

Nie bedziemy doktadnie analizowaé catej pracy Mobiusa, zaznaczmy tylko, ze jej

plan w skrécie przedstawia sie nastepujaco:

— klasyfikacja ptaskich obszaréw (plaskich powierzchni) ze wzgledu na
elementarne powinowactwo,

— przypisanie kazdej powierzchni odpowiednio skonstruowanych schematow,

— przedstawienie sposob6éw redukcji schematéw z wykorzystaniem form
podstawowych,

— sformutowanie i dowdd twierdzenia podstawowego,

— wnioski wyplywajace z twierdzenia podstawowego.

Na wstepie udowodnione jest, wykorzystywane w dalszym ciagu, twierdzenie:

(a) Dwie powierzchnie plaskie sa elementarnie powinowate wtedy i tylko
S ! : (ab)(c) wtedy, gdy sa ograniczone przez taka sama liczbe linii.
€2 C
o d (bed) Nalezy wyjasnié, ze pod pojeciem powierzchni plaskiej, kryje sie¢ wspdlczesne

(d) pojecie spojnej i zwartej dwuwymiarowe] rozmaitosci z brzegiem, zawartej
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w plaszczyznie. Ciekawe, ze M6bius pojmujac te obiekty bardzo intuicyjnie,
uzyskal precyzyjne rezultaty dotyczace ich klasyfikacji.

Szczegdlnie interesujacy jest pomyst Mobiusa klasyfikacji dowolnych powierzchni
dwuwymiarowych zwartych bez brzegu.

Kazdej powierzchni przypisany jest algebraiczny schemat bedacy czyms$
w rodzaju formy powierzchni, ktory jednoznacznie charakteryzuje powierzchnie.

Mobius rozwaza potozenia wzgledem powierzchni pltaszczyzn réwnolegltych

i analizuje powstale przekroje. Mozna sobie wyobrazié, ze przesuwamy
plaszczyzne réwnolegle i analizujemy typy przekrojéw powierzchni. Zmieniajace
sie typy wyznaczaja schemat opisujacy powierzchnie.

Na przyktadach przedstawimy idee konstrukcji tych schematéw. Zastosujemy
oznaczenia przyjete w oryginale przez Mobiusa.

Najprostsza powierzchnia zamknieta jest sfera, oznaczmy ja ¢'. Niech g
bedzie plaszczyzna rozlaczna ze sfera. Plaszczyzny réwnolegle do ¢g beda albo
rozlaczne ze sfera, albo styczne, albo wreszcie beda przecinaé¢ sfere wzdiuz
jednego okregu.

Schemat przekrojéw dla sfery przedstawia sie nastepujaco.

(a)
(a)

Symbol 1 oznacza plaszczyzne przecinajaca sfere wzdluz okregu a. Symbole
(a) pokazuja, ze od punktu stycznosci dochodzimy przekrojami do krzywej a
(okregu) i dalej od krzywej znéw dochodzimy do punktu stycznosci. W skrécie
schemat mozemy zapisaé

g1 a

¢' = (a) + (a)
Sens tego zapisu jest nastepujacy: za pomoca cie¢ plaszczyznami sfera rozpada
sie na dwie powierzchnie (pélsfery) ograniczone krzywa a.

Rozwazmy teraz powierzchnie ¢'!, ktéra wedtug wspélczesnej terminologii jest
homeomorficzna ze sfera.

W tym przypadku, pomijajac polozenia ekstremalne (na przyktad w punktach
stycznosci), mamy trzy typy przekrojéw:

— przekrdj plaszczyzng wyznaczajacy krzywa a,

— przekroj ptaszczyzna wyznaczajacy krzywe b i c,

— wreszcie przekrdj plaszezyzna wyznaczajacy krzywa d.

Za pomoca tych przekrojow powierzchnia rozpada sie na pieé¢ czesci. Trzy

z nich ograniczone sa pojedynczymi krzywymi a, c i d, dlatego oznacza sie je
odpowiednio (a), (¢) i (d). Jedna cze$é jest ograniczona dwiema krzywymi a

i b, ktora oznaczamy (ab). Jedna wreszcie z czesci ograniczona jest przez trzy
krzywe b, ¢ 1 d — ja oznaczamy konsekwentnie (bed). W skrocie schemat dla tej
powierzchni mozemy zapisaé

&M = (a) + (ab) + (c) + (bed) + (d)

Rozwazmy jeszcze przyktad torusa i powierzchni z nim homeomorficznej.

Dla torusa oznaczonego w pracy Mdbiusa symbolem ¢! schemat przedstawia sie
nastepujaco
"™ = (a) + (abe) + (bed) + (d)
Tu mamy rozklad na cztery czedci: dwie ograniczone przez pojedyncze krzywe
(a) i (d) oraz dwie ograniczone trzema krzywymi kazda, co zapisujemy (abc)
i (bed). Dla powierzchni homeomorficznej z torusem schemat jest juz bardziej
skomplikowany
& =(a) + (ab) + (c) + (bde) + (cf) + (eh) + (dfg) + (hk)
(g97) + () + (ikm) + (In) + (mno) + (o)
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(a) + (abc) = be
(ab) + (bed) = (acd)

(abc) + (cde) = (abde

Na koniec opiszmy jeszcze jedng powierzchnie, ktorej forma jest réwniez mocno
rozbudowana.

Schemat tej powierzchni ma postaé

¢V = (a) + (abe) + (bd) + (cef) + (dgh) + (ei) + (fk) + (1)

(him) + (kn) + (Imo) + (np) + (opq) + (q)

Konstruujac schemat dla danej powierzchni dokonuje si¢ réwniez rozkladu tej
powierzchni na pewne elementarne fragmenty — powierzchnie ograniczone jedna,
dwiema, trzema i wigksza liczba krzywych. Mébius nadat im nazwy odpowiednio
union, binion i ternion. W ogdlnym przypadku taka ,cegietka” ograniczona n
krzywymi nazywana jest forma podstawowa (prymitywna) klasy n.

(ab)
(a)

Kazda forma podstawowa klasy n jest w elementarnym powinowactwie
z powierzchnig ptaska ograniczona przez n krzywych, czyli dwie formy
podstawowe réznych klas nie sa homeomorficzne.

(bed)

Mobius podaje sposoby redukcji schematow do prostszej postaci. Oto
najwazniejsze reguly:

(a) 4 (ab) = (b)
(ab) + (be) = (ac)
(a) + (abe) = (be)
(ab) 4 (bed) = (acd)
(abc) + (cde) = (abde)

Za pomoca tych regut schemat ¢! = (a) + (ab) + (c) + (bed) + (d) moze byé
zastapiony schematem ¢! = (b) + (bd) + (d), poniewaz (a) + (ab) = (b) oraz

(¢) + (bed) = (bd). Wreszcie ¢! = (d) + (d) ze wzgledu na to, ze (b) + (bd) =

= (d). Schemat zostal wiec zredukowany do schematu sfery, co oznacza, ze
powierzchnia ¢! jest w elementarnym powinowactwie ze sfera. W taki sam
spos6b schemat ¢! = (a) + (abc) + (bed) + (d) redukuje sie do schematu

oM = (be) + (be) i konsekwentnie do podobnego schematu redukuje sie ¢'V.
Wykonujac analogiczne, choé nieco bardziej zmudne rachunki schemat ¢V mozna
zredukowaé¢ do postaci

¢¥ = (hiln) + (hiln)
Oznacza to, ze ¢V sktada sic z dwoch form podstawowych klasy czwartej. Moze

Czytelnik zechce sam sprobowaé wykonaé¢ odpowiednie rachunki albo wyznaczy¢
formy i ich zredukowane wersje dla jeszcze innych przyktadéw powierzchni.

Mobius definiuje klase powierzchni zamknietych nastepujaco: powierzchnia jest
klasy n, gdy moze by¢ rozlozona na dwie formy podstawowe klasy n. Zauwaza
jednoczesnie, ze powierzchnia klasy n nie moze by¢ podzielona za pomoca

n — 1 linii.

Zgodnie z tym okresleniem sfera ¢! i powierzchnia ¢! zaliczaja sie do klasy 1,
torus ¢! i powierzchnia ¢!V sa klasy 2, a powierzchnia ¢V reprezentuje
powierzchnig klasy 4.

Wszystkie przedstawione rozwazania prowadza do sformutowania dwdoch
gloéwnych twierdzen:

1. Jesli dwie powierzchnie ¢ i ¥ naleza do tej samej klasy, to sa
w elementarnym powinowactwie.

2. Dwie powierzchnie nalezace do réznych klas nigdy nie sa w relacji
elementarnego powinowactwa.
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Reasumujac otrzymujemy fundamentalne twierdzenie klasyfikacyjne

Dwie powierzchnie zamkniete moga by¢ zaliczone do tej samej klasy
wtedy i tylko wtedy, gdy sa elementarnie powinowate.

W dalszej czesci pracy uzyskane rezultaty zostaly wykorzystane do badania
obiektow trojwymiarowych ograniczonych powierzchniami. Jednak brak
precyzyjnego okreslenia pojecia homeomorfizmu prowadzi Mobiusa do wnioskdw
niekoniecznie prawdziwych. Na przyklad twierdzenie, ze dwie figury ograniczone
przez powierzchnie pierwszej klasy sa elementarnie powinowate, jest falszywe.
W 1924 roku J.W. Alexander podal przyktad stynnej rogatej sfery bedace;j
kontrprzyktadem do twierdzenia Mobiusa.

Pomyst ciecia powierzchni ptaszczyznami rownolegtymi przypomina metode
zastosowang prawie sto lat pozniej w teorii Morse’a do klasyfikacji rozmaitosci
za pomoca punktow krytycznych. Ciekawe, czy rezultaty Mobiusa mialy wplyw
na badania innych matematykow zajmujacych sie klasyfikacja powierzchni i,
ogdblniej, rozmaitosci?

Warto jeszcze zwrdcié uwage na fakt, ze Mobius napisal swoja prace w wieku
68 lat tamiac tym samym stereotyp, ze nowe wazne rezultaty matematyk
uzyskuje przed trzydziestym rokiem zycia.
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