Zapis odczytu wygloszonego na
XXX Szkole Matematyki Pogladowej
Osobliwosci, w styczniu 2003 roku.

Zbiory rozmyte dla poczatkujacych
Piotr DWORNICZAK

Czy matematyka jest nauka $cista? Wiekszo$¢ odpowiada na takie pytanie
twierdzaco.

A czy jest przydatna w zyciu, w innych naukach? Na to pytanie odpowiedzi
moga by¢ bardziej zréznicowane. Moze w technice, gdzie wymagane sa doktadne
przeliczenia i precyzja, ale np. w biologii czy medycynie? Dawno juz wysmiane
zostaly zalecenia méwiace o tym, ze nalezy dziennie spozywaé np. 57 g bialtka,
189 g weglowodandéw itp. Obecnie wskazuje sie, ze zapotrzebowanie organizmu to
okoto tyle i tyle przy umiarkowanych warunkach klimatycznych i cigzkiej pracy
fizycznej. Gdzie tu Scista matematyka? Ot6z pojawila sie i tu, choé¢ co prawda,
jak na czas jej rozwoju, stosunkowo niedawno.

Od czasow Arystotelesa i Euklidesa logika, a w konsekwencji i matematyka
opierala sie w swoich rozwazaniach na dwéch wartosciach logicznych: ,prawda”
i falsz”. Co prawda juz wtedy twierdzono (Platon), ze w pewnych przypadkach
warto zauwazaé¢ pewne ,odcienie szarosci” pomiedzy prawda i falszem, ale na
takim stwierdzeniu poprzestawano. W czasach pézniejszych pomysly te raz po
raz wracaly do filozoficznych rozwazan, ale bez istotnych konsekwencji.

Dopingiem dla poszukiwan w tym zakresie byly miedzy innymi pewne paradoksy
— jeden z nich, paradoks golibrody, przypisywany Russellowi jest nastepujacy:

W pewnym miasteczku fryzjer goli tych i tylko tych wszystkich mezczyzn, ktorzy
nie golg sie sami. Kto goli fryzjera? (czy goli sie ,sam”, czy goli go ,fryzjer”)

Na gruncie logiki klasycznej odpowiedz na to pytanie jest niemozliwa — prowadzi
do sprzeczno$ci. Rozwazania moga wiec i$¢ w kierunku uznania, ze nasz fryzjer
wlasciwie w jednakowym stopniu jest tym, ktory goli si¢ ,sam” jak i tym,
ktérych goli ,fryzjer”.

Potrzebne wiec wydaje sie wprowadzenie jakiego$ posredniego orzeczenia miedzy
prawda i falszem.

Podwaliny pod formalna logike uwzgledniajaca wiecej niz dwie wartosci
logiczne polozyl polski uczony Jan Lukasiewicz. Oprocz prawdy (oznaczanej 1)
i falszu (0) zaproponowal pierwotnie jeszcze trzecig warto$é logiczna (1/2),
interpretowana jako mozliwosé. Podal przy tym zasady wykonywania operacji
logicznych na zdaniach o tych wartosciach logicznych. Pézniej zajmowal sie
rowniez logikami wielowartosciowymi oraz takimi, w ktorych rozwaza sie
nieskoniczong ilo$¢ mozliwych wartosei logicznych (dokladniej méwiac wartoscia
logiczng zdania moze by¢ nie tylko prawda (1) i falsz (0), lecz takze dowolna
liczba rzeczywista z przedziatu [0, 1], interpretowana jako stopient prawdziwosci
podanego zdania).

Tego typu logike postanowiono wykorzysta¢ do okreslenia specyficznych zbioréw.

Zbiér (klasyczny) jest tzw. pojeciem pierwotnym matematyki, tzn. pojeciem
ktérego nie mozna zdefiniowa¢ za pomoca pojeé prostszych. Potocznie przez
zbiér rozumie sie pewna zbiorowos$¢, mnogosé, zestaw obiektéw (rzeczywistych
lub abstrakcyjnych) w pewien sposéb do siebie podobnych, jako$ ze soba
zwiazanych. Zaktada sie przy tym, ze jest mozliwe jednoznaczne stwierdzenie,
czy dany element (obiekt) do zbioru nalezy, czy nie.

Czasem wygodnie jest okresli¢ zbior za pomocy tzw. funkcji charakterystycznej.

Gdy oznaczymy zbidr przez A, to jego funkcja charakterystyczna x (czyt. chi)
przyjmuje dla danego elementu x wartosé 1, gdy = nalezy do A, natomiast
warto$¢ 0, gdy « nie nalezy do A.

Symbolicznie notuje sie to nastepujaco

|1 gdyzeA
X(x){O gdy z € A
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150 cm 180 cm wzrost

Rys. 1 Funkcja przynaleznodci zbioru
rozmytego ludzi ,wysokich”

Pomyslmy tymi kategoriami o paradoksie golibrody. Mezczyzn w naszym
miasteczku mozna przypisa¢ do zbioru S — tych, ktérzy golg sie sami, albo do
zbioru F' — tych, ktérych goli fryzjer. Do ktorego z nich nalezy fryzjer?

Dla dowolnego golacego sie mezczyzny x prawda jest, ze xs(z) + xr(z) =1

(co znaczy, ze mezezyzna na pewno goli sie sam albo goli go fryzjer). Ponadto
mozna si¢ zgodzié, ze fryzjer (f) w takim samym stopniu nalezy do tych, ktérzy
gola sie sami jak i do tych ktérych goli fryzjer, a to znaczy, ze xs(f) = xr(f).

Ostatecznie z powyzszych dwbch réwnosci otrzymujemy wniosek, ze
xs(f) = xr(f) =1/2.

Paradoks mozna wiec rozwiaza¢ wprowadzajac posredni, utamkowy stopien
,halezenia” do zbioru.

W jezyku naturalnym czesto wystepuja okreslenia zbiorow, dla ktérych
wlasciwie niezbedne jest wprowadzenie, podobnie jak powyzej, poérednich stopni
przynalezno$ci elementéow. Popularnym przyktadem takiego zbioru jest zbiér W
ludzi wysokich.

Czy czlowiek, majacy 170 cm wzrostu jest wysoki?, a 169 cm?, a 168 cm? Gdzie
lezy granica miedzy ,wysokimi”, a ,nie wysokimi” ludZmi? Préba ustalenia
takiej granicy jest $mieszna i nie moze skonczyé¢ sie zadowalajacym rezultatem,
usitujemy bowiem przej$s¢ w tym miejscu z wygodnego naturalnego opisu $wiata
przy pomocy pojeé jakodciowych do opisu przy pomocy pojeé ilosciowych.

Nie nalezy tego problemu w tym momencie porzucaé, lecz przyjaé, ze kazdy
czlowiek jest wysoki, ale w pewnym stopniu! Stopien ten jest podany za pomoca
liczby z przedziatu [0, 1]. Moze to wygladaé nastepujaco: ludzi o wzroscie
ponizej 150 cm nie uwazamy za wysokich, wiec przypisujemy im stopien 0
przynaleznosci do zbioru ludzi wysokich W, natomiast ludzi o wzroécie powyzej
180 cm za takich uwazamy — przypisujemy im stopien przynaleznosci réwny 1.
Osoby o wzroscie miedzy 150 a 180 cm moga by¢ réwniez uznane za ,wysokie”,
przy czym stopien przynaleznosci jest posredni miedzy 0 a 1. Dosé oczywiste
jest, ze wyzszy czlowiek powinien mie¢ co najmniej taki stopien przynaleznosci
co nizszy. Przedstawmy to graficznie (rys. 1).

7 punktu widzenia matematyki jest to wykres pewnej funkcji, tzw. funkcji
przynaleznosci zbioru rozmytego. Warto$¢ p(z) w danym punkcie z (tzn. dla
danego wzrostu z) interpretowana jest jako stopief, w jakim osoba o wzroscie =
nalezy do zbioru W ludzi wysokich. Mozna zauwazy¢, ze funkcja przynaleznosci
jest uogdlnieniem funkcji charakterystycznej (ktéra nie dopuszceza czedciowe]
przynaleznosci).

Tego typu koncepcje opisu nieostro okreslonych zbioréw podal po raz pierwszy,
w artykule Fuzzy sets w czasopismie Information and Control w 1965 roku,
Lotfi A. Zadeh nazywajac je zbiorami rozmytymi.

Formalnie zbiér rozmyty A okreslony w pewnej przestrzeni X to zbior
A= {(z,plx)) sz € X},
gdzie p: X — [0, 1] jest funkcja przynaleznosei zbioru rozmytego A.

Wartos$é pa(z) jest wiec liczba z przedziatu [0, 1], a nazywana jest stopniem
przynaleznosci elementu = do zbioru A.

Podanie zbioru rozmytego jest inaczej méwiac podaniem klasycznego
zbioru elementéw, ktorych przynaleznosé rozwazamy, wraz z ich stopniami
przynaleznosci.

Powyzsze rozwazania ukazuja pierwsza osobliwo$é zbioréw rozmytych : funkcja
przynaleznodci, tzn. funkcja okreslajaca zbiér rozmyty jest subiektywna (1),
podawana przez czlowieka.

Zbiér X nazywany jest przestrzenia albo uniwersum, na ktérym okreslamy zbiér
rozmyty.

W przykltadzie o ,wysokich” osobach uniwersum to zbiér ludzi (dokladniej —
wzrostu ludzi).
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Rys. 2 Funkcja przynaleznosci (typu
minimum) iloczynu zbioréw rozmytych
A i B: grubsza kreska.

R4

Rozwazmy inny przyktad.

Mamy cztery pralki oznaczone p,r, s,t, o podanych cenach 1000, 1100, 1300,
i 1700 zt i klasach energetycznych D, C2, B, C1.

Zbior T — tanich pralek moze by¢ okreélony nastepujaco:

T ={(p;1),(r;0,9), (s;0,7), (¢;0,4) }, co oznacza, ze pralke p uznajemy za tania;
w stopniu 1, pralke » w stopniu 0,9 itd. Inaczej zbiér T' zapisuje sie w postaci
T ={p/1,7/0,9,5/0,7,t/0,4}. W tym przypadku uniwersum to zbiér tylko
tych czterech rozwazanych pralek. Jest to zbidr skoficzony i dlatego wygodnie
zapisywaé zbior rozmyty w jednej z powyzszych postaci. Okreslmy jeszcze (np.
na podstawie pewnych danych fabrycznych) zbiér pralek energooszczednych
E={p/0,3,r/0,5,5/0,7,t/0,4}.

Pojawia sie teraz naturalne pytanie o wybdr pralki, ktéra bedzie tania

i energooszczedna. Z punktu widzenia algebry zbioréw chodzi o wyznaczenie
czesdci wspolnej dwoch zbioréw rozmytych. Najczesciej stosowane podejécie
zostato wprowadzone przez Zadeha.

Stopien przynaleznosci danego elementu x do zbioru A N B jest minimum ze
stopni przynaleznosci do zbioru A i do zbioru B.

Powyzsze zdanie symbolicznie notuje sie w postaci

(%) tanp(z) = min{pa(z), pp(z)}-

W przykladzie z pralkami TN E = {p/0,3,7/0,5,5/0,7,t/0,4}.

Zatem najbardziej ,tania i energooszczedna” pralka to s.

Widaé¢ w tym momencie przewage zbioréw rozmytych nad klasycznymi.

Przy wyborach na podstawie kilku kryteriéw w przypadku zbioréw klasycznych
najczesciej dochodzi sie do wniosku, ze nie ma elementu spetniajacego
jednoczesnie wszystkie postulowane warunki. W przypadku stosowania zbiorow
rozmytych kazdy (!) element spelnia wszystkie warunki, aczkolwiek w pewnym
stopniu.

Nalezy nastgpnie znalezé taki, dla ktorego stopien ten jest najwickszy.

Wybory podobne do wyboru naszych pralek moga dotyczyé¢ wielu powaznych
zagadnien. Pozostaje sztuka umiejetnego przelozenia na jezyk zbioréw
rozmytych choéby problemu szybkiego przewozu duzych ilosci latwo psujgcego
sie towaru przy stosunkowo niewielkich kosztach, wyznaczenia portfela papierdw
wartosciowych o duzym oczekiwanym zysku i niewielkim ryzyku, w ktérym
bedzie okolo 50% obligacji itp.

Powyzej przedstawione wyznaczenie iloczynu zbioréw nie jest jednoznaczne.
Najczesciej stopien przynaleznosci okreslany jest formula (x). Ale innym
sposobem wyznaczenia tego stopnia jest np. tzw. iloczyn algebraiczny lub
probabilistyczny: pang(x) = pa(z) - pp(z).

Lukasiewicz z kolei podal formule panp(z) = max{0, pa(z) + pp(x) — 1},
ktéra nazywana bywa w literaturze wlasnie t-norma F.ukasiewicza lub réznica
ograniczona.

Najogdlniej, aby wyznaczy¢ stopien przynaleznosci elementu do czeéci wspdlnej
stosuje sie operacje nazywang t-normg albo normag tréjkatna.

t — norma to funkcja ¢ : [0,1] x [0, 1] — [0, 1] spelniajaca warunki
1) funkcja t jest niemalejaca wzgledem obu argumentéw tzn.
a<bic<d=t(a,c)<t(bd),
2) funkcja ¢ jest przemienna tzn.
t(a,b) = t(b,a),
3) funkcja ¢ jest laczna tzn.
t(t(a,b),c) = t(a,t(d,c)),
4) funkcja ¢ spelnia warunek poczatkowy
t(a,1) = q;
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bywa, ze postulowany jest jeszcze warunek t(a,0) = 0, ale wynika on
z poprzednich.

Warunki 1)—4) oczywiscie nie pozwalaja na jednoznaczne wyznaczenie postaci
funkcji .
Podobne, jak przy iloczynie, problemy wystepuja przy wyznaczaniu sumy
zbioréw rozmytych. Najczesciej stopien przynaleznosci wyznaczany jest formuta
podana przez Zadeha

paun (@) = max{jia(@), up()}.
Innym sposobem wyznaczenia tego stopnia jest tzw. suma algebraiczna lub
| > probabilistyczna

Rys. 3 Funkcja przynaleznoéci (typu pavs (@) = pa(z) + pp(e) = pa(z) - pp(2).
maksimum) sumy zbioréw rozmytych FLukasiewicz natomiast podal formutle
Ai B: grubsza kreska. .
pauvs (@) = min{1, pa(z) + pp(2)},
ktéra nazywana bywa w literaturze wlasnie s-norma Fukasiewicza lub suma
ograniczona.
Najogoélniej, aby wyznaczy¢ stopien przynaleznosci elementu do sumy dwdéch
zbiordéw stosuje sie¢ operacje nazywang s-norma albo t-konorma tréjkatna.
s — norma to funkcja s : [0,1] x [0, 1] — [0, 1] spelniajaca warunki
1) funkcja s jest niemalejaca wzgledem obu argumentéw tzn.
a<bic<d= s(a,c) <s(bd),
2) funkcja s jest przemienna tzn.
s(a,b) = s(b,a),
3) funkcja s jest taczna tzn.
s(s(a,b),c) = s(a, s(b,c)),
4) funkcja s spelnia warunek poczatkowy
s(a,0) = a;
bywa, ze postulowany jest jeszcze warunek s(a, 1) = 1, ale wynika on
z poprzednich.
Warunki 1)-4) réwniez nie pozwalaja na jednoznaczne wyznaczenie postaci
funkcji s.
Tak naprawde t-normy i s-normy wiazg sie z okresleniem wartosci logicznej
koniunkcji i alternatywy zdan, a poniewaz w logice wielowartosciowej operacje

te okreslane sa roznie, zatem wartosci logiczne zdan ,x nalezy do A i x nalezy
do B” oraz ,x nalezy do A lub x nalezy do B” sa réwniez réznie okreslone.

Oproécz sumy i iloczynu zbioréw podstawowym pojeciem jest takze dopelnienie,
zbioru rozmytego.

Dla danego zbioru rozmytego A okreslonego przez funkcje przynaleznosci pa
dopelnienie A’ okreslone jest przez funkcje przynaleznosei pas (z) =1 — pa(x).
Przykladowo gdy w przestrzeni X = {a,b, ¢,d} okredlimy zbiér A postaci

A ={a/0,4,b/0,5,¢/1,d/0,1}
to

A = {a/0,6,b/0,5,¢/0,d/0,9}.
W wiekszosci zrédel nie podaje sie innego sposobu wyznaczenia dopelnienia
zbioru rozmytego. Nie znaczy to jednak, ze jest to niemozliwe.

Rys. 4 Funkcja przynaleznoéci
dopelnienia zbioru rozmytego A: grubsza

Ogodlnie, dopelnienie zwiazane jest z operatorem logicznym negacji, czyli funkcja
n : [0,1] — [0, 1] speliajaca warunki

1) a <b= n(a) > n(b),

2) n(n(a)) = a,

3) n(0) = 1.

Warunki 1)-3) takze nie pozwalaja jednak na jednoznaczne wyznaczenie postaci
funkcji n.

kreska.
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Rys. 5 Funkcje przynaleznosci
typu tréjkatnego, trapezoidalnego
i sigmoidalnego

Mamy zatem druga osobliwos¢ zbiorow rozmytych: czes¢ wspélna i suma zbioréw
rozmytych oraz dopelnienie zbioru rozmytego moga by¢ okreslone poprawnie na
rézne sposoby (!).

W klasycznym rachunku zbioréw wystepuje jeszcze roznica zbioréw A — B, ale
poniewaz zachodzi réwno$¢ A — B = AN B’, wigc korzysta sie z niej réwniez

w rachunku zbioréw rozmytych, wykorzystujac oczywiscie rézne t-normy

i negacje.

7 definiowaniem iloczynu, sumy i dopelnienia zbioréw rozmytych zwiazana jest
kolejna osobliwos¢. Zanim do niej przejdziemy zdefiniujmy réwnosé zbiorow
rozmytych, rozmyty zbior pusty i rozmyty zbiér pelny.

Zbiory rozmyte A i B okreslone na uniwersum X sg réwne, gdy pa(z) = pp(x),
dla kazdego x € X.

Rozmytym zbiorem pustym () w przestrzeni X nazywamy zbiér o funkcji
przynaleznosci pg(z) = 0, dla kazdego x € X.

Rozmytym zbiorem pelnym F' w przestrzeni X nazywamy zbiér o funkcji
przynaleznosci pp(z) = 1, dla kazdego z € X.

Po tych definicjach zauwazmy kolejna osobliwo$é: znane prawa logiki klasycznej
AUA = X oraz AN A’ = () nie s3 w ogélnoéci dla zbioréw rozmytych prawdziwe.

FLatwo zobaczy¢ to na przyktadzie.
W przestrzeni X = {3,4,5,6} zbiér A = {3/0,4,4/0,5,5/1,6/0,1}. Wtedy
A" =1{3/0,6,4/0,5,5/0,6/0,9}

oraz

ANA =1{3/04,4/0,5,5/0,6/0,1} #0 (iloczyn typu min)

AUA ={3/0,6,4/0,5,5/1,6/0,9} # X (suma typu max)
Mozna by bylo rozwazaé, czy te zbiory, nie bedac réwne odpowiednio zbiorowi
pustemu i pelnemu, sa tym zbiorom ,prawie réwne” ?
Istotnie, w zbiorach rozmytych rozwaza sie stopnie rownoéci i stopnie
nieré6wnoéci zbioréw, tzn. mozna moéowié, ze zbiory sa réwne w pewnym stopniu
e(A = B). Pelna réwnosé¢ jest réwnoscia ze stopniem 1.

Podobnie, réznie moze by¢ okreslone zawieranie sie zbioréw rozmytych,
klasycznie definiowane

ACBe palz) <pup(r) VeelX.

Jest to tzw. ostra definicja ale podobnie jak w przypadku réwnosci mozna méwié
o pewnym stopniu ¢(A C B) zawierania sie zbioru A w zbiorze B.

Zainteresowanych odsylam do literatury.

Réwnosé zbioréw zwiagzana jest z réwnowaznosciag zdan x € A oraz x € B,
natomiast zawieranie zwiazane jest z implikacja, ktore bywaja réznie
definiowane.

Pojecia te, podobnie jak negacja, koniunkcja i alternatywa naleza do obszaru
zainteresowan logiki rozmytej.

Przy definicji i dzialaniach na zbiorach rozmytych podstawowa sprawa jest
okreslenie funkcji przynaleznoéci. Zazwyczaj funkcje te okreélane sa przez
czlowieka-eksperta przy uwzglednieniu jego doswiadczenia i wiedzy oraz danych
opisujacych rozwazane obiekty. Mamy tu kolejna osobliwosé: okreslenie funkcji
przynaleznosci zbioréw rozmytych i adekwatnych dzialan na nich jest bardziej
sztuka niz rzemiostem.

Przy zbiorach rozmytych typu ciaglego sa to funkcje trojkatne, trapezoidalne,
gaussowskie i sigmoidalne. Kazda z nich ma pewne zalety i wady, i mniej lub
bardziej nadaje si¢ do opisu réznych zbioréw rozmytych (rys. 5).

Czy wobec tego rodzaju trudnoéci i osobliwosdci warto stosowaé zbiory rozmyte
i je badaé?
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No c¢6z, na co dzien Swietnie dajemy sobie rade z rozumieniem i przetwarzaniem
informacji typu ,,przyjdz okolo czwartej na spotkanie w gronie najblizszych
znajomych i przynies troche tych dobrych kietbasek do grilowania”.

Skoro wiec czesto operujemy nieprecyzyjnymi jakosciowymi, ludzkimi
okresleniami, to by¢ moze nalezy réwniez przetwarzaé je na ,ludzki” sposob.

Niezaleznie od wad i zalet teoria zbioréw rozmytych sie rozwija i ma
zastosowanie.

Najwieksza osobliwoscia jest, moim zdaniem, wlasnie to, ze to wszystko dziata
w praktyce!

Zbiory rozmyte sa z powodzeniem stosowane w technice i przynoszg wymierne,
konkretne i zupelnie nierozmyte korzysci.

Coraz czedciej spotykamy na urzadzeniach napis fuzzy lub fuzzy logic — FL.

Tak jest na przyklad w przypadku dostepnych na naszym rynku pralek: Candy —
ACS 1040, ACS 100, ACS 130, ACS 840, CSBL100PL, Hoover — AT 1040, AAA
160, AT 120, AL 120, Miele — W 487 WPS, W 467 WPS, W 433E, Elektrolux

— EW 1220N, EW 1267F, Siemens - WIQ 1430, chlodziarko-zamrazarek :

Haier — HRF 348A, HRF 368A, HRF 368/2; kamer video: Sanyo, Sony (w tych
urzadzeniach chodzi o optymalizacje ostrosci oraz kompensacje przypadkowych
poruszen kamery, zwiazanych z drganiem reki, i umiejetnosci odréznienia ich od
ruchu filmowanego obiektu i ruchu kamery przy przesuwaniu, robieniu panoramy
— dzieki FL zapobiega si¢ ,bezmys$lnemu” dzialaniu stabilizatora obrazu).

7 powodu ograniczonej objetoéci artykutu nie napisalem wlasciwie nic na temat
podejmowania decyzji w warunkach rozmytosci (choé¢ wybdr przyktadowych
pralek jest takim najprostszym podejmowaniem decyzji), wnioskowania lub
sterowania rozmytego, liczb rozmytych i logiki rozmytej. Zainteresowanym
polecam literature (tu podaje tylko wybrane pozycje po polsku):

Czogala E., Pedrycz W.: Elementy i metody teorii zbioréw rozmytych. PWN
Warszawa 1985.

Kacprzyk J.: Wieloetapowe sterowanie rozmyte. WNT Warszawa 2001.

Lachwa A.: Rozmyty Swiat zbioréw, liczb, relacji, faktow i decyzji. AOW EXIT
Warszawa 2001.

Ostasiewicz W.: Zastosowanie zbiorow rozmytych w ekonomii. PWN Warszawa
1986.

Piegat A.: Modelowanie i sterowanie rozmyte. AOW EXIT Warszawa 1999.

Rutkowska D., Pilinski M., Rutkowski L: Sieci neuronowe, algorytmy genetyczne
1 systemy rozmyte. PWN Warszawa 1997.
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