Zapis odczytu wygloszonego na
XXX Szkole Matematyki Pogladowej
Osobliwosci, w styczniu 2003 roku.

Determinizm osobliwos$cia probabilisty

Andrzej DABROWSKI, Wroctaw

Moj odczyt jest swoista zemsta na deterministach, bo dla deterministy
probabilista jest osoba osobliwa, jesli by nie powiedzie¢ podejrzana. W zwiazku
z tym wykonam operacje odwrotng i opowiem, jak wyglada determinizm

w oczach probabilisty.

Determinizm kojarzy mi sie¢ z mozliwoécia jednoznacznego przewidzenia, co sie
stanie w przysztosci, gdy wiemy co sie stalo do danej chwili. A wiec musi sie
on wiaza¢ z pojeciem czasu i procesami, rozwijajacymi sie w czasie. Bede wiec
mowit dzi§ o procesach stochastycznych.

Proces stochastyczny zmiennej ¢t o wartosciach zespolonych wyobrazam sobie
jako gruba funkcje
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skladajaca sie z mnéstwa funkcji zespolonych zmiennej ¢.

W chwili ¢ probabilista nie wie, na ktérej funkcji sie znajduje, mimo iz zna

jej aktualna warto$é. Na poczatku Swiata za pomoca mechanizmu losowego
wylosowano funkcje x (¢, w), ktérej wartodci mozemy obserwowaé. Indeks funkgji,
oznaczony litera w identyfikuje, ktéra funkcje wylosowano. Taka funkcja nazywa
sie trajektorig procesu. Jezeli zatrzymamy sie w jednym momencie i bedziemy
obserwowacé, jakie mozliwe wartosci przyjma wszystkie funkcje, ktére wystepuja
w procesie stochastycznym, to otrzymamy zmienna losowa o okreslonym
rozkladzie. Charakterystycznymi wielko$ciami, opisujacymi typowe zachowanie
sie zmiennej losowej w punkcie ¢ sa wartos¢ oczekiwana

u(t) = Ea(t)
i jej odchylenie standardowe
o(t) = VE((z(t) — u(t))?).

Bedziemy zajmowacé sie tylko takimi procesami, dla ktérych istnieje w kazdym
punkcie odchylenie standardowe. Wtedy takze istnieje warto$é¢ oczekiwana.

Funkcja p(t), zwana wartoscia oczekiwana procesu, jest osia, wokol ktérej
gromadza si¢ wszystkie jego trajektorie. Odchylenie standardowe mozna
interpretowaé jako typowy rozrzut zmiennej wokot wartosci oczekiwane;j.
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Jest to wigc przestrzen Hilberta.

Pasek o grubosci o(t) wokoél u(t) zawiera trajektorie najczesciej wystepujace.
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Aby w pelni opisaé proces stochastyczny, trzeba ustali¢, jak wigza sie z soba
wartosci procesu w chwilach t i ¢ 4 h. Jezeli spojrzymy na funkcje oczyma
deterministy, to wie on, ze w chwilach ¢ i ¢t + h sa wyznaczone jej wartosci i to
jednoznacznie. Natomiast probabilista jest nieco skonfundowany, bo nie wie,
jakich warto$ci nalezy oczekiwaé w chwili ¢, a jakich w chwili ¢ + h. Aby sobie
to wyobrazi¢, odl6zmy na jednej osi wszystkie mozliwe wartosci procesu w chwili
t a na drugiej — w chwili ¢ + h. Punktéw o wspélrzednych (z(t,w), z(t + h,w))
moze by¢ bardzo duzo i pojawiaja sie one na plaszczyznie wedlug danego
rozkladu prawdopodobienstwa. Jezeli punkty te leza w poblizu jakiejs prostej,
to méwimy, ze jest silny zwigzek miedzy tym, co sie dzieje w chwili ¢ i w chwili
t+ h.

49 L]

Jezeli te punkty wytworza chmure , z jednorodnie pojawiajacymi sie punktami
w kazdym kierunku, to méwimy, ze zalezno$¢ jest staba: cokolwiek nie dzialoby
sie w chwili ¢, to praktycznie wszystko niezaleznie moze sie dzia¢ w chwili ¢ + h.

Miara tej zaleznosci jest funkcja kowariancyjna procesu w chwilach ¢t i ¢+ h :

Yt t+h) = E((x(t) — u(t)) (@t + h) — p(t + h))).
Zbiér zmiennych losowych mozna wyobrazi¢ sobie jako przestrzen liniowa
z iloczynem skalarnym

(U,V)=E(U - EU)(V — EV)).
Odchylenie standardowe jest w tej przestrzeni dlugoscia (norma) zmiennej
losowej:

o(U) = U]l
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Swiat zwyklych funkeji jest skomplikowany, $wiat zas grubych funkcji, czyli
proceséw stochastycznych, jest jeszcze bardziej skomplikowany. Zajmiemy sie
wiec pewnymi szczegdlnymi procesami, ktore by¢ moze z punktu widzenia
deterministy sa mato ciekawe.

Ograniczymy sie do takich proceséw stochastycznych, w ktérych oS procesu,
reprezentowana przez wartos¢ oczekiwana, jest funkcja stala. Bez straty
ogdlnosci bedziemy zaktadaé, ze nasz proces ma wartos¢ oczekiwana 0.
Zakladamy ponadto, ze tasiemka typowych trajektorii procesu miesci si¢ w
prostoliniowym pasku, réwnolegltym do wartoéci éredniej, a wiec zakltadamy, iz
odchylenie standardowe jest stale w czasie (o(t) = o).

10

]

Zalozymy ponadto, ze moment w ktérym zaczynamy obserwowaé proces nie ma
wplywu na jego przebieg. Oznacza to, ze dwa raporty o procesie, zaczynajace
sie w roznych momentach czasowych bylyby, z punktu widzenia wtasnosci
probabilistycznych, nieodréznialne. Warunek ten wyrazi¢ mozna zadajac, aby
funkcja kowariancyjna procesu v(t,t + h) zalezala jedynie od h:

At t+h) Ly ().
Oznacza to pewien luksus dla naukowca, ktéry moze sie wlaczy¢é w obserwowanie
Swiata w dowolnym momencie, bo nie zmienia to opisu tego $wiata. Taki proces
nazywa sie stacjonarnym. Zalozymy ponadto, co nie zmienia istoty faktéw, ktore
w dalszym ciagu przedstawimy, ze proces jest notowany tylko w calkowitych
momentach czasowych.

Jak juz powiedzieliémy na poczatku, pojecie determinizmu wiaze sie

z mozliwoscia przewidzenia, co sie bedzie dzialo w przyszlosci. Trajektoria
procesu stochastycznego w chwili ¢ na ogdél nie wyznacza jednoznacznie wartosci
w chwili ¢t + h, bo moze ona przebiega¢ od chwili ¢ na wiele sposobow.
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Podanie wartoéci jaka bedzie mial proces w chwili ¢ + h, gdy znamy jego
przebieg do chwili ¢, nazywa sie prognozq Z(t,h) w chwili t z horyzontem h.
Determinizm oznacza dla nas sytuacje, kiedy umiemy podaé bezbtedna
prognoze, to znaczy, gdy zawsze T(t, h) = x(t + h). Dla probabilisty taka sytuacja
jest osobliwa i takie procesy nazywa sie calkowicie deterministycznymi albo
singularnymi.

Jest jeszcze druga skrajno$é, gdy najlepsza prognoza z horyzontem h zmierza
do $redniej wartosci procesu dla h — oo, czyli Z(¢,h) — 0 dla h — oo. Jedyna
rozsadng prognoza z bardzo dalekim horyzontem dla takich proceséw jest
wartos$¢ typowa procesu. Procesy, w ktorych takie prognozy sa optymalne,
nazywane sg regularnymi.

Co to znaczy zaproponowaé dobra prognoze? Prognoza jest dobra, jesli jest
bliska rzeczywistoéci. Innymi stowy moéwiac, musi byé¢ ona oparta na historii
procesu do chwili ¢ i odlegloé¢ miedzy prognoza a rzeczywista wartoscia procesu

[Z(t,h) — z(t + )|
musi by¢ jak najmniejsza.

Co to jest historia procesu do chwili t? Z informacji dostepnych do tej chwili,

a wiec z rodziny zmiennych losowych {z(u) : u < t} (sa to wszystkie przekroje
grubej funkcji do chwili ¢), wytwarzamy pélprodukty, z ktérych bedziemy chcieli
przyrzadzi¢ recepty na prognoze. Potprodukty te powstaja przez kombinacje
liniowe na tych zmiennych losowych wraz z mozliwymi przejSciami granicznymi.
Najlepsza prognoza Z(t, h) nalezy do podprzestrzeni liniowe;

H; =lin{z(u):u <t}

i spelnia warunek

|Z(t, h) —z(t+h)|| =min{||U —z(t+ h)| : U € H;}.
7 geometrii wiemy, jak znalezé rozwiazanie tego zagadnienia: prognoza
jest rzutem prostopadlym wartoéci procesu w chwili ¢ + h na liniowa,
podprzestrzen Hy historii procesu do chwili ¢. Odleglos$é x(¢ + h) od rzutu, réwna
|Z(t, h) — z(t + h)]|| jest niczym innym tylko bledem prognozy, a doktadnie
mowiac, jego odchyleniem standardowym.

Skoro si¢ tak zaglebiliémy w historie, to zaglebmy si¢ jeszcze w prehistorie.
Wiedza na poczatku swiata jest czeScig wspdlna wszystkich historii, czyli jest
rowna

H_. = ﬂHt.
t

Ta podprzestrzen liniowa jest wspélnym jadrem tego, co wiemy o naszym
Swiecie. Jest ono niepuste — w poczatku Swiata musi sie znajdowaé co
najmniej zmienna losowa, przyjmujaca z prawdopodobienstwem 1 wartosé¢ 0
(deterministycznall). Ale co jeszcze?

Inna przestrzen liniowa opisuje caly wiedze, jaka potrafimy zgromadzi¢ o naszym
procesie stochastycznym:

H, = UHt.
t

Za pomoca tych przed chwilg zdefiniowanych przestrzeni mozemy
scharakteryzowac procesy singularne i regularne.

Twierdzenie
Proces stacjonarny jest caltkowicie deterministyczny (osobliwy, singularny) wtedy
1 tylko wtedy, gdy

H_ = Hx,
a reqularny wtedy i tylko wtedy, gdy
H_, ={0}.

Pierwsza teza oznacza, ze proces jest catkowicie deterministyczny, gdy na
poczatku wszystko jest wiadome. Druga teza mowi, ze proces jest regularny gdy
na poczatku nasza wiedza jest minimalna.
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W pewnym momencie stwierdziliémy nie doé¢ przekonywajaco, ze singularnoscé
i regularnoé¢ sa to dwie skrajnosci. Teraz dopiero widaé, ze rzeczywiscie to

sa dwie skrajnodci. Jak to czesto bywa, okazuje sie, ze Swiat jest zbudowany
wylacznie ze skrajnosci. Zachodzi bowiem twierdzenie

Twierdzenie Wolda
1. Kazdy proces stacjonarny x(t) jest sumg procesu singularnego s(t) 1
reqularnego r(t) :
x(t) = s(t) +r(t)
i ta suma jest wyznaczona w sposdb jednoznaczny (z dokladnoscig do zdarzen
o prawdopodobieristwie 0).

2. Procesy s(t) i r(t) sq¢ ortogonalne.

3.
\(H; € HY H] C HY),
¢
gdzie HY, H] | HY sq historiami proceséw s(t), r(t) i z(t).

Punkt 2. twierdzenia Wolda oznacza w jezyku probabilistycznym, ze oba
procesy sa z sobg nieskorelowane, czyli ze te dwie skladowe opisuja zupelnie inne
kawalki $wiata. Punkt 3. méwi, ze informacje z czesci singularnej i regularnej
procesu x sa mu podporzadkowane w tym sensie, ze w kazdym momencie wiedza
o przeszlosci proceséw s i r nie jest bogatsza od wiedzy o przeszlosci procesu .

7 twierdzenia Wolda wynika wprost, ze aby nauczy¢ sie prognozowaé procesy
stacjonarne wystarczy umiec:

e wydzieli¢ jego czesé singularna (lub regularna, gdyz druga czesé jest réznica
procesu i wydzielonej juz czesei),

e prognozowaé procesy singularne i regularne.
Koncowa prognoza jest suma prognoz czesdci singularnej i regularnej.

Aby nie poruszaé sie w prézni zobaczmy, jak moga wygladaé procesy singularne
i regularne.

Przyktady

1. x(t) = &; gdzie & jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o tym
samym rozkladzie o $redniej 0 i odchyleniu standardowym o.

Takimi procesami zajmuje sie klasyczny rachunek prawdopodobienstwa i
statystyka. Wartosci tego procesu w kolejnych momentach sa niezalezne i maja
taki sam rozklad. Najlepsza prognoza jest zawsze réwna warto$ci oczekiwanej 0,
a wiec jest to proces regularny.

2. Proces o warto$ciach zespolonych
z(t) = A(w)eitro

gdzie A jest zmienng losowa o wartosci oczekiwanej 0 i odchyleniu

standardowym o. Czesé¢ rzeczywista tego procesu jest cosinusoida, a czesé

urojona sinusoida o okresie i—z i losowej amplitudzie A.

Jest to proces singularny. Gdy wiemy, co sie dzieje do chwili ¢, co wiecej,
wystarczy, ze wiemy, co si¢ dzieje w chwili ¢, to wiemy, jaka jest amplituda. Gdy
to juz wiemy, to potrafimy podaé¢ bezbledna prognoze

2t h) = A(w)elH,

Przyktad ten pokazuje, ze determinizm wcale nie musi oznacza¢ braku losowosci.

Proces regularny ma bardzo prosta strukture. Daje sie zapisa¢ jako kombinacja
liniowa wartoéci procesu wystepujacego w przyktadzie 1.
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Twierdzenie
Niech r(t) bedzie procesem regularnym. Jest on kombinacjg liniowg wartosci
procesu biatego szumu.:

(1) r(t) = Zc(t — 8)és.

s<t

Prognoza takiego procesu wyraza sie wzorem

r(t,h) = Z c(t+h — s)es.
s<t
Proces stacjonarny mozna opisac jeszcze inaczej. Wlasnosci probabilistyczne
procesu wyraza funkcja kowariancyjna ~y(h), ktéra jest nieujemnie okreslona, to
znaczy spelnia nieréwnosé

> aiy(hi = hy)ag =0
i

dla dowolnych h; oraz zespolonych a;. Ta wlasnosé funkcji kowariancyjnej
pozwala nam skorzysta¢ z twierdzenia Bochnera, a w zasadzie z jego
szczegblnego przypadku, zwanego lematem Herglotza. Lemat opisuje, jaka jest
postaé¢ wszystkich ciagéw nieujemnie okreslonych.

Lemat (Herglotz)
Cigg nieujemnie okreslony mozna przedstawic¢ w postaci

™

2(h) = / e u(dN),

—T

gdzie p jest pewng miarg na odcinku (—m, ).

Gdy miara i ma gestosé f(A) wzgledem miary Lebesgue’a, to

™

3 = [ M pan
—T

Jak nalezy interpretowaé teze tego lematu? Zwiazek miedzy warto$ciami procesu
w chwilach ¢ oraz t + h opisuje funkcja v(h). Funkcje te z kolei charakteryzuje
miara u, ktéra méwi z jaka waga nalezy wziaé czestosé A w funkcji okresowej
e’" w calce wyznaczajacej . Lemat ten opisuje w matematycznym jezyku
rozszczepienie Swiatla (niekoniecznie bialego) na sktadowe. Dlatego rozklad
w lemacie Herglotza nazywa si¢ rozkladem spektralnym z miarg spektralng u
i z gestoscia spektralng f(X\) (o ile istnieje).

Obchodzimy wtasnie jubileusz Szkét Matematyki Pogladowej. Dla mnie ten
odczyt tez jest jubileuszowy. Debiutowalem na stynnej, probabilistycznej Szkole
nr 2 i méj pierwszy odczyt nazywal sie Kolorowa probabilistyka, gdzie méwilem
o tym jak kolor, wyznaczony przez rozklad spektralny, wplywa na wlasnosci
procesu: co to sa procesy czerwone, niebieskie, zimne i ciepte. Przypadek
zrzadzil, ze o podobnych sprawach méwie 30 Szkot pdzniej.

Wracajac do naszego zagadnienia: wlasnoéci procesu mozna wyrazié¢ przez
wlasnosci miary spektralnej, a jezeli ta miara ma gestosé, to przez wtasnosci
gestosci spektralnej. Mowiac w tym jezyku, ciag niezaleznych zmiennych
losowych ma stalte spektrum, a wiec moze byé¢ poréwnany do swiatlta biatego.
Dlatego jest nazywany bialym szumem. Kazdy inny proces jest bardziej
kolorowy. Proces singularny, opisany w przykltadzie 2, jest procesem o stabilnym
kolorze, odpowiadajacym czestosci Ag.

Proces regularny opisany réwnaniem (1) ma gesto$é spektralng

FO) =] eltye ™

>0

W jezyku rozkladu spektralnego mozna tez scharakteryzowaé procesy
deterministyczne. Jak wiadomo z teorii miary, kazda miare p mozna rozbic¢
na czeéé, ktora ma gestos¢ wzgledem miary Lebesgue’a i na cze$é¢ osobliwa,
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skupiona na zbiorze, ktorego miara Lebesgue’a jest réwna 0. Oznacza to, ze dla
kazdego mierzalnego zbioru B

u(B) = / FOVAA £ (BN Ay).
B

gdzie f jest gestoscig miary p wzgledem miary Lebesgue’a, Ag zbiorem miary
Lebesgue’a 0, na ktorym skupiona jest cze$¢ singularna miary p.

Przy tych oznaczeniach, prawdziwe jest

Twierdzenie
Stacjonarny proces x(t) o mierze spektralnej u jest deterministyczny wtedy i tylko

wtedy, gdy zachodzi jeden z warunkow:
s

fA)=0dla X ¢ Ay, albo /ln FO)AN = —o0.

Proces x(t) jest reqularny wtedy i tylko wtedy, gdy f(A) =0 dla A € Ag i

s

(2) /ln FO)AN > —o0.

—Tr
Osobliwosé proceséw deterministycznych w jezyku miar spektralnych oznacza,
ze albo ta miara jest skoncentrowana na zbiorze zerowym wzgledem miary
Lebesgue’a (co praktycznie jest réwnowazne determinizmowi, rozumianemu jako
brak losowosci), albo ta losowos$é jest bardzo nieznaczna, bo miara spektralna ma
tak male wartosci, ze calka z jej logarytmu jest rowna —oo.

Nieréwnos$é (2) zwiazana z procesami regularnymi tylko pozornie wyglada na
warunek techniczny. Kolmogorow udowodnit bardzo ciekawe twierdzenie

Twierdzenie
Jezeli proces z(t) jest regularny z gestoscig spektralng f, to

1 T 9
%/ (27 £(A))dA = In(o2),

gdzie o2 jest wariancjg bledu prognozy z horyzontem 1.

7 twierdzenia Kolmogorowa wynika, ze procesy regularne o matych wartosciach
gestosci spektralnej mozna dobrze prognozowaé. Malte wartosci gestosci
spektralnej oznaczaja, ze wartosci takiego procesu maja mala zmiennosé. Stad
wynika, ze im bardziej proces jest deterministyczny, tym tatwiej go prognozowac.
Warunkiem idealnej prognozy moze by¢ tylko determinizm.

Moze nas interesowaé jeszcze jeden aspekt determinizmu, zwiazany z
interpolacjg. Obserwujemy proces x do chwili ¢, ale nie znamy jego wartosci

w chwilach lezacych w skoficzonym zbiorze T' C (—o0, t]. Kazdy obserwator
chcialby te dziury zalata¢ jakimis sensownymi wartosciami. Problem znalezienia
dobrej interpolacji jest bardzo podobny do zagadnienia dobrej prognozy. Trzeba
zalataé¢ dziury w obserwacjach tak, aby btad, wynikajacy z interpolacji byt jak
najmniejszy.

Jezeli x jest procesem deterministycznym, to najlepsza interpolacja jest
bezbledna. Rozwiazanie jest oczywiste. Na lewo od pierwszej dziury znam calg
przeszlosé. Proces jest deterministyczny, wiec zatatam ta dziure bezblednie
poprzez prognoze wartosci w tym punkcie. Teraz na lewo od drugiej dziury juz
znam (bezblednie!) cala przeszloéé, wiec przez prognoze wypelnie druga luke
bezbtednie. Iterujac to postepowanie oszacuje bezbtednie wszystkie brakujace
warto$ci. Mozna powiedzieé, ze dla procesu deterministycznego zachodzi
wlasnosé determinizmu interpolacyjnego: umiemy zatataé bezblednie kazdy
skonczony zestaw dziur.

Czy ten rezultat da si¢ przenie$¢ na inne procesy? Nie nalezy si¢ spodziewaé, ze
tak sie da zawsze zrobi¢. Gestos¢ spektralna procesu regularnego, dla ktérego
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zachodzi determinizm interpolacyjny musi by¢ w pewnym sensie podobna do
gestosci procesu deterministycznego, czyli nie moze mieé¢ zbyt duzych wartosci.
Warunek ten precyzyjnie opisuje nastepujace

Twierdzenie
Jezeli proces x(t) jest reqularny z gestoscig spektralng f, to jest on
interpolacyjnie deterministyczny wtedy i tylko wtedy, gdy

[P
(3) /7r o d\ = oo,

f

gdzie w(X) = >, are™* jest dowolng skoriczong kombinacjq zespolonych
jednomiandw trygonometrycznych e k.

Ten warunek jest bardzo mocny: dla kazdego wielomianu catka (3) jest
osobliwa (znéw osobliwo$é, zwiazana z determinizmem). Procesy regularne
interpolacyjnie deterministyczne maja wartosci mniejsze niz dowolny wielomian
trygonometryczny. Mimo tak trudnego warunku, procesy regularne, dla ktorych
determinizm interpolacyjny wystepuje, istnieja.

Gdy tak nie jest, to istnieje taki wielomian trygonometryczny, ze catka (3) jest
skonczona. Wezmy rodzine wszystkich takich wielomianéw. Mozna zauwazy¢,
ze wszystkie te wielomiany maja wspolny dzielnik i ten wielomian bedziemy
nazywaé wielomianem minimalnym. Ten wielomian jest charakterystyczny dla

procesu, bo jest on niejako dzieckiem gestosci spektralnej f. Jest on postaci
i

wo(A) = [ (€™ =),
j=1
gdzie A; jest zerem krotnosci n; gestosci spektralnej,

1

Méwimy, ze Ao jest zerem o krotnosci n gestosci spektralnej f, gdy zachodzi

warunek
I A= Xo[™! /7T|>\—)\0|"
—————d\ = o0, ——d\ < 0.
/ i) J I

Wielomian ten pelni szczegélna role w sytuacji, gdy chcemy wypelni¢ luke
w obserwacjach w momentach {to,to+ 1,...,to +p — 1}. Taka dziura da sie
zalata¢ bezblednie wtedy i tylko wtedy, gdy

r
< Zk']
j=1

Oznacza to, ze gdy luka w obserwacjach nie jest zbyt duza, to mozemy ja
bezblednie wypelnié¢ wartodciami procesu. Wielkos¢ tej luki nie moze przekraczaé
sumy krotno$ci wielomianu minimalnego, opisujacego konfiguracje zer gestosci
spektralnej.
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