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Rys. 1. Konstrukcja sumy spéjnej.

Sumy spdjne w biologii
Agnieszka JANIAK-OSAJCA, Zielona Goéra

Pojeciem, ktore zrobilo ogromna kariere w matematyce w XX wieku jest pojecie
rozmaitodci. Przestrzenie lokalnie wygladajace jak przestrzen euklidesowa
okazaly sie bardzo przydatne i znalazly przerézne zastosowania. Dzis bez
pojecia rozmaitosci trudno wyobrazi¢ sobie wiele dziedzin fizyki teoretycznej,

w szczegdlnodci teorie wzglednosci 1 kosmologie. Rozmaitosciami zaczeli
interesowac sie takze ekonomisci i biolodzy.

Nie bedziemy tu wprowadza¢ formalnej definicji rozmaitosci rézniczkowej;
wystarczy nam intuicja rozmaitosci jako spdjnej przestrzeni topologicznej
lokalnie homeomorficznej z przestrzenia euklidesows ustalonego wymiaru

(intuicja powierzchni).

Podstawowym zadaniem teorii badajacej rézne obiekty matematyczne jest

ich klasyfikacja. Tak tez jest w teorii rozmaitosci; klasyfikacja rozmaitosci z
dokladnoscia do homeomorfizmu (lub dyfeomorfizmu, w zaleznosci od nalozonej
struktury) jest bardzo waznym problemem tej teorii. Zadanie zostalo rozwiazane
w pelni w przypadku rozmaitoéci jedno- i dwuwymiarowych.

Jedna z metod klasyfikacji powierzchni polega na wykorzystaniu pomystu
rozktadu kazdej powierzchni na prostsze cegietki. Tak sie dobrze sklada, ze

w przypadku dwuwymiarowym wystarcza tylko trzy podstawowe rozmaitosci:
sfera, torus i plaszczyzna rzutowa. Podstawowa operacja zastosowana w tym
celu, i wykorzystywang w wielu innych sytuacjach jest operacja sumy spdjnej
rozmaitosci.

Intuicyjnie wyglada to tak: z jednej powierzchni, oznaczmy ja M7, wycinamy
koto, z drugiej, powierzchni, konsekwentnie oznaczamy ja M, wycinamy koto
i sklejamy powierzchnie wzdluz brzegow wycieé, ktore sa homeomorficzne

z okregami. W ten sposob dostajemy nowa powierzchnie, nowa rozmaitos$c
dwuwymiarowa. To jest wlaénie suma spdjna rozmaitosci My i My, ktéra
oznacza sie M1# M, (C. Kosniowski [9]). Bardziej precyzyjnie. Niech M; i Mo
beda powierzchniami a K2 kotem (dwuwymiarowa kula) jednostkowym. Dalej
niech ¢y : K2 — Mj i ¢3 : K? — M, beda homeomorfizmami przeksztalcajacymi
koto na obrazy zawarte w odpowiednich rozmaitoéciach. Wycinamy wnetrza
zbioréw ¢(K1) oraz ¢(Ks). Nastepnie sklejamy punkty zbioru 9(M; \ ¢1(K?))
oraz O(Mz \ ¢2(K?)) (rysunek 1). Zbiory te sa homeomorficzne z okregami,
istnieje zatem wiele sposobdéw ich utozsamienia (por. M.V. Hirsch [7],

K. Janich [8]).

Dowodzi sie ze suma spdjna nie zalezy od wyboru kétek na powierzchniach oraz
od sposobu sklejania powierzchni (por. Munkres [10]).

Wykorzystujac pojecie sumy spdjnej, twierdzenie klasyfikacyjne dla rozmaitosci
dwuwymiarowych mozemy sformutowaé nastepujaco:

Twierdzenie. KazZda dwuwymiarowa rozmaitos¢ zwarta v bez brzegu jest
homeomorficzna albo ze sferq, albo z sumq spdjng pewnej liczby torusow, albo
wreszcie z sumg spojng pewnej liczby plaszczyzn rzutowych.

Bardzo podobnie operacje sumy spéjnej mozna zdefiniowaé dla rozmaitosci n
wymiarowych: wycinane kota zastgpujemy n wymiarowymi kulami i sklejamy
rozmaitosci utozsamiajac odpowiednie punkty n — 1 wymiarowych sfer.

Réwniez w wyzszych wymiarach wykorzystuje sie operacje sumy spdjnej do
klasyfikacji rozmaitosci. Nie ma niestety tak pelnego twierdzenia jak dla
powierzchni, lecz pewne czeSciowe rezultaty mozna jednak uzyskac.

W przypadku rozmaitosci trojwymiarowych istnieje twierdzenie o rozktadzie
rozmaitosci na prostsze sktadniki. Problem jest jednak wtasnie z opisem tych
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scegielek”. Gdyby udalo sie je lepiej scharakteryzowaé, nadzieje na klasyfikacje
ta metoda bylyby wieksze. A tak, mimo iz jest rozklad i to jednoznaczny

(1), to jak na razie nie ma twierdzenia klasyfikacyjnego dla rozmaitosci
tréjwymiarowych (por. R. Duda [5], Hempel [6]). Operacja sumy spéjnej z
powodzeniem moze by¢ wykorzystana do geometrycznej interpretacji pewnych
zjawisk odleglych od matematyki. Teoria powierzchni i techniki w niej stosowane
daja szereg interesujacych modeli dla biologii, w szczegdlnosci biologii komérki.

Biologiczna komorka powszechnie uwazana jest za jeden z podstawowych,
najbardziej elementarnych obiektéw, co wcale nie oznacza, ze jej budowa jest
prosta. Jest to twor o bardzo skomplikowanej strukturze, czesto samodzielnie
zyjacy organizm. Fakt, ze kazdy organizm zywy zbudowany jest z komorek stat
sie¢ prawem.

Wszystkie istoty zywe — zwierzeta, rodliny, nie wylaczajac bakterii — skladaja
sie z komoérek oraz z produktéw ich przemiany materii. Ré6wniez nowe
komérki powstaja przez podzial z komoérek juz istniejacych, wykazujac
zasadnicze podobienstwo pod wzgledem skladu chemicznego i przemiany
materii do komérek macierzystych. Aktywno$é organizmu jako caltosci jest
wiec suma czynnoéci i wzajemnego wspoldzialania jego niezaleznych jednostek
komérkowych. (por. C.A. Villee [12])

Obecnie w podrecznikach histologicznych mozna znalezé informacje dotyczace
okoto 200 wyraznie zréznicowanych typéw komorek ludzkich. Prawidtowosé
funkcjonowania komérki zalezy z jednej strony od utrzymania stabilnosci
srodowiska wewnatrzkomoérkowego, z drugiej za$ od ciaglej wymiany substancji z
otoczeniem. Spelnienie obu tych warunkéw mozliwe jest wladnie dzigki istnieniu
i funkcjonowaniu ograniczajacej komoérke blony plazmatycznej nazywanej
réwniez blong komérkows lub ogélniej biologiczna (por. G. M. Fuller [3]).

Btlony biologiczne sg zorganizowanymi warstwowymi ukladami
makromolekularnymi (wielkoczasteczkowymi), ztozonymi gléwnie z biatek

i lipidéw (inaczej tluszezy, zréznicowanej grupy zwiazkéw naturalnych o
stosunkowo mato polarnym charakterze i stabej rozpuszczalnosci w wodzie)

oraz powiazanych z nimi cukréw (sacharydéw, weglowodanéw). Blony pelnia
funkcje niezbedne do utrzymania zycia, a wszystko, co odbywa sie wewnatrz
struktur ograniczonych blonami i w samych blonach, stanowi elementy proceséw
zyciowych. Mozna zatem powiedzie¢, ze stanowia bariery niezbedne dla
zapewnienia odrebnoéci i ciaglosci proceséow zyciowych. Wezeéniej wspomniano
juz, ze cialo czlowieka tworzy ponad 200 typéw komoérek, w zwiazku z tym
oczywistym jest istnienie wielu typéw strukturalnych btony komoérkowe;.
Jednak, pomimo swej réznorodnosci, wykazuja one wiele cech wspélnych. Na
przykltad wchodzace w sktad blony lipidy sg stosunkowo malymi czasteczkami
zawierajacymi reszty hydrofobowe (izolujace sie od $rodowiska wodnego — ,nie
lubigce wody”) i hydrofilowe ($cidle zwiazane ze $rodowiskiem wodnym — lubiace
wodg”). Ze wzgledu na swoja specyfike blony tworzg tzw. dwuwarstwy lipidowe
stanowiace bariere dla przeplywu pewnych czasteczek. Maja rowniez ogromny
wplyw na stworzenie wlasciwego srodowiska dla dziatania bialek wchodzacych

w sklad blony. Te ostatnie posrednicza w charakterystycznych funkcjach bton
jako pompy, kanaly, przenosniki, receptory, transformatory energii i enzymy.

Blony komérkowe sa wiec wysoce wyspecjalizowanymi posrednikami pomiedzy
wnetrzem komoérki a jej otoczeniem. Oddzielaja one poszczegdlne sfery
dzialania, zapobiegajac swobodnemu mieszaniu sie¢ sktadnikow roznych organelli.
W przeciwnym razie wazne procesy chemiczne nie moglyby zachodzié. Tak wiec
stan komorki praktycznie zalezy od blony komérkowej, wlasciwie wypelniajacej
swoje funkcje posredniczenia i przepuszczania. Zaburzenie czynnoéci blony, na
przyklad rozstrojenie tadunku elektrycznego lipidéw, hamuje wlasciwe dziatanie
enzymow odpowiedzialnych za stan energetyczny komorki i jej odzywianie, na
receptory btony komorkowe;j.
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Rys. 2. Budowa blony biologicznej (por. J. Darnell i in [4])

Aby wszystkie funkcje komérki byly prawidlowo spelniane, niejednokrotnie
musi dochodzi¢ do zjawiska zwanego fuzja blon biologicznych. Uwaza sie, ze

jest to zjawisko towarzyszace miedzy innymi egzo- i endocytozie. Egzocytoza to
proces polegajacy na fuzji pecherzyka transportowego (bloniasty twor, wewnatrz
ktérego znajduje sie transportowany material) z blona plazmatyczna, w wyniku
czego substancja znajdujaca sie wewnatrz pecherzyka wydostaje sie na zewnatrz
komérki. Endocytoza jest natomiast procesem odwrotnym, w wyniku ktérego
nastepuje transport do wnetrza komorki czastek zawieszonych w srodowisku
zewnetrznym komorki.

CYTOPLAZMA

b) EGZOCYTOZA

CYTOPLAZMA

Nie sa to jedyne procesy, gdzie mamy do czynienia z fuzja blon biologicznych.
. .« g oo N Wewnatrz samej komoérki przeptyw réznych sktadnikéw odbywa sie za
posrednictwem pecherzykéw transportowych, ktore wedrujac miedzy réznymi

Rys. 3. Procesy a) endo- i b) egzocytozy ) : faa : : ) o
strukturami btoniastymi podlegaja procesom fuzji.
(por. B. Alberts i in. [1]). Y p gaJa p )
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Rys. 4. Procesy transportowe w komoérce (por. B. Alberts i in.[1]).

Fuzja bton biologicznych wystepuje rowniez podczas wnikania wirusa HIV do
komorki limfocytu T4.
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Rys. 6. Etap pierwszy procesu fuzji:
X, 1= 1,2 — rozmaitosci modelujace
warstwy zewnetrzne blon pecherzykéw
przed procesem fuzji, Y;, ¢ =1,2 —
odpowiednio rozmaitosci modelujgce
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Rys. 7. Etap drugi procesu fuzji:
widoczne odksztalcenie w warstwach
zewnetrznych bton stwierdzone
eksperymentalnie. Kropki na rysunku
obrazujg okregi, ktére pdzniej beda
usunigte.

XXy bl

Rys. 8. Etap trzeci procesu fuzji:
X, X7, 4=1,2 — rozmaitosci
modelujgce czesci wkleste i wypukte
warstw zewnetrznych bton obu
pecherzykow.
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Rys. 5. Proces wnikania rdzenia wirusa HIV do cytoplazmy limfocytu T4 poprzez fuzje¢ btony
pecherzyka wirusowego z btong limfocytu oraz wypaczkowywanie nowych pecherzykéw wirusowych
z zainfekowanej komorki limfocytu (por. M. A. Nowak [11]).

Topologiczna operacja sumy spbjnej pozwala przejrzyécie, choé¢ w znacznym
uproszczeniu opisaé¢ proces fuzji. W przyblizeniu btone biologiczng mozna
traktowaé jako powierzchnie wzglednie uktad dwdéch lub kilku powierzchni. Nie
mamy tu do czynienia ze specjalnie wyszukanymi powierzchniami. Ze wzgledu
jednak na co najmniej dwuwarstwowa strukture btony konieczne jest rozbicie
procesu fuzji na kilka etapéw i wielokrotne zastosowanie sumy spdjne;j.

PrzesledZzmy to na przyktadzie.

Jak juz wspomnielismy, btone komoérkowa, czy tez inna blone biologiczna,
mozemy przedstawi¢ w duzym uproszczeniu jako uktad dwéch sfer, zatem
komérke schematycznie opisujemy w postaci dwéch koncentrycznych sfer.
Wykorzystujac wyniki obserwacji i analizujac eksperymenty proces fuzji
rozbijamy na kilka podstawowych etapéw.

Na rysunku 6 przedstawiony jest etap pierwszy, w ktérym warstwy blony
biologicznej pecherzykéw (tak bedziemy okreslaé¢ wszelkie struktury

biologiczne mogace ulegaé procesowi fuzji) modelujemy wlasnie za pomoca

sfer wspélsrodkowych. Sfery Xi, i Xo przedstawiaja warstwy zewnegtrzne
pecherzykéw przed procesem fuzji (na rysunku zaznaczone liniami przerywanymi
dla szczegdlnego rozréznienia warstw zewnetrznych i wewnetrznych),

natomiast sfery Y7 i Y5 odpowiednio warstwy wewnetrzne. Nastepnie w wyniku
wzajemnego oddzialywania blon biologicznych obu pecherzykéw (w procesie tym
istotna funkcje pelnia jony wapnia i niektére fosfolipidy) nastepuje ich zblizenie
do siebie oraz odksztalcenie sfer X; i X5 (rysunek 7). Na tak odksztalconych
sferach wyrdzniamy cze$é wklesta (wewnetrzna) Xi¥ i X% oraz czes¢ wypukla
(zewnetrzna) X7 1 X35.

Czesciami granicznymi tak wyodrebnionych wklestosci i wypuklosci sa okregi.
Na rysunku 7 kropki prezentuja okregi, ktére zgodnie z definicja sumy
spdjnej w kolejnym etapie zostana usuniete. Po usunigciu okregéw zewnetrzne
rozmaitosci rozpadaja sie kazda na dwie skltadowe XV, X7, gdzie i = 1,2
(rysunek 8).

Na tak przygotowanych rozmaitoséciach (powierzchniach) mozemy wykonaé
operacje sumy spéjnej. W jej wyniku, co pokazuje rysunek 9, otrzymujemy
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Rys. 9. Etap czwarty procesu fuzji:
X{#X5 — rozmaito$¢ modelujaca
warstwe zewnetrzng blony pecherzyka
po procesie fuzji, X" #X," — rozmaitosé¢
modelujagca faze HII powstajacg podczas
procesu fuzji.

Rys. 11. Etap piaty procesu fuzji:
(X7#X35) — rozmaitosé modelujgca
warstwe zewnetrzng blony pecherzyka po
procesie fuzji, Kropki na rozmaitosciach
(X{P#X3) oraz Y;, i = 1,2 reprezentuja
okregi do usuniecia.

Yi# (X" # X5) # Yo

Rys. 12. Etap szésty procesu fuzji:
(X{#X35) — rozmaito$é modelujgca
warstwe zewnetrzng blony pecherzyka

po procesie fuzji, Y1#(X{"#X3)#Y2

— rozmaito$¢ modelujaca warstwe
wewnetrzng btony pecherzyka po procesie
fuzji.

a) Pecherzyk po procesie fuzji,

stan mozliwy do zaobserwowania

w mikroskopie elektronowym.

b) Pecherzyk po konicowym uformowaniu.

rozmaitos¢ X7# X35 modelujaca warstwe zewnetrzng pecherzyka po procesie fuzji
oraz pewna strukture wewnetrzna modelowana przez rozmaitoéé: X"# X35 .

Pojawiajaca sie w modelu struktura wewnetrzna ma istotne znaczenie dla
zrozumienia zachodzacych zjawisk. Pokazuje ona bowiem, ze podczas fuzji

blon biologicznych tworzy sie tak zwana faza heksagonalna odwrédcona
(oznaczana symbolem HIT) — pewien charakterystyczny sposob ulozenia lipidéw
w wodzie. Ttumaczy to mechanizm fuzji bton biologicznych. Dotychczas bowiem
postulowano dwa molekularne modele fuzji bton: pierwszy zaktada tworzenie

sie wlasnie fazy heksagonalnej odwréconej (HII), drugi utworzenie defektu

w strukturze blony biologicznej (rysunek 10).
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Rys. 10. Molekularne
modele fuzji bton
biologicznych

dwéch komoérek. A

— utworzenie fazy
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\\ ?ﬁ ?3,7 ﬂ;\?filklﬁﬁ / lipidu, B — utworzenie
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Blumenthal [2]).

Nastepnym krokiem w modelu bedzie analiza procesu fuzji warstw wewnetrznych
Y1, Y3, oraz pecherzyka (X{'#XY). W tym celu réwniez postuzymy sie
konstrukcja sumy spéjnej. Na rysunku 11 widzimy powierzchnie Y7 i Y5 oraz
(XP#XY) z zaznaczonymi na nich punktami (reprezentujacymi okregi), ktore
zgodnie z konstrukcjg sumy spdjnej musimy usunac.

W kohcowym etapie operacji sumy spdjnej podlegaja trzy rozmaitosci:

Yy, (X{P#XY) oraz Y3 dajac nam produkt finalny w postaci rozmaitosci

Y1 #(XPP#XP)#Y, modelujacej warstwe wewnetrzng pecherzyka po procesie
fuzji (rysunek 12).

Whiosek, ktory nasuwa sie po przeanalizowaniu wyzej przedstawionego modelu
jest nastepujacy:

W wyniku procesu fuzji dwdch struktur biologicznych czesé lipidow warstw
zewnetrznych blon tych struktur przemieszcza sie do warstwy wewnetrznej blony
biologicznej struktury powstajgcej po zajsciu fuzji.

Jest to bardzo wazne spostrzezenie w zaproponowanym modelu, ttumaczace
przemieszczanie czasteczek w blonie.

Mozna tez rozwazaé¢ model bardziej skomplikowany, gdzie warstw jest wiecej,
mechanizm fuzji wyglada wtedy podobnie, tylko liczba etapéw odpowiednio
wzrodnie.

Fuzja na poziomie komérkowym ma szerokie zastosowanie w genetyce.
Eksperymentalnie doprowadza si¢ do fuzji dwéch istotnie réznych komorek

(co za tym idzie fuzji ich blon) w wyniku czego powstaje jedna komérka
potomna. Proces taki umozliwia laczenie si¢ komérek czesto bardzo odlegtych
systematycznie, na przyklad myszy i czlowieka. Przy okazji doswiadczen tego
typu ma miejsce rowniez fuzja jader komoérkowych. W takim przypadku mozemy
moéwié o procesie fuzji na poziomie struktur subkomérkowych. Wspomniane
procesy maja ogromne zastosowanie w badaniach nad nowotworami. Dokladne
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poznanie istoty procesu fuzji zaréwno na poziomie komérkowym jak i wewnatrz
samej komoérki ma wiec zasadnicze znaczenie dla zrozumienia proceséw
zyciowych, a takze w walce z réoznymi patologiami.

LITERATURA

1.

oo

10.
11

12.

43

Alberts, B., Bray, D., Lewis, J., Raff, M., Roberts, K. i Watson, J.D.
Molecular biology of the cell Garland Publishing Inc., New York 1994

. Blumenthal, R. Membrane fusion. Current topics in membranes and

transport (red. R.D.Klausner C.Kempf i J. van Renswoude) Academic Press,
203-254, New York 1987

. Fuller G.M. i Shields D. Podstawy molekularne biologii komdrki

Wydawnictwo Lekarskie PZWL, Warszawa 2000

. Darnell, J., Lodish, H. i Baltimore, D. Molecular cell biology Scientific

American Books, New York 1990

. Duda, R. Wprowadzenie do topologii czesé¢ 1. 1 II. PWN, Warszawa 1986
. Hempel, J. 8-manifolds Annals of Math. Studies 86, Princeton University

Press 1976

. Hirsch, M.V. Differential topology Springer 1976
. Janich, K. Topologia PWN, Warszawa 1991
. Kosniowski C. Wprowadzenie do topologii algebraicznej Wydawnictwo

Naukowe UAM, Poznan 1999
Munkres, J.R. Elementary Differential Topology Annals of Math. Studies 54,
Princeton University Press Princeton 1963

. Nowak, M.A. i McMichael, A.J. W jaki sposob wirus HIV pokonuje uklad

odpornosciowy Swiat Nauki 50, 44-52, 1995
Villee C. A. Biologia PWRIiL, Warszawa 1987



