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Praca niniejsza poswiecona jest problemowi pokrywania przestrzeni metrycznych
niepustymi, roztacznymi i domknietymi zbiorami. Postugujac sie elementarnymi
metodami autorzy pokazuja dla jakich przestrzeni pokrycie takie nie istnieje.

W pierwszej czesci rozwazane sg przestrzenie euklidesowe. Twierdzenie 1
umieszczono celem wyrobienia odpowiednich intuicji. Czeé¢ druga zawiera pewne
uogdblnienia. Twierdzenie 3 obejmuje pozostale jako szczegdlny przypadek.

Autorzy pragna wyrazi¢ podziekowania panu profesorowi Feliksowi Przytyckiemu
za cenne uwagi dotyczace problemu.

1. Przestrzenie euklidesowe

Wprowadzmy, przede wszystkim, podstawowe oznaczenia uzywane w dalszym
ciaggu.
Definicja. Kula w R o $rodku a i promieniu r > 0 nazywamy zbiér
K(a,r)={zeR:|z—a| <r}.
Analogicznie kula w topologii zrelatywizowanej do A C R, to
Ky(a,r)={x € A: |z —al <r}.
Przez int i bd oznaczamy odpowiednio wnetrze i brzeg zbioru w R, za$ przez
int4 i bd operacje te w topologii zrelatywizowanej do zbioru A C R.

Zachodzi nastepujace

Twierdzenie 1. Nie istnieje pokrycie prostej przeliczalng iloscig rozlgcznych
odcinkow domknietych.

Dowdéd. Zaldézmy niewprost, ze istnieje takie pokrycie

(1) R= U [an; bnl,

neN
przy czym odcinki te sa roztaczne. ,\Wyjmijmy” z tych zbioréw wnetrza, to
znaczy rozwazmy zbior

A={an, b, :n € N}

Zauwazmy, ze A jest przestrzenig zupelna, jako domkniety podzbiér R. Istotnie,
wezmy dowolny ciag (x,) punktéw z A zbiezny w R do z. Chcemy wykazad,
ze x € A, tzn. jest koncem ktéregos z powyzszych odcinkéw. Ze wzgledu
na (1) z € [am;by] dla pewnego m. Gdyby « € (am;by,), to takze prawie
wszystkie wyrazy ciagu (z,,) znalazlyby sie w tym przedziale, czyli pewien
ay, (wzglednie by ) nalezalby do (a,; by,). To za$ przeczyloby roztacznosci
przedzialéw w (1) — A jest wiec zupelny.

Pokazemy teraz, ze zbiory {an,b,} sa w A domkniete i brzegowe dla

dowolnego n, skad tatwo wyniknie sprzeczno$¢ z twierdzeniem Baire’a.
Domknietos¢ jest trywialna. Dla pokazania brzegowosci zalézmy niewprost, ze
dla pewnego n mamy inta{a,,b,} # 0, tzn. ktérys z a,,, b, jest w int a{a,, b, }.
Bez straty ogdlnosci niech a,, € intg{an, by}, tzn. istnieje pewna kula K 4(a,,r)
calkowicie zawarta w {a,, b, }, tj.

(2) KA(an; T) g {an; bn}~
Niech y € K(an, ) \ [an; bn] — patrz rysunek.
Y
( r \ 5
T £ 7 3
an

n

Ze wzgledu na (1) y € [am, by] dla pewnego m # n, i wobec rozlacznosci
przedzialéw w (1) mamy b, € K(ay,r), wiec oczywiscie by, € Ka(an,r).
Otrzymalismy sprzecznosé z (2), co daje brzegowosé {ay, by, }.
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Ostatecznie A jest przestrzenig zupelng pokryta przeliczalng iloscig zbioréw
w niej domknietych i brzegowych, co jest sprzeczne z twierdzeniem Baire’a.
Otrzymana sprzecznosé¢ dowodzi prawdziwosci twierdzenia. O

Przejdziemy teraz do przypadku pokrywania przestrzeni euklidesowych.
Definicje kul K(a,r) oraz K 4(a,r) nalezy przeformulowaé w oczywisty sposéb.
Analogiczna uwaga tyczy sie operacji int, bd, int4 i bdy, gdzie A C RY.

Twierdzenie 2. Nie istnieje pokrycie przestrzeni euklidesowej R? przeliczalng
tloscig rozlgceznych i niepustych zbiorow domknietych.

Dowdéd. Zatézmy niewprost, ze istnieje rzeczone pokrycie
(3) RY = [ J F,.
neN
7 kazdego ze zbioréow F;, wyjmijmy wnetrza, tj. rozwazmy zbiér
O, = F, \ int F,,, n=12...,
zwany dalej obwédka; O,, jest wiec brzegiem zbioru F;,. Niech wreszcie

A= On.

neN

Jak w twierdzeniu 1 naszym celem jest pokazanie, ze
(i) A jest zupelna i niepusta,

(ii) kazda obwddka O,, jest domknieta w A,

(iii) kazda obwddka O,, jest brzegowa w A.

Istotnie.

(i) Wezmy ciag (z,,) punktéw z A zbiezny w R? do x. Chcemy mieé, ze x € A,
tj. « nalezy do pewnej obwédki. Ze wzgledu na (3) x € F,, dla pewnego n.
Gdyby « € int F,,, to prawie wszystkie wyrazy (x,) lezalyby w int F,, tzn.
pewien xj € int F},. Poniewaz x, jest elementem obwédki np. O,,, wiec

O Nint F, # 0,
czyli
(Fp \ int Fy,) Nint F, # 0.
To jednak przeczy rozlacznosci zbioréw w (3) w przypadku n # m,

natychmiastowo za$ daje sprzecznosé¢ gdy n = m.

Zatem A jest przestrzenig zupelna jako domkniety podzbiér RY.

Spojnosé R? oznacza, ze jedynymi zbiorami otwarto-domknietymi sg ) oraz cata
R?. Z tego wzgledu zbiory F), nie sa otwarto-domkniete, wiec obwddki, jako ich
brzegi, sa niepuste. Tym bardziej A jest niepusta.

(ii) Wynika w jednej chwili z okreslenia obwddki.
(iii) Zalézmy niewprost, ze ktoras z obwodek O,, nie jest brzegowa w A. Oznacza
to, ze
int4 O, # 0,
czyli istnieje x € O,, taki, ze
z €int4 O,,.
Innymi stowy pewna kula K4 (z,7) jest calkowicie zawarta w O,:
(4) Ky(x,r) C O,.

Z drugiej strony poniewaz x € O,,, czyli jest punktem brzegowym (w topologii
RY) zbioru F,, wiec kula K (z,r) zawiera jaki§ punkt y spoza F,,. Ze wzgledu

na (3) mamy y € F,, dla pewnego m # n. Celem naszym bedzie pokazanie, ze
w kuli K (z,r) znajduje sie jaki$ punkt z obwédki O, co wobec (4) bedzie juz
sprzeczne z roztacznoscia obwodek.
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Aby to pokazaé zauwazmy, ze:
(iv) K(z,r) jest spdjna,

(v) Fon N K (z,7) jest niepusty oraz nie jest cala K (z,7), ze wzgledu na punkty y
oraz x, odpowiednio,
(vi) na mocy (iv) i (v) zbiér F,, N K(x,r) nie moze byé otwarto-domkniety
w K(z,r), czyli
bdk (o) (Fn N K (2,7)) # 0,
(vii) wreszcie ze wzgledu na to, ze dla dowolnych E i F zachodzi inkluzja
bdg(FNE)C ENbdF mamy, ze
K(z,r)Nbd Fy, # 0,
tj.
K(z,r)N O, # 0,

otrzymana sprzecznosé konczy dowdd brzegowosci obwddek w A.

Otrzymalismy wniosek, ze przestrzen zupelna i niepusta A jest przeliczalna

suma
A={]O0,

neN
zbioréw O,, w niej nigdziegestych, to zas jest sprzeczne z twierdzeniem Baire’a.
Tym samym twierdzenie zostato udowodnione. O

Uwaga. Zauwazmy jeszcze, ze zadanie niepustosci zbioru A jest istotne. W tym
celu wystarczy rozwazy¢ przyklad przestrzeni X C R? bedacej suma przeliczalnej
iloSci roztacznych pierscieni

X = U{ZGR2:2n§|z|§2n+1}.
neN

7 samego okreslenia X widaé, ze X jest suma przeliczalnej ilodci niepustych
i roztacznych zbioréw domknietych. Obwddki oraz zbiér A posiadaja wszystkie
wlasnosci wystepujace w ostatnim dowodzie, oprocz wlasnie niepustosci.

2. Uogodlnienia

Sprébujmy wskazaé te wlasnosci przestrzeni euklidesowych, ktére byty istotne
dla naszych rozumowan i w ten sposéb dojéé¢ do pewnych uogdlnien. Zupetnosé
wykorzystywana jest w twierdzeniu Baire’a. Ze spdjnosci przestrzeni wynika
niepusto$é¢ obwddek. Wreszcie w punkcie (iv) korzystamy ze spéjnosci kuli.
Zamiast rodziny wszystkich kul wystarczy mieé¢ jakikolwiek fundamentalny
uktad spdjnych otoczen.

W ten sposéb dostajemy nastepujace

Twierdzenie 3. Niech X bedzie metryzowalng w sposéb zupelny przestrzeniq
spojnag, posiadajgce w kazdym punkcie baze spdjnych otoczen. Przestrzeni X nie
da sie pokryé przeliczalng iloscig rozlgcznych i niepustych zbioréow domknietych.

Dowdéd. Jak twierdzenia poprzedniego, przy czym rodzine kul nalezy zastapi¢
fundamentalnym uktadem spéjnych otoczen. O

Whniosek. Zadna przestrzen, Banacha X nie jest sumq przeliczalnej ilosci
niepustych, rozlgcznych zbiorow domknietych.

Dowéd. X jako wypukla jest spdjna; z tego samego wzgledu spdjne sa kule,
tworzace oczywiscie fundamentalny uklad otoczen. O
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