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W pierwszej czesci niniejszej pracy oméwilismy pewne wlasnosci plaszczyzny
rzutowej i stozkowych oraz zwiazki zachodzace miedzy plaszczyzna euklidesowa
i plaszczyzna rzutowa. W szczegélnosci podaliémy konstrukcje érodka i $rednic
dowolnej stozkowej na plaszczyznie euklidesowej; chociaz konstrukcje te sa
niezmiennicze wzgledem przeksztalcer afinicznych, ich wykonanie wymaga
uzycia linijki i cyrkla. Jesli jednakze ustalimy na plaszczysnie euklidesowej
dowolny okrag wraz z jego érodkiem, to wszelkie konstrukcje wykonalne

za pomoca linijki i cyrkla moga by¢ wykonane za pomoca samej tylko linijki
(cyrkiel zostaje zastapiony ustalonym okregiem wraz ze érodkiem). Konstrukcje
te nazywane sa konstrukcjami Steinera. Zauwazmy tutaj, ze konstrukcje
Steinera nie sa uproszczeniem konstrukcji wykonywanych za pomoca linijki

i cyrkla, a nawet w wiekszoéci przypadkéw sa dlussze, jedn 'ie stanowia one
piekna ilustracje twierdzen geometrii rzutowej, ktére sa sarazem uzasadnieniem
tych konstrukcji.

Najpierw podamy pewne klasyczne konstrukcje Steinera, takie jak kreslenie
prostych réwnoleglych i prostopadlych, ktére beda pomocne w konstrukcjach
podstawowych, mianowicie w konstrukcjach osi, ognisk i kierownic dowolnej
stozkowe]j wlasciwej na plaszczyinie euklidesowej. Kluczowa role w tych
konstrukcjach odgrywa tutaj znajdowanie punktéw stalych przeksztalcenia
rzutowego prostej rzutowej na siebie, dlatego tez problem ten potraktujemy jako
osobne zagadnienie.

Pewne klasyczne konstrukcje Steinera

Jak juz wspomnieliSmy sama linijka, gdy dany jest okrag z zaznaczonym
gérodkiem, wykonaé¢ mozna miedzy innymi takie konstrukcje jak:

(a) przez dany punkt poprowadzi¢ prosta réwnolegla lub prostopadta do danej
prostej,

(b) wyznaczy¢ érodek danego odcinka.

Podstawowymi pojeciami geometrii rzutowej przydatnymi do wykonania tych
konstrukcji sa biegunowos¢ wzgledem ustalonego okregu i caworokat wpisany
w ten okrag (byly one oméwione w pierwszej czeéci pracy). Przypomnijmy,

ze czworokatem zupelnym nazywamy figure zlosona z czterech punktéw
(wierzcholki czworokata), z ktérych zadne trzy nie sa wspélliniowe, oraz szesciu
prostych laczacych parami te punkty (boki czworokata zupelnego). Dwa boki
czworokata, na ktérych leza wszystkie jego wierzcholki, nazywamy bokami
przeciwleglymi. Czworokat zupelny ma zatem trzy pary bokéw przeciwleglych.
Punkty przeciecia bokéw przeciwleglych nazywamy punktami przekatnymi,

a proste laczace punkty przekatne — prostymi przekatnymi czworokata
zupelnego.

Czworokat zupelny nazywamy wpisanym w stoskowa, gdy wszystkie jego
wierzcholki leza na tej stozkowej. Jedno z podstawowych twierdzen geometrii
rzutowej, ktére bedziemy tu wykorzystywac, méwi, ze biegunowa punktu
przekatnego czworokata zupelnego wpisanego w stozkowa jest przekatna tego
czworokata przechodzaca przez pozostale dwa punkty przekatne. Warto w tym
miejscu zauwazy¢, ze twierdzenie to jest prawdziwe dla dowolnej stozkowej.
Twierdzenie to pozwala nam w prosty sposéb rozwiazaé nastepujacy

Problem 1. Majac dany okrag I’ wraz ze $rodkiem « skonstruowaé biegunowa
danego punktu p # a.
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W konstrukcji tej nie jest konieczne,
aby jedna z siecznych przechodzita
przez frodek, jednakie mogloby sie
wtedy zdarzy¢, ze jeden z punktéw
przekatnych takiego caworokata
bylby punktem niewtasciwym. Wybér
siecznej przechodzacej przez Srodek
okregu eliminuje taka sytuacje.

Musimy rozwazyé dwa przypadki:
(1la) pgT,
(1b) p €.

Przypominamy, ze jesli p = «, to jego biegunowa jest prosta niewlasciwa.

W przypadku (1a) z punktu p prowadzimy dwie résne sieczne okregu T,

z ktérych jedna przechodzi przez érodek a. Punkty przeciecia tych siecznych
z okregiem tworza czworokat zupelny wpisany w okrag T, ktérego jednym
punktem przekatnym jest punkt p. Prosta laczaca pozostale dwa punkty
przekatne jest szukana biegunowa.

W przypadku (1b) prowadzimy dowolna siecana L okregu I' przechodzaca przez
punkt p i nie przechodzaca przez srodek okregu I'. Na prostej L wybieramy
dowolne dwa rézne punkty nie lezace na I' i konstruujemy ich biegunowe (jak
w (1a)). Prosta laczaca punkt p z punktem przeciecia sie tych biegunowych jest
biegunowa punktu p.

Zagadnieniem odwrotnym do poprzedniego jest

Problem 2. Skonstruowad biegun prostej L nie przechodzacej przez $rodek
okregu T'.

Przypominamy, ze biegunem prostej przechodzacej przes srodek okregu I jest
punkt niewlasciwy.

Rozwazmy réwniez dwa przypadki:
(2a) L jest styczna do T,
(2b) L nie jest styczna do T.

W przypadku (2a) ustalamy dowolny punkt p € L\ T' i konstruujemy jego
biegunowa K (jak w (1a)). Punkt wspélny prostych L i K (cayli LK) jest
biegunem prostej L.

W przypadku (2b) wyznaczamy biegunowe dowolnych dwéch réznych punktéw
p,9€ L\T (jak w (1a)), ktérych punkt wspélny jest biegunem prostej L.

Przypominamy teraz dalsze pojecia, ktére wykorzystamy w konstrukcjach. Dwie
proste rzutowe nazywamy sprzezonym: wzgledem stozkowej, gdy kazda z nich
przechodzi przez biégun drugiej. Analogicznie dwa punkty na plaszczyznie
rzutowej nazywamy sprzezonymi, gdy kazdy z nich lezy na biegunowej
pozostalego punktu. W szczegéinosci dwie érednice K, L ckregu I' sa sprzezone
wtedy i tylko wtedy, gdy ich kierunki K], [L] (punkty niewlasciwe) sa sprzezone
wigledem I'. Ponadto dwie proste maja kierunki sprzezone wizgledem T, gdy

sa réwnolegle do érednic sprzezonych okregu I'. Wyznaczanie zatem $rednicy

o kierunku sprzezonym z kierunkiem danej prostej umozliwia konstruowanie
prostych réwnoleglych, a poniewaz érednice sprzezone w okregu sa prostopadle,
wigc réwniez konstruowanie prostych prostopadlych.

Problem 8. Wyznaczyé srednice okregu I' o kierunku sprzezonym z kierunkiem
danej prostej K.

Musimy rozwazyé dwa praypadki:
(3a) prosta K nie przechodzi przez $rodek o okregu T,
(3b) prosta K przechodri przes érodek o okregu I' (jest srednica okregu T').

W przypadku (3a) wyznaczamy biegun p prostej K (Problem 2) i szukana
$rednica jest prosta pa.

W przypadku (3b) wybieramy dowolny punkt p nie lezacy na K i kredlimy
proste pa, pay, pag, gdzie a;, v~ sa punktami przeciecia prostej K z okregiem T'.
Na odcinku o kodcach p, & wybieramy dowolny punkt g rézny od p i a,

1 wyznaczamy purkty b; = (13- (gas) i by = (paz)(ga;). Poniewas a jest
$rodkiem odcinka o kodcach « .. 25, wiec proste K 1 R = byb, sa réwnolegle
(korzystamy tutaj z podanycl » czedci pierwszej wlasnosci i konstrukcji érodka
odcinka). Szukana srednica je:: prosta ra przechodzaca przez biegun r prostej R
(Problem 2) i érodek « nkiegu
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Problem 4. Skonstruowad prosta réwnolegla do danej prostej P przechodzaca
przez dany punkt q.

Jezeli g lezy na P, to szukana prosta jest oczywiscie P. Zakladamy zatem
dodatkowo, ze g nie lezy na P i rozwazamy dwa przypadki:

(4a) 0 # o,

(4b) ¢ = a.

W przypadku (4a) wyznaczamy érednice L o kierunku sprzezonym z kierunkiem
prostej P (Problem 3) oraz biegunowa K punktu g (Problem 1). Biegunowa
punktu przeciecia prostych K, L jest szukanga prosta.

W prazypadku (4b) kostruujemy érednice L o kierunku sprzezonym z kierunkiem
prostej P, a nastepnie $rednice K o kierunku sprzezonym z kierunkiem prostej L
(Problem 3), ktéra jest szukana prosta.

Problem 5. Skonstruowad prosta prostopadla do danej prostej P
i przechodzaca przez dany punkt q.

Szukana prosta jest przechodzaca przez g prosta réwnolegla (Problem 4)
do érednicy o kierunku sprzezonym z kierunkiem prostej P (Problem 3).

Poniewas potrafimy juz wyznaczy¢ proste réwnolegle, wi-.  ~Zemy teraz
rozwiazaé, analogicznie jak w czeéci pierwszej, nastepu;cy

Problem 8. Dane sa dwa rézne punkty p i g. Wyznaczy¢ Srodek odcinka
o korncach p, g.

Wybieramy dowolny punkt r nie lezacy na prostej pg, a nastepnie dowolny
punkt p’ na prostej pr, rézny od punktéw p i r. Przez punkt p’ prowadzimy
prosta K réwnolegla do prostej pg (Problem 4) i1 wyznaczamy punkt ¢' = K(gr),
a nastepnie punkt t = (pg’')(p’q). Punkt s = (pq)(rt) jest wéwczas srodkiem
odcinka o koncach p, g.

Wyznaczanie punktéw stalych przeksztalcenia
rzutowego prostej rzutowej na siebie

Niech P bedzie prosta rzutowa, f zas przeksztalceniem tej prostej na siebie.
Wiadomo, ze przeksztalcenie f jest jednoznacznie wyznaczone przez trzy rézne
punkty a, b, ¢ iich obrazy o’ = f(a), b’ = f(b), ¢’ = f(c). Ponadto, jesli f nie -
Jest identycznodcia, to moze mieé najwyzej dwa punkty stale.

Problem 7. Dane sa punkty a, b, ¢, a’, b’, ¢’ lezace na proste] P,a #b# c#a
oraz a’ # b' # ¢’ # o'. Wyznaczy¢ punkty stale takiego przeksztakcenia rzutowego
f : P — P prostej P na siebie, ze f(a) =a', f(b) =¥, f(c) ="

Rozrézniamy cztery przypadki:
(7Ta) a=a', b=¥,c=¢,
(7Tb) a=a', b=¥", c# ¢,
(7c) a=a', b#£ ¥, c#c,
(7d) a#d, b# ¥, c# .

W przypadku (7a) f jest identycznodcia
i wszystkie punkty prostej P sa punktami stalymi
przeksztalcenia f.

W przypadku (7b) punkty a, b sa jedynymi punktami
stalymi f.

W przypadku (7c) przez punkt a = a’ prowadzimy
dowolnga prosta Q # P i wybieramy dowolny punkt s;
nie lezacy ani na P, ani na Q. Z punktu s; rzutujemy
punkty b, ¢ na prosta Q, otrzymujac punkty b”,

¢ (rys. 1). Wyznaczamy punkt so = (6'6")(c’c”)

i przez 7, oznaczamy rzut z punktu s; prostej P

na prosta Q, a przez m; — rzut z punktu sp prostej Q
na prosta P.
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Wéwezas f = m o m, (zlozenie przeksztalceri)

i punkt d = P (573z) jest drugim punktem stalym
przeksztalcenia f (moze on by¢ identyczny

z punktem a).

W przypadku (7d) wykorzystujemy ustalony okrag I'.
Wybieramy na nim dowolny punkt s nie lezacy

na prostej P i przez A, oznaczamy rzut z punktu s
prostej P na okrag I'. Otrzymujemy wéwczas

punkty ar, br, cr, af, b, cr (rys. 2). Gdy dla
jakiegoé punktu z prostej P prosta sz jest styczna
do T, przyjmujemy zr = A,(z) = s. W przeciwnym
przypadku zr = A,(z) jest réznym od s punktem
przeciecia prostej sz z okregiem T'.

WeZmy teraz pod uwage peki af i (ap)* i okreslmy
odwzorowanie ¢ : aj — (ap)* nastepujaco:

Rys. 2

Jeieli dany jest psk a i prosta P

nie nalezaca dc a*, to kaide
prztkszralcenie rzutowe ¢ peku a*

na siebie wyznacza jednoznacznie
takie przeksatalcenie rzutowe fo
prostej F na sicbie, 2e jezeli a

lezy na prostej L i -cz:'._) =T to
foITPy = L' P. i odwrotnie. jeieli
felpi =p'. to p(ap) = ap’. Istotnie.
jezeli ¢ : to foipi = Fc(a—p,i
Wynika stad. e wyznaczanie prostych
stalych przekszraicenia rzutowegc
danego peku sprowadza sig do
wyzr.aczenia punktéw stalych pewnege
przeksztalcenia rzutowego prostej
rzutowej na siebie

a® —a°.

Rys. 3

w(arpr) = arpr,
gdzie dla dowolnego punktu pr okregu I’

pr = (Ao f7 oA ) (pr).
Poniewaz o jest zlozeniem przeksztalcen rzutowych (wykorzystujemy tu podane
w czeéci pierwszej twierdzenie Steinera), wiec ¢ jest réwniez przeksztalceniem
rzutowym. Zauwazmy, ze jesli ar = pr, to arar oznacza prosta styczna do T
w punkcie ar. Zauwaimy ponadto, ze e(arar) = afar, co oznacza, ie p jest
rzutem perspektywicznym. Istnieje zatem o$ tego rzutu, tzn. prosta na ktérej
przecinaja sie odpowiadajace sobie (poprzez ) proste pekéw af i (ap)*. O$ ta
jest wyznaczona przez punkty przeciecia odpowiadajacych sobie prostych arbp
i apbr, oraz arcy i apcr. Oznaczmy te of przez Q. Zauwaimy teraz, ze jeieli
punkt z lezacy na prostej P jest punktem stalym przeksztalcenia f, to zgodnie
z okresleniem odwzorowania @, punkt zr lezy na prostej Q. Odwrotnie, jezeli
zr lezy na Q, to punkt (arzr)(afzr) réwniez lesy na Q, a to zachodzi wtedy
i tylko wtedy, gdy z} = zr, tzn. (A, o f~1 0 A7 !)(zr) = zr, skad wynika,
ie A7 !(zr) jest punktem stalym przeksztalcenia f. Widzimy zatem, ze
przeksztalcenie f ma tyle punktéw stalych, ile punktéw wspélnych ma prosta Q@
z okregiem T i punkty stale f (o ile istnieja) sa rzutami z punktu s punktéw
wspélnych Q i T na prosta P.

Wyznaczanie osi, ognisk i kierownic za pomoca
konstrukcji Steinera

Teraz konstrukcje osi, ognisk i kierownic stozkowych sprowadzimy do wczeéniej
rozwiazanych probleméw.

Przypominamy, ze érodkiem stozkowej nazywamy punkt wlasciwy (o ile taki
istnieje), ktéry jest biegunem prostej w nieskoriczonodci wzgledem tej stozkowej;
$rednica za$ - prosta wlasciwa, ktéra jest biegunowa punktu niewlasciwego.
Wynika stad prosty sposéb konstrukcji §rodka, jako punktu przeciecia dwéch
réznych érednic. Jezeli érednice te sa réwnolegle, to stozkowa jest parabola.

Powstaje zatem naturalny
Problem 8. Majac dana stozkowa S skonstruowaé dowolna jej $rednice.

Aby rozwiazaé to zadanie skorzystamy z podanego wczesniej twierdzenia

o czworokacie zupelnym wpisanym w stozkowa. Czworokat ten nie moze
by¢ jednak dowolny, gdyz jedna z par jego bokéw przeciwleglych musi by¢
réwnolegla, aby punkt przekatny lezacy na nich byl punktem niewlasciwym.
Wéwczas jego biegunowa, czyli érednica S, bedzie prosta przechodzaca przez
pozostale dwa punkty przekatnc tego czworokata (rys. 3). Zaznaczmy tutaj,
ze jesli S bedzie parabola, to wszystkie srednice beda réwnolegle.

Obecnie zajmiemy sie osiami stozkowych. Osia stozkowej S nazywamy kaida
taka érednice S, ze proste z nia sprzezone sa do niej prostopadie.
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Poniewas wszystkie érednice paraboli sa réwnolegle, wiec parabola ma tylko
jedna of. W celu jej wyznaczenia wybieramy dowolna srednice Q paraboli
(Problem 8) i wykreslamy dowolne dwie prostopadle do Q sieczne P i R
paraboli (rys. 4). Otrzymujemy wéwczas czworokat zupelny, ktérego jeden
punkt przekatny jest punktem niewlasciwym. Punkt ten jest biegunem prostej
przechodzacej przez pozostale dwa punkty przekatne (wlasciwe). Prosta ta jest
$redriica paraboli sprzezona z prostymi P, R. Jest to zatem o§ paraboli.

W przypadku, gdy stozkowa jest okregiem, to kazda $rednica jest osia.
Pozostaje zatem tylko konstrukcja osi elipsy i hiperboli. Jest to jedna (wspdina)
konstrukcja, ale nieco bardziej skomplikowana.

Jezeli L; jest osia stozkowe_) S (elipsy lub hiperboli), to L; jest prostopadia

do wszystkich prostych sprzezonych z nia (wzgledem S). W szczegdlnosci

L, jest prostopadla do érednicy L, sprzezonej z L;. Prosta L, jest zatem
réwniez osia stozkowej S. Elipsa (réznoosiowa, czyli nie bedaca okregiem)

i hiperbola maja zatem po dwie osie i sa one wzajemnie prostopadlymi
érednicami sprzezonymi. Wlasnosé ta odgrywa kluczowa.role w konstrukcji osi
stozkowej. Niech o bedzie $rodkiem stozkowej S. W peku o* okreslamy dwa
przeksztalcenia rzutowe w, i we, ktére érednicom stozkowej vrzyporzadkowuja
érednice z nimi sprzezone (przeksztalcenie w;) i odpowie.. 0 srednice do nich
prostopadle (przeksztalcenie wz). Kazde z tych przeksztaiceni jest inwolucja,
tsn. glogone z soba daje identycznosé. Przekssztalcenie w; nazywamy inwolucja
sprzegenia frednic stozkowej S, a przeksztalcenie wy — inwolucja ortogonalna.
Osie stoskowej S (elipsy réznoosiowej lub hiperboli) sa zatem prostymi stalymi
praeksstalcenia rzutowego peku o* na siebie, ktére jest zlozeniem inwolucji wy,
wo. Zagadnienie poszukiwania osi zostalo zatem sprowadzone do problemu 7.
(patrs towarsyszacy mu margines).

Na sakoricsenie przedstawimy jeszcze konstrukcje ognisk. W wiekszosci
podrecznikéw geometrii analitycznej znale£é mozna okredlenia i konstrukcje
ognisk stozkowej, w ktérych wystepuja metryczne wlasnoécx stozkowej mimo

e ogniska sa pojeciami niezmienniczymi nie tylko ze wzgledu na izometrie, ale
i na podobiefistwa plaszczyzny euklidesowej. Ognisko f stozkowej (i tylko ono)
ma bowiem te wlasnoéé, ze kaide dwie proste z peku f* sprzezone wzgledem
stoskowej sa prostopadle, czyli inwolucja sprzezenia prostych w peku f* jest
inwolucja ortogonalna. Wynika stad w szczegdlnosci, ze ognisko stozkowej S
jest jej punktem wewnetrznym i lezy na osi stozkowej. Pokazemy, ze ogniska sa
punktami stalymi pewnego przeksztalcenia rzutowego na’osi stozkowej, a zatem
sa konstruowalne (Problem 7). Umozliwia nam to nastepujacy

Lethat von Staudta. Jezeli tray réine proste 4, B, C sa stycane
do stozkowej S, a = BC,b=AC, c = AB i D jest biegunowa punktu a, to dla
dowolnego punkty p lezacego na D proste bp i ¢p sa sprzezone wigledem .S'

Prayjrzyjmy sie blizej temu lematowi. Jezeli f jest ogniskiem stozkowej S
lezacym na osi L, to przez p, g oznaczmy punkty przeciecia prostej L

ze stoskowa S. Co najmniej jeden z tych punktéw musi by¢ wlasciwy, np. p,
bo prosta L jest prosta wlasciwa. Przez R oznaczmy styczna do S w réznym
od p i g punkcie r stozkowej S (rys. 5), a przez P i Q - proste styczne do §

w punktach p i ¢. Poniewaz proste P, Q sa réwnolegle i L jest osia §, wiec
proste P, Q sa prostopadle do L {w przypadku, gdy punkty p, g sa wlasciwe)
proste P, @, R sa styczne do stozkowej S i punkt PQ jest biegunem prostej L,
zatem zgodnie z lematem von Staudta proste fG, D sa sprzeione (oznaczyhsmy
p=RQ, 7= RP), aponiewaz f jest ogniskiem, wiec fg, fp sa prostymi
prostopadlymi. Powstaje teraz problem odwrotny: je$li fg, fp sa prostopadle,
to czy f jest ogniskiem S? OdpowiedZ na to pytanie jest twierdzaca i wynika
z nastepujacego rozumowania. Proste fg, fp sa prostopadle, a na mocy lematu
von Staudta sa réwniez sprzezone. Réwnies proste L i K (K jest przechodzaca
przez f prosta réwnolegla do P) sa sprzezone i prostopadle. Zatem w peku f*
inwolucja sprzezenia prostych i inwolucja ortogonalna sa wyznaczone przeg
dwie te same pary prostych (fg, fp) oraz (L, K), czyli inwolucje te musza by¢
identyczne, zatem f jest ogniskiem stozkowej S.
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Zauwasmy, ze najproéciej skonstruowaé mozna ognisko paraboli. Punkt g
jest wéwczas punktem niewlagciwym, a prosta Q jest réwniez niewlasciwa.
Opuszczajac # punktu g prosta prostopadla do R, otrzymujemy punkt
przeciecia f na osi L, ktéry jest ogniskiem paraboli, bo proste fg, fp sa
prostopadle (prosta fp jest przechodzaca przez punkt f prosta réwnolegla
do prostej R).

W celu skonstruowania ognisk elipsy i hiperboli okre§lamy przeksztalcenie
rzutowe 7 peku p* na pek g*, ktére prostej A z peku p* przyporzadkowuje
prostopadla do niej prosta B z peku g*. Punkty stale f przeksztalcenia
rzutowego ,, prostej L na siebie okreslonego wzorem

¢n(a) = Ln(pa)
maja wéwczas te wlasnosé, ze prosta fp jest prostopadla do prostej fg
(punkt Ln(pa) jest punktem wspélnym prostych L, n(pa)). Zaznaczmy tutaj.
ze jezeli stozkowa jest hiperbola, to konstrukcja ta zawsze wyznacza dwa
ogniska, natomiast w przypadku elipsy moze nie wyznaczaé zadnego ogniska,
tzn. przeksztalcenie ©, moze nie mie¢ punktéw stalych (jezeli ma dokladnie
jeden punkt staly, to stozkowa jest okregiem i jego ogniskiem jest $rodek
okregu). Ogniska elipsy znajduja sie wéwczas na drugiej ,,dluzszej” osi tej elipsy
i powyzej opisana konstrukcje trzeba przeprowadzi¢ dla tej osi.
Na zakoriczenie zauwazmy, ze kierownica stozkowe;j jest biegunowa jej ogniska,
zatem konstrukcja kierownic stozkowej S sprowadza si¢ do wyznaczenia
jej ognisk i konstrukcji biegunowych punktéw wewnetrznych stozkowej S.
Kierownica okregu jest prosta niewlasciwa i méwimy, ze okrag nie ma kierownic.
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