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Pojecie o spbjnosci wywodzi sig z filozofii Grekéw, z ich dyskusji nad budows,
wewnetrzng substancji fizycznych i nad subtelng budowa figur geometrycznych.
Chociaz co do budowy substancji fizycznych idee atomistyczne przewazyly,

to struktura figury geometrycznej widziana byla przez Grekéw zawsze jako
continuum, tj. obiekt podzielny w nieskonczonoéé i spéjny w znaczeniu bliskim
wspélczesnym intuicjom. Problem przedyskutowal Arystoteles. Wedtug jego
koncowej konkluzji continuum nie moglo byé zbudowane z punktéw. Podzielajac
to przekonanie Euklides pisal swoje Elementy. Dla Euklidesa punkty byly
niczym wigcej niz znakami miejsca. Filozofowie scholastyczni wieku czternastego
podzielali przekonanie Arystotelesa, ktére przetrwalo w matematyce do czasu
dziewigtnastowiecznej przebudowy poje¢ matematycznych.

Traktowanie figury geometrycznej jako zbioru punktéw pojawilo sig dopiero

w Analizie Cauchy’ego, a jako program u Bolzany. Jednak to Dedekind

(1858, 1872) byl tym, ktéry ostatecznie odrzucit obiekcje Arystotelesa co do
punktowej budowy continuum. Metodami arytmetycznymi i mnogosciowymi
zbudowal continuum zlozone z liczb, ktére nazywamy rzeczywistymi. Zbiér liczb
rzeczywistych miesci w sobie, z zachowaniem dzialan, dawniej znane liczby
wymierne. Jest uporzadkowany liniowo bez skokéw i luk. Te ostatnie dwie
wlasnosci znacza w istocie spdjnoéé, ale na écisle okreslenie spdjnoéci nadszed?
czas dopiero z poczatkiem dwudziestego wieku, kiedy wyodrebnila si¢ dyscyplina
nazywana topologia mnogosciows.

Okreslenie spdjnosci pojawilo si¢ w Mengenlehre Hausdorffa (1914), ale
bylo wczedniej sformulowane przez Lennesa (1905) i Frederica Riesza
(1906, 1907). Ten wczesny okres wyodrebniania sie pojeé o spdjnosci — nie
wylaczajac zarzuconej pézZniej propozycji Cantora — opisany jest w artykule
R.L. Wildera (1978). Inne szczegély mozna znaleié w Topologie II (1951)
Kuratowskiego i w Topology Hockinga i Younga (1961), a takze u Wilkosza
(1931). .

Wedlug Riesza — i to jest nasze obecne okreslenie — zbidr jest spdjny — obecnie
wolimy méwié, ze przestrzen jest spdjna, jesli nie da sig rozbié na dwa zbiory
domkniete niepuste.

Poniewaz dopetlnienie zbioru domknietego jest zbiorem otwartym, wiec
réwnowaznym warunkiem spdjnosci przestrzeni jest niemozliwo$é rozbicia jej
na dwa. zbiory otwarte niepuste, co jest réwnowazne z warunkiem niezawierania
si¢ w niej zbioru niepustego, jednoczesnie domknietego i otwartego,

tj. domknigto-otwartego.

Przestrzen, ktéra nie jest spdjna nazywana jest niespdjng. Przez kontinuum
rozumiemy przestrzen spdjna zwarta.

Nie uwzamy za trywialny dowdd tego, ze prosta rzeczywista, tj. zbiér liczb
rzeczywistych ze zwykla topologia, a wiec z topologiag wyznaczong, przez
uporzadkowanie, jest spéjna. Przy tej samej argumentacji inne proste, tj. zbiory
uporzadkowane liniowo bez skokéw i luk, sg spdjne; zakladamy — aby byé

w zgodzie z przyjeta ogélnie terminologig ~ ze proste nie maja koficéw. Prosta
rzeczywista — nazywana tradycyjnie prosta — jest wyrézniona wéréd innych
prostych tym, ze jest o$rodkowa.

Dluga prosta, tj. zbidr liczb porzadkowych o mocach przeliczalnych

(tj. mniejszych niz pierwsza liczba porzadkowa nieprzeliczalna), w ktérym
skoki zapelnione sg przedzialami liczb rzeczywistych jest przykladem prostej
nieosrodkowej. Sg proste o dowolnie duzym stopniu oérodkowosci. Prosta
rzeczywista jest jednorodna. Jesli zbiér punktéw prostej jest mocy wigkszej niz
continuum, prosta nie moze by¢ jednorodna. Proste jednorodne musza mieé
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Dodajmy, ze sg obiekty dalekie od tu
rozwazanych, nazywane zwyczajowo
prostymi, na przyklad prosta
Sorgenfreya, ktéra jest w oczywisty
sposéb niespéjna i ktérej topologia
nie moze byé wyznaczona przez zadne
uporzgdkowania; Emeryk, Frankiewicz
i Kulpa (1979), Hart (1981).

w kazdym punkcie baze przeliczalng otoczen. Przeglad wynikéw na ten temat
mozna znalezé w ksiazce Maurice’a (1970).

Proste Suslina — na ktérych rodziny przedzialéw wzajemnie rozlacznych sa

co najwyzej przeliczalne, maja w kazdym punkcie bazy przeliczalne otoczen

i — mimo ze nie o$rodkowe — s3 mocy wiekszej niz continuum; Kurepa (1950),
Papic (1971). Nie ma wigc przeszkéd dla prostych Suslina, by byly jednorodne;
patrz Devlin i Johnsbratten (1974). Sg wszakze przeszkody w istnieniu samych
prostych Suslina. Odnotujmy jednak, ze w rozwazaniach nad hipotezg Suslina,
od ktérej rozstrzygniecia zalezy istnienie prostych Suslina, spéjnoéé prostej
Suslina nie odgrywa roli; patrz M.E. Rudin (1969).

Obraz ciagly przestrzeni spéjnej jest spéjny. Homeomorfizmy zachowuja réwniez
niesp6jnoéé. Suma dwu zbioréw spéjnych jest spéjna, jesli majg one punkt
wspdlny. Dla spdjnoéci przestrzeni wystarcza, by zawierala podzbiér gesty
spbjny, stad domkniecie zbioru spéjnego jest spéjne. Produkt przestrzeni
spdjnych jest sp6jny, nawet jesli przestrzeni jest nieskonczenie wiele. Stad,
produkty prostych, w szczegélnosci przestrzenie euklidesowe, s3 spojne. Przekréj
rodziny zstepujacej zbioréw spdjnych nie musi byé spdjny.

Dowody tych twierdzen, jak i podstawowych innych twierdzeh przytaczanych
dalej, oraz odnoséniki do prac oryginalnych, mozna znalei¢ we wspomnianych juz
ksigzkach Kuratowskiego oraz Hockinga i Younga.

Maksymalne podzbiory spéjne nazywane sg skladowymi przestrzeni. Skladowe
sa domknigte i wzajemnie rozlaczne. Ze zbiorami domknigto-otwartymi sg albo
rozlagczne, albo w nich zawarte.

Przekréj zbior6w domknigto-otwartych zawierajacych skladowa nazywany jest
quasi-skladowq przestrzeni. Quasi-skladowa nie musi by¢ spéjna, a wtedy —

i tylko wtedy — moze by¢ wigksza od skladowej. Réznica miedzy skladowymi

i quasi-skladowymi nie pojawia sig, jezeli przestrzen jest zwarta i T,

Przestrzeh nazywamy lokalnie spdjng w punkcie (Hahn 1915, Mazurkiewicz
1916), jesli kazde otoczenie punktu zawiera otoczenie spdjne tego punktu. Zbiér
znany pod nazwg sinisoidy zageszczonej — opisywanej za pomocg Wzoru sin ;15- .
nie jest lokalnie spdjny w punktach odcinka zageszczenia. Nietrudno o zbiory —
spéjne plaskie, nawet kontinua — ktére nie sg lokalnie spéjne w zadnym punkcie.

Przestrzen nazywamy lokalnie spdjing, jesli jest lokalnie sp6jna w kazdym
punkcie; spéjnoséci przestrzeni si¢ nie zaklada, a zatem przestrzenie dyskretne
sg lokalnie spéjne. Prosta rzeczywista ~ a dotyczy to prostych w ogdinosci —
jest lokalnie spéjna. Lokalnie spdjnymi sa przestrzenie euklidesowe. Produkt
nieskonczenie wielu przestrzeni lokalnie spéjnych nie musi byé lokalnie

spdjny (zbiér Cantora i zbiér liczb niewymiernych sa produktami przestrzeni
dyskretnych, nie bedac w oczywisty sposéb przestrzeniami lokalnie spdéjnymi),
chyba ze przestrzenie produktowane sg — z wyjatkiem byé moze skoficzenie wielu
- spéjne. W zakresie przestrzeni lokalnie sp6jnych quasi-skladowe sa réwne
skladowym. Skladowe podzbioréw otwartych sa otwarte i to charakteryzuje
przestrzenie lokalnie spéjne. Przestrzen metryczna spéjna jest osrodkowa,
jesli jest lokalnie o$rodkowa; Aleksandrow (1924), Sierpifiski (1933). Zalozenie
parazwartodci wystarczy, co mozna traktowaé jako wskazéwke dowodu.

Przestrzenie, ktérych skiadowe sg wszystkie jednopunktowe, nazywane

sa dziedzicznie niespdjnymi. Jesli dotyczy to réwniez quasi-skladowych,
przestrzeh nazywanas. jest calkowicie niespdjng. Zakresy tych przestrzeni

sie réznig; Sierpifiski (1921), a jeszcze inne przyklady mozna znaleZé

w ksigzce Kuratowskiego §41, VII, m.in. przyktad, w ktérym wykorzystuje sig
wlasnosci pochodnej znanej funkcji Pompeiu (1907). Jeszcze silniejszy stopien
niespéjnosci — z zakresie przestrzeni T2 — majg przestrzenie z baza zbioréw
domknigto-otwartych, ze zbiorem Cantora i zbiorem liczb niewymiernych jako
nietrywialnymi przykladami. Istnieja przestrzenie — metryczne oSrodkowe

— calkowicie niespéjne nie majace bazy zbioréw domknigto-otwartych;

Erdés (1940); poréwnaj ksiazke Engelkinga Topologie ogéina, 6.2.19.
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Przestrzenie dziedzicznie niespdjne nie zawierajg — na mocy okreslenia —
podprzestrzeni spéjnych wielopunktowych. Istotnie szerszy zakres stanowig
przestrzenie punktoksztaltne, nie zawierajace na mocy okreslenia kontinuéw
wielopunktowych. Istnieja wielopunktowe przestrzenie punktoksztaltne spdjne
juz wsroéd podzbioréw plaszczyzny. Przykladem efektywnym jest wykres
pochodnej funkeji Pompeiu; Kuratowski §41. 1.

Od Bernsteina (1908) pochodzi konstrukcja nieefektywna — za pomocy, zasady
Zermeli - rozbicia plaszczyzny na dwa zbiory punktoksztaltne. Innymi
nieefektywnymi metodami uzyskali tego rodzaju rozbicie Mazurkiewicz (1913)

i Sierpiniski (1913). Sierpiniski (1920) uzupelnil to stwierdzeniem, ze dopetnienie
zbioru punktoksztaitnego do plaszczyzny musi byé spéjne. Wspomniane wyzej
zbiory punktoksztaltne musza byé wigc spdjne.

Istnienie przestrzeni spdjnych punktoksztaltnych pokazuje, ze spéjnoéé nie
wyklucza osobliwoéci — wrecz patologii — jesli si¢ z zakresem zbioréw wyjdzie
poza podzbiory prostej (i innych prostych). Te i inne osobliwosci zbioréw
sp6jnych beda nam towarzyszyly w dalszym ciggu tego przegladu.

Ciaglosé¢ funkcji rzeczywistej implikuje sp6jnoéé jej wykresu. Wiasno$é Darboux
nie wystarcza, ale wystarcza w zakresie funkeji I-ej klasy Baire’a. Stad, wykres
pochodnej jest zawsze spdjny. W szczegdlnosci, wykres pochodnej funkeji
Pompeiu jest spéjny. Pochodna funkcji Pompeiu jest nieciggla na zbiorze
gestym, stad jej wykres nie zawiera lukéw, jest wigc punktoksztaltny (patrz
wzmianka wyzej); szczegdly i komentarze Topologie IT Kuratowskiego, str. 81.

Wykres rozwiazania réwnania Cauchyego f(z +y) = f(z) + f(y) jest albo
spéjny, albo catkowicie niespdjny i obie mozliwoéci realizuja si¢ réwniez

w zakresie rozwigzan niecigglych; F.B. Jones (1942). Wykresy rozwiagzan mogg
byé geste w plaszczyZnie i spdjne. Ta wlasnosé moze byé zdeterminowana przez
zachowanie sie funkcji juz na malym zbiorze; W. Kulpa (1972).

W latach dwudziestych XX wieku istotnym impulsem dla badania zbioréw
spéjnych byla praca Knastera i Kuratowskiego (1921). Jedno z twierdzei tej
pracy glosi, ze jeéli, po usunigciu ze zbioru spéjnego X zbioru spéjnego A,
pozostaloéé X — A rozpada sie na dwa zbiory U i V, otwarte w X — A, to
kazdy ze zbioréw U + A i V + A jest spdjny. Twierdzenie to pelni wazng role
w wielu rozumowaniach teorii zbioréw spéjnych, dla przykladu w dowodzie
twierdzenia Moore'a (1916) o istnieniu punktéw nierozspajajacych w kontinuach
(patrz ksiazka Hockinga i Younga, 2-18). Inne twierdzenie z tej pracy glosi,

ze zbiér spéjny, majacy wiecej niz dwa punkty, zawiera zawsze podzbidr
wladciwy wielopunktowo spdjny. Osobliwoécig tego twierdzenia jest to,

ze nie zapewnia ono niczego wiecej, niz istnienie podzbioréw spéjnych
(wielopunktowych) rézniacych si¢ od calosci o skoniczenie wiele punktéw.
Swiatlo na te sytuacje rzucila dopiero praca Erdésa, ktéry dowiédl, sam wynik
przypisujac A.H. Stone’owi, Ze zbiér spéjny plaski zawiera zawsze podzbiér
spéjny rézniacy sig od calosci o zbiér nieskoficzony. Jest to - jak sig okazalo —
najlepszy wynik w tym kierunku, bo jak pokazala M.E. Rudin (1958), mozna
zbudowaé na plaszczyznie — korzystajac z hipotezy continuum - zbiér spéjny,
ktérego wszystkie podzbiory sp6jne wlasciwe maja dopelnienie przeliczalne.

Trudnoéci zwiazane z istnieniem w zbiorach spéjnych malych podzbioréw
spéjnych wielopunktowych ilustruje, zbudowana w przywolanej na poczatku
poprzedniego akapitu pracy (1921), stynna miotetka Knastera-Kuratowskiego
— zbiér spdjny zbudowany efektywnie na plaszczyZnie jako podzbiér stozka
nad zbiorem Cantora — ktéry po usunigciu jednego punktu (nazywanego
punktem eksplodujgcym) nie zawiera zbioréw spéjnych wielopunktowych,

tj. staje sie dziedzicznie niespdjny. W zbiorze moze byé co najwyzej jeden
punkt eksplodujacy; Kline 1922. Péiniej Wilder (1927) zbudowal — efektywnie,
jako podzbiér stozka nad zbiorem Cantora — zbiér spdjny z punktem
eksplodujacym, po ktérego usunigciu pozostaloéé jest calkowicie niespojna
(patrz réwniez F.B. Jones (1942), Erd6s (1944)). Analogiczna pozostalosé

w miotelce Knastera—Kuratowskiego nie jest catkowicie niespdjna. Daje to
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jeszcze jeden efektywny przyklad rozrézniajacy catkowita niespéjnosé od
dziedzicznej niesp6jnosci. R. Duda (1961) pokazal, ze nie kazdy zbiér typu
Knastera-Kuratowskiego daje si¢ przerzedzi¢ tak, by dostaé zbior typu Wildera.

Jesli nie wymagaé efektywnosci, zbiory spéjne z punktem eksplodujgcym typu
Knastera—Kuratowskiego i typu Wildera mozna budowaé znang wczeéniej
metoda Bernsteina, wykorzystujac wlasnosé stozka nad zbiorem Cantora, ktéra
majg zbiory plaskie o dostatecznie bogatej budowie, a ktéra zapewnia, Ze zbiory
domknigte rozspajajace — jesli nie przechodzg przez punkty lokalnie rozspajajace
(w tym przypadku przez wierzcholek), musza zawieraé zbiory doskonate. Jest to
wlasno$é, ktéra ma plaszczyzna, i ktéra umozliwia konstrukeje jej podzbioréw
spéjnych punktoksztaltnych; Sierpinski (1920).

Z metod nieefektywnych korzystal Swingle (1931) rozwijajac swoja teorig
zbioréw szeroko spdjnych, tj. zbioréw spdjnych, ktére nie zawierajg innych
podzbioréw spéjnych wladciwych niz geste. Swingle konstruowal je na
plaszczyZnie jako podzbiory kontinuéw nierozkladalnych typu Knastera. Zbiory
szeroko spéjne stanowig jeszcze jeden rodzaj zbioréw, ktére nie zawieraja
podzbioréw spdéjnych w okreslony sposéb istotnie mniejszych.

Jedng z wlasnosci zbioréw spdjnych z punktem eksplodujacym jest zauwazona
przez Knastera i Kuratowskiego (1921) ich dwuspdjnodé, wykluczajaca mozliwosé
rozbicia zbioru na dwa zbiory spéjne wielopunktowe, a wynikajaca stad, ze
zbiory spéjne wielopunktowe muszg zawieraé punkt eksplodujacy. Zbiory
dwuspdjne nie zawieraja zbioréw spéjnych wielopunktowych roziacznych.

E.W. Miller (1937) zbudowal, za pomoca hipotezy continuum, zbiér dwuspéjny
bez punktu eksplodujacego, sytuujac go na plaszczyznie w postaci podzbioru
pewnego kontinuum nierozkladalnego typu Knastera.

Zbiory szeroko spdjne nie musza byé dwuspéjne. Mozna je budowaé metoda
Bernsteina tak, by zawieraly dwa zbiory sp6jne wielopunktowe roziaczne. Zbiory
szeroko spdjne nie mogg mieé — co nietrudno zauwazy¢ — punktu eksplodujacego.
M.E. Rudin (1995) zbudowala — modyfikujac postepowanie Millera, korzystajac
z hipotezy continuum - zbiér dwuspdjny bez punktu eksplodujacego, ktory

nie jest szeroko spéjny. W ten sposob zakresy zbioréw szeroko spéjnych

i zbioréw dwuspéjnych bez punktu eksplodujacego wymijajg sig. Zbiér spéjny
M.E. Rudin (1958), ktérego podzbiory spéjne majg dopelnienia przeliczalne, jest
(oczywiscie) szeroko spéjny i dwuspdjny. Obie te wiasnoéci ma osobliwy zbiér
sp6jny zbudowany przez Cooka (1963). Zbiér dwuspéjny Millera (1937) jest — co
zapewnia konstrukcja — szeroko spéjny.

Przeglad wynikéw na temat zbioréw dwuspdjnych i szeroko spdjnych zawiera
artykul A. Lelka (1962). Przytoczone jest tam — jako dotad nierozstrzygnigte

— pytanie Erddsa (1944) o zbiér szeroko spdjny, w ktérym w dopelnieniach
podzbioréw spéjnych (nie ma tam podzbioréw o wnetrzach niepustych) nie bylo
podzbioréw rzadkich, tj. takich, ktérych domknigcia maja wnetrza niepuste.

Swingle (1932) wykazal, ze przestrzen euklidesowa n-wymiarowa, n > 1,
daje si¢ rozbié, dla kazdego naturalnego r wigkszego niz n, na r podzbioréw
dwuspdéjnych, i Ze nie ma tego rodzaju rozbié na mniejsza liczbe zbioréw.
Plaszczyzny nie mozna wigc rozbié na dwa zbiory dwuspéjne, ale mozna na trzy -
lub wiecej. Erdés (1944) zbudowal rozbicie plaszczyzny na continuum zbioréw
dwuspéjnych. Zbiory dwuspdjne z tych rozbi¢ maja punkty eksplodujace.

Sierpifiski (1918) zbudowal zbiér spéjny plaski bedacy suma przeliczalnej
liczby podzbioréw domknietych rozlacznych, dowodzac wezesniej (w tej samej
pracy), ze tego rodzaju rozbicia dla kontinuéw metrycznych sg niemozliwe (nie
ma trudnoéci z przeniesieniem tego twierdzenia na kontinua T;). Oméwienie
wynikéw na temat zbioréw sigma-spdjnych — jak nazywane sg zbiory spdjne
nie majace rozbié na przeliczalnie wiele podzbioréw domknigtych — zawiera
wspomniany artykul Lelka (1962).

Przestrzen metryczna spéjna — jedli jest wielopunktowa - ma moc niemniejsza
niz continuum, co pozostaje prawda dla przestrzeni catkowicie regularnych.
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Wielopunktowe przestrzenie spéjne regularne nie mogg by¢ przeliczalne;
Urysohn (1924). Wéréd tych przestrzeni sa takie, na ktérych kazda funkcja
ciagla jest stala; Hewitt (1946), Novak (1948), Mysior (1981); przeglad wynikéw
na ten temat jest w ksigzce Engelkinga, 2.7.17.

Istnieja wszakze przestrzenie T2 przeliczalne spdjne; Urysohn (1925). Wsrdd
pézniejszych przykladéw najbardziej znany jest przyklad Binga (1951),

a najbardziej spektakularnym przyklad Golomba (1961); patrz takze

M. Brown (1953). Przestrzen Golomba jest zbiorem liczb naturalnych z baza
zbioréw otwartych w postaci ciggéw arytmetycznych a + bn, gdzie a i b sg
wzglednie pierwsze. Zbiér liczb pierwszych okazuje sie — na mocy stynnego
twierdzenia Dirichleta — podzbiorem gestym. Celem innych przykladéw bylo
uzyskanie dodatkowych wlasnoéci, na przyklad lokalnej sp6jnosci i silniejszych
niz Ty warunkéw oddzielania; F.B. Jones i A.H. Stone (1971). Istnieja
przestrzenie spéjne przeliczalne T» z punktem eksplodujacym; P. Roy (1966).
Przeglad wynikéw zawiera cytowana wyzej praca Jonesa i Stone'a. Istnieja
zbiory przeliczalne szeroko spéjne i zbiory przeliczalne dwuspéjne bez punktu
eksplodujacego, ktére nie sg szeroko spdjne; W.Tzannes (1996, 1999).

Jesli zwigkszyé topologie, sp6jnoéé moze sig¢ nie zachowaé. Bywa jednak tak,

ze sp6jnoécé sie zachowyje. Jesli topologie prostej zwiekszy¢ dolaczajac do niej
zbiory mierzalne, to otrzymana topologia, nazywana topologig gestosciowg,
okazuje si¢ spéjna. Dodanie jednego zbioru gestego nie ma wplywu na spéjnosé,
a stosujac do opisanej sytuacji lemat Kuratowskiego—Zorna, dostaje sig
topologie spdjne, nazywane submaksymalnymi, dla ktérych wszystkie zbiory
geste sa otwarte. Topologie metryczne — jesli nie sa dyskretne — nie moga

mieé tej wlasnosci, bo mozna w nie zawsze wbudowaé (na ogé! nieefektywnie)
dwa zbiory geste rozlaczne. Przez topologi¢ maeksymalnie spdjng rozumie

si¢ topologie sp6jna, ktérej nie mozna zwigkszy¢ bez utraty spdjnosei.
Topologie submaksymalne nie musza by¢ maksymalnie spéjne. Nie kazda
topologie mozna zwiekszy¢ do maksymalnie spdjnej. Ale, nieoczekiwanie,
mozna zwiegkszyé do maksymalnie spéjnej topologie¢ prostej; P. Simon (1978),
J.A. Guthrie, H.E. Stone i M. Wage (1978). Autor artykulu nie wie, czy mozna
to zrobi¢ z topologig gestosciows. Zbiory spdjne z punktem eksplodujacym sa
maksymalnie spéjne. Zatem, istnieja topologie maksymalnie spéjne na zbiorach
przeliczalnych. Zbiory szeroko sp6jne nie sg maksymalnie spdjne. Odsylacze

do prac oryginalnych i komentarze mozna znalei¢ w cytowanych wyzej dwu
pracach. Topologie maksymalnie spéjne stanowia interesujacy problem, chociaz
o innym juz charakterze, w zakresie topologii T¢ na zbiorach skoficzonych;

J.P. Thomas (1968).

Prosta rzeczywista moze by¢ traktowana jako uspdjnienie swoich podzbioréw
gestych. Jednakze, jak pokazali Emeryk i Kulpa (1977), prosta Sorgenfreya

nie ma uspéjnienia w postaci przestrzeni regularnej, chociaz ma uspdjnienie
klasy Ty. W.S. Watson i R.G. Wilson (1993) pokazali, ze przestrzenie Ty nigdzie
niezwarte majg zawsze uspéjnienie klasy Ts. Poréwnaj V. Tzannes (1994) wraz
z recenzja MR 95k:54038.

Przestrzen jest nazywana ekstremalnie niespdjng, jesli domkniecia jej podzbioréw
otwartych sa otwarte. Przestrzen ekstremalnie niespéjna klasy T» ma zawsze
baze zbioré6w domknieto-otwartych. Ekstremalna niesp6jnoéé stanowi wiec
wyzszy stopien niespdjnosci od dotad rozwazanych. Jednakze, przestrzenie
metryczne nie mogg by¢ ekstremalnie niespdjne, chyba ze s dyskretne.
Kompaktyfikacja Cecha—Stone’a zbioru liczb naturalnych z topologia dyskretna
jest przestrzenig ekstremalnie niespdjna, ale nie jej obrzeze.

W zakresie przestrzeni zwartych T» znikajg oméwione tu osobliwoéci

spéjnosci. Nie pojawiajg si¢ wiec przestrzenie szeroko spdjne i dwuspdjne,

a wiec przestrzenie z punktem eksplodujacym. Jest tak dzieki lematowi
Janiszewskiego (1912) o dochodzeniu do brzegu, wedlug ktérego sktadowe
zbioréw otwartych kontinuéw klasy T maja punkty skupienia na brzegach tych
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zbioréw. Dzigki temu w kontinuach T istniejg dowolnie male zbiory spéjne
wielopunktowe.

Na tym szczeblu otwiera si¢ nowy rozdzial topologii zbioréw spdjnych,
mianowicie teoria kontinuéw T2 z wyodrebniong w niej klasyczng juz teorig
kontinudw metrycznych.
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