Oczywicie, numer ten dopiero sig ukaze
pod koniec wrzeénia.

Hodowla rozwigzan
zagadnienia Prouheta—Tarry’ego—Escotta

Andrzej DABROWSKI,
Jarostaw WROBLEWSKI, Wroctaw

Zagadnienie Prouheta-Tarry’ego-Escotta, w skrocie zagadnienie PTE, polega na
znalezieniu nietrywialnych rozwigzan w liczbach catkowitych ay,a2,. .., @n,
by, ba, . .., b, ukladu réwnan

a¥ +ak+... Faf = +b5+. b
dlak=12,...,n—-1 '
Jak dotad, znane s3 rozwigzania powyzszego zagadnienia dlan =1,2,3,...,10
oraz dla n = 12. Przyklad rozwigzania dla n = 12 podany jest
w Gammalimatiasie 58, Delta 10/2002.

Przytoczymy bez dowodéw kilka faktow, zwiazanych z powyzszym zagadnieniem.
Dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich m,n oraz liczb caltkowitych
nieujemnych ay,az,...,8m,b1,b2,...,bm nastepujace warunki sg réwnowazne:
@ k k k| pk k

ﬂ-1+a,2c+---+a-m =b1 +b2++bm
dak=12,...,n—1,
(ii)

P(a))+Pa2)+...+ P(am) =P (b)) + P(b2) + ...+ P (bm)
dla dowolnego wielomianu P stopnia mniejszego niz n,
(iii) wielomian
M 4% 4. 2t - ('1:'3’1 +z2+...+2%)
jest podzielny przez wielomian (z — 1)".
Powyisze, réwnowazne zagadnienia, nie maja nietrywialnych rozwigzai przy
m < n. Przy m = n otrzymujemy zagadnienie PTE.
Skoncentrujemy sie na warunku (iii). Pozwala on na zakodowanie rozwigzania
zagadnienia PTE w postaci wielomianu, np. réwnosé
182 + 104 4 78F + 0% = 156 + 156* + 26* + 26"

dla k = 1,2, 3 jest réwnowazna temu, ze wielomian

£182 4 ;104 4 278 4 0 (21156 +22%)

jest podzielny przez (z — 1)4.
Zatem znalezienie nietrywialnego rozwigzania zagadnienia (i) z mozliwie
najmniejszym m (chcielibydmy m = n, ale jak si¢ nie da...) jest rownowazne
znalezieniu wéréd niezerowych wielokrotnosci (z — 1)" wielomianu o mozliwie
najmniejszej sumie S moduléw wspdiczynnikéw, ktéra to suma jest rowna 2m.
Idealem jest suma wspélczynnikéw 2n. Odstepstwem od idealu jest liczba m —n
czyli % — n, ktéra to liczbg nazywaé bedziemy brzydota rozwigzania (lub
odpowiadajacego mu wielomianu).
Najladniejsze znane rozwigzanie dla n = 11 otrzymujemy z wielomianu

046 _ 636 _ 1634 4 4612 | /592 ;570 _ ;516 | 5496

e T

- I150 + :1:130 + :1':76 - 1:54 — :1734 + :1:12 + IIO _ 1,

1382 _ 2’:352 + :E330 _ $316 + 1294 i 1;264 _ m232

ktérego brzydota jest réwna 1.

Zagadnienie PTE mozna sformulowaé jako problem optymalizacji:

Znalezé wielomiany o wspélczynnikach catkowitych,
podzielne przez (z —1)", o minimalnej brzydocie.



Najproéciej byloby generowaé wielomiany o wspdlczynnikach calkowitych,
mnozy¢ je przez (z — 1)" i obliczaé ich brzydote. Przegladajac duzo takich
wielomianéw byé moze natrafilibyémy na wielomiany o bardzo niskiej brzydocie,
a nawet czasami o brzydocie réwnej 0. Nie jest to jednak najbardziej rozsagdna
metoda postepowania. Rodzina poszukiwanych wielomianéw moze byé dowolna —
jedynym zalozeniem jest, ze maja one calkowite wspélczynniki. W takich
warunkach trudno wymysli¢ efektywny sposéb poszukiwania optymalnego
wielomianu. Czesto w takich sytuacjach przywoluje sie na pomoc algorytmy,
okreélane wdzigcznym mianem ,algorytméw ostatniej szansy”.

Takiego wladnie sposobu uzyliémy do rozwiazania tego problemu. Algorytmy
genetyczne, bo o nich tu mowa, dzialajg na podobiefistwo rzeczywistych
proceséw ewolucyjnych, w ktérych organizmy konkuruja ze sobg w celu
zmaksymalizowania celu, jakim jest najlepsze dopasowanie do $rodowiska. Za ich
twérce uwaza sie Johna Hollanda, ktéry w 1975 roku opublikowal ksiazke na
temat algorytméw genetycznych pt. Adaptation in Naturel and Artificial
Systems. Holland twierdzil, ze odpowiednio wprowadzony do komputera algorytm
moze dostarczy¢ techniki rozwigzywania trudnych probleméw w sposéb, w jaki
czyni to natura — przez ewolucje. Zaczgl wigc pracowaé nad algorytmami
operujacymi na ciagach cyfr binarnych, ktére nazwal chromosomami.

Algorytmy te dokonywaly symulowanej ewolucji na populacjach takich
chromosoméw. Wykorzystywaly one, analogiczne do wystepujacych w naturze,
mechanizmy selekcji oraz reprodukcji. Podobnie jak w naturze, algorytmy te
rozwigzywaly problem znalezienia ,dobrych” chromosoméw nie wiedzac nic o
rodzaju problemu, ktéry majg rozwiazaé. Jedyna posiadang informacjg byta
ocena kazdego chromosomu odzwierciedlajaca jego przystosowanie.

Terminologia i motywacje definicji pojeé, wystepujacych w algorytmach
genetycznych powstaly z inspiracji genetyka i ewolucja. Zbiér mozliwych
rozwigzah zadania maksymalizacji funkeji, zwany $rodowiskiem, sklada sie
osobnikéw, ktérzy staraja sie najlepiej przystosowaé do warunkéw srodowiska.
Warunki te opisane sg przez funkcje dopasowania, ktéra jest
maksymalizowang funkcjg. ,Wyglad” kazdego osobnika nazywany jest
fenotypem. Argumentami funkcji dopasowania sa wlasnie fenotypy. Operacje
ewolucyjne, podobnie jak w rzeczywistych systemach, dokonywame sg na
chromosomach, okreslajacych genotyp osobnika. Najczesciej (i tak bedzie

w naszym przypadku) jeden genotyp okreslany jest przez jeden chromosom i te
dwa pojecia sg wtedy uzywane wymiennie. Genotyp jest wektorem, ktérego
wspblrzedne nazywane sa genami, a mozliwe wartosci przyjmowane przez geny —
allelami. Opis modelu genetycznego jest podany w pelni, jesli okreéli sie sposéb
kodowania fenotypu przez genotyp. Kodowanie jest wigc funkcja ze zbioru
genotypéw w zbidr fenotypow.

W zagadnieniu PTE chcemy minimalizowaé¢ funkcje brzydoty, okreslong na
zbiorze wielomianéw o wspélczynnikach catkowitych, podzielnych przez (z — 1)".
Takie wielomiany sg fenotypami w $rodowisku wszystkich wielomianéw o
wspélczynnikach calkowitych, podzielnych przez (z — 1)". Jako funkcje
dopasowania wybierzemy malejacg funkcje brzydoty tak, aby jej maksimum
odpowiadalo minimum brzydoty. W trakcie rozwigzania zagadnienia PTE

korzystaliémy z funkcji dopasowania f (w) = \/b_(:—;)—:i-—l’ gdzie b (w) jest funkcja

brzydoty fenotypu w. Wybér takiej funkeji podyktowany byl checia dopuszczenia
do procesu ewolucyjnego fenotypéw o umiarkowanie duzej brzydocie.
Zdecydowanie silnie malejaca funkcja brzydoty eliminowalaby zbyt wczeénie,
naszym zdaniem, brzydkie, ale byé moze obiecujace, wielomiany.

Proces ewolucyjny, ktéry opisujemy ponizej, dziala na genotypy, bedace
wielomianami v (z), spetniajacymi warunek w (z) = v (z) (z — 1)". Wielomian
w (z) ma calkowite wspdlczynniki, a wigc w naszej terminologii jest fenotypem
zagadnienia PTE. Latwo zauwazyé, ze wielomian v (z) musi mie¢ wtedy
catkowite wspélczynniki. Zwigzek miedzy wielomianami w (z) i v(z) okresla
kodowanie miedzy genotypem a jego fenotypem. Standardowo, wielomian
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Wektor ma nieskoficzenie wiele
wspdlezynnikéw z zerami dla
wspdlezynnikéw przy potegach wigkszych
od stopnia wielomianu.

Wiekszg szansg na posiadanie potomstwa
maja lepiej przystosowani.

bedziemy utozsamiaé z wektorem jego wspélczynnikéw, zapisywanych w ten
sposéb, ze wspélczynnik przy wyrazie wolnym jest pierwszg wspélirzedna
wektora. Tak wiec genotypy sa wektorami o wspéirzednych (genach), bedacych
liczbami calkowitymi, a kodowanie migdzy wektorami fenotypéw jest mnozeniem
przez stalg macierz, zalezng jedynie od n, o nieskoficzenie wielu elementach i
skoficzenie wielu réznych od 0. Wéréd genotypéw wystepuje relacja
réwnowaznoéci, dajaca réwnowazne rozwigzania zagadnienia PTE. Eliminacja
réwnowaznych genotypéw polega na usunigciu wszystkich zer na poczatku
genotypu (co odpowiada podzieleniu fenotypu przez jednomian z*) oraz na
podzieleniu wszystkich wspéirzednych genotypéw przez wspélny dzielnik (co
odpowiada podzieleniu fenotypu przez stala).

W teorii algorytméw genetycznych poszukiwanie maksimum funkeji dopasbwania
polega na uruchomieniu procesu ewolucyjnego. Sklada si¢ on z kilku etapow,
polegajacych na wytworzeniu kolejnych pokolen genotypow.

Pierwsze pokolenie buduje si¢ dowolnie: albo rozpoczynamy od zbioru
genotypéw, ktéry lezy w poblizu poszukiwanego optimum, albo, jesli takim
zbiorem nie dysponujemy, losujemy genotypy wediug wybranego rozkiadu
prawdopodobienstwa.

Przejécie z pokolenia t do pokolenia t + 1 odbywa si¢ poprzez wykonanie kilku
operacji genetycznych: inicjacji, reprodukcji, mutacji i sukeesji.

Inicjacja polega na wyborze genotypéw z pokolenia t, ktére beda dopuszczone
do reprodukcji. Zazwyczaj odbywa si¢ to droga losowa, z rozkladem
prawdopodobiefistwa proporcjonalnym do dopasowania osobnika o danym
genotypie. Reprodukcja polega na wymianie materialu genetycznego miedzy
genotypami osobnikéw, dopuszczonych do reprodukeji. Stosuje sig rézne sposoby
reprodukcji. Jednym z nich jest krzyzowanie, polegajace na losowym wyborze
miejsc w genotypie, zwanych lokusami, w ktérych u kazdego z rodzicéw nastepuje
+pekniecie” chromosomu. Odcinki chromosomu powstale na skutek peknigcia
_zlepiaja sie” tworzac nowy chromosom, tworzacy genotyp nowego osobnika. Na
skutek reprodukcji powstaja nowe pokolenia potomne. Mutacja polega na
losowym, z matym prawdopodobiefistwem, wyborze kilku genotypéw i zamianie
losowo wybranych genéw w ich genotypie na gen o innym allelu. Rola mutacji

w ewolucji jest szeroko komentowana i jej istnienie gwarantuje réznorodnosé
materialu genetycznego. Podobnie jest w algorytmach genetycznych, gdzie brak
mutacji spowodowalby ugrzezniecie procedury w niszy genetycznej, gdy
tymczasem duze wartosci przystosowania wystgpowalyby u zupeinie innych
osobnikéw. Sukcesja jest wyborem osobnikéw, ktérzy wejda do nastgpnego
pokolenia.

W teorii algorytméw genetycznych poszukuje si¢ twierdzen, ktére pokazywalyby,
przy jakich schematach ewolucyjnych z duzym prawdopodobiefistwem kolejne
pokolenia zawieraja osobniki o duzym przystosowaniu. Bada sig tez, jaka jest
przezywalnoéé wybranych genotypéw i jakie zmiany wystgpuja w genotypach
kolejnych pokolen.

Oto opis procesu ewolucyjnego, zastosowanego przez nas w zagadnieniu PTE:

e Pokolenie zerowe zawiera no wielomianéw liniowych (genotypéw o dwéch
genach), ktérych wspélezynniki (geny) sa losowane z rozkiadu
jednostajnego na zbiorze liczb catkowitych {—c,—c+1,...,c—1,¢c}.
Oprécz nich w naszych pokoleniach zerowych wystepuja genotypy {1}
(odpowiadajacy stalej) i genotyp {1,1}. W przykladzie dzialania
algorytmu, ktéry prezentujemy, wybraliémy ¢ = 10 i ng = 20.

e Inicjacja. Do reprodukeji wybieramy dwukrotnie z pokolenia t po n, par
genotypéw, wedlug zasady losowania proporcjonalnego do funkeji
dopasowania. Kazda z n; pierwszych par generuje 2 potomkéw metoda
krzyzowania z peknigciem w jednym lokusie. n; drugich par generuje po
s potomkéw metoda przesunigcia, specyficzna dla zagadnienia PTE.

W prezentowanym przykladzie n, = 10,s = 2.

¢ Reprodukcja. Polowa wybranych w procesie inicjacji par rodzicielskich

generuje potomkéw metodg krzyzowania w jednym lokusie. Na przyklad,




Pogrubiong czcionka oznaczone sg
fragmenty chromosomu pierwszego
rodzica, wystgpujace w genotypie
potomkéw.

Napisany algorytm oczywiécie moze byé
uzyty do generowania rozwigzan dla
dowolnego n.

rodzice {2,4,5,1} i {1,3,-5,0, 2} po wylosowaniu miejsca pekniecia
chromosomu w lokusie 3 wygeneruja dwa genotypy: {2, 4, 5,0, 2}
i{1,3,-5,1}. Innymi stowy méwiac, dzieémi wielomianéw

23 + 522 + 4z + 2 i 22 — 522 + 3z + 1 sg wielomiany 2z* + 522 + 4z + 2

i 23 — 522 + 3z + 1. Druga polowa par rodzicielskich generuje potomkéw
metodg przesunigcia. Metoda przesunigcia z parametrem p (p=12,...,s),
polega na dopisaniu na poczatku genotypu prawego rodzica p zer i dodaniu
do niego genotypu lewego rodzica. Na przyklad, rodzice {2,4, 5,1}

i {1,3,~5,0,2} wygenerujg potomka {2,4,6,4, -5,0,2}, gdy parametr
przesunigcia wynosi p = 2. Genotyp prawego rodzica po dodaniu dwéch zer
bedzie réwny {0,0,1,3, -5,0,2}, co po dodaniu do genotypu lewego rodzica
{2,4,5,1} da w rezultacie {2,4,6,4,-5,0,2}. Przesuniecie genotypu o p
miejsc na prawo jest réwnowazne pomnozeniu wielomianu mu
odpowiadajacego (a wiec i wielomianu odpowiadajacego jego fenotypowi)
przez zP. Nie zmienia to jego brzydoty, a przez dodanie do drugiego
genotypu moze spowodowaé redukcje wspélezynnikéw i w efekeie zmniejszy
brzydote potomka. W naszym przykladzie, s = 2.

Mutacja. Losujemy genotyp z prawdopodobiefistwem g. Nastepnie

z prawdopodobienstwem % dokonujemy mutacji gaussowskiej,

a z prawdopodobiefistwem % - mutacji wycinkowej. Mutacja gaussowska
polega na tym, ze w losowo wybranym lokusie genotypu dodajemy liczbe
losowg o rozktadzie Gaussa ze $rednig 0 i odchyleniem standardowym o,
zaokraglajac ta sume do liczby catkowitej. Mutacja wycinkowa polega na
wycieciu z genotypu losowego wycinka genéw. W przykladzie, ¢ = 0,1,
o=25.

Sukcesja. Do nastepnego pokolenia ¢ + 1 przechodzi ng genotypéw
najlepiej przystosowanych. Wyboru dokonujemy sposréd genotypéw
pokolenia t i genotypéw potomnych, powstalych na skutek reproduke;ji

i mutacji. W prezentowanym przyktadzie, no = 50.

Przyklad

Algorytm genetyczny do poszukiwania rozwigzan zagadnienia PTE, bazujacy na
powyzszych zalozeniach zostal napisany w programie Mathematica. Prezentowane
wyniki dotycza przypadku n = 3, a wigc sytuacji, w ktérej réwnanie

af +af+...+ak =b5 bk 4. 4k

jest spetnione dla k =1, 2.

Pokolenie zerowe, po usunigciu réwnowaznych genotypéw skladalo sig
z nastepujacych elementéw:

{1,1} {-1,2,0,-2,1} 0

{1} {_1’3,_311} 1
(2,1}  {-2,5,-3,-1,1} 3
fa {1,-4,6,-4,1} 5
{3,2} {-3,7,-3,-3,2} 6
{3,1} (~3,8,-6,0,1} 6
{1,3} {-1,0,6,-8,3} 6
(5,3} {-5,12,—6,—4,3} 12
(4,7 {-4,5,9,-17,7} 18
{3,7}  {-3,2,12,-18,7} 18
(1,6} {-1,-3,15,-17,6} 18
(8,3} {-8,21,-15,-1,3} 21
{-5,1} {5,-16,18,—8,1} 21
(1,1} {-7,20,-18,4,1} 22
9,4} {-9,23,-15,-3,4} 24
{-1,6}  {1,-9,21,-19,6} 25
9,2} {-9,25,-21,3,2} 27
{10,3} {-10,27,-21,1,3} 28
{-9,2} {9,-29,33,-152} 41



W wierszach powyzszej tablicy wystepuja po kolei: genotyp, fenotyp i brzydota
danego fenotypu. Na przyklad, w piatym wierszu mamy genotyp {3, 2},
odpowiadajacy wielomianowi 2z + 3 i jego fenotyp {-3,7,-3,-3,2}
odpowiadajacy wielomianowi 2z — 323 — 322 + 7z — 3 = (2z + 3) (z — 1)°.

Z wlasnoéci (iii) wynika, ze ten fenotyp odpowiada réwnaniu
4k+4k+1k+1k+1k+1k+1k+1k+1k
=35 43k 438y ok ok 2% 0k + 05 + O

spetnionemu dla k = 1,2. Po kazdej stronie réwnania wystgpuje po 9 sktadnikéw.
Minimalna liczba skladnikéw jest réwna 3 i dlatego brzydota tego rozwigzania
wynosi 6. Spoéréd genotypéw, wystepujacych w populacji zerowej znalaz! sig
jeden o brzydocie 0: genotyp {1,1} o fenotypie {-1,2,0,-2,1}, odpowiadajacy
réwnaniu

oF 3k 435 =11k 4 4

Bazujac na tak wytworzonej populacji, uruchomiliémy proces ewolucyjny,
trwajacy 15 pokolen. Srednia brzydota z wyjatkiem wzrostu w pokoleniu 1
zdecydowanie malala z pokolenia na pokolenie, co oznacza, ze kolejne pokolenia
byly coraz lepiej dopasowane do §rodowiska, a odpowiadajace im réwnania PTE
byly coraz bardziej oszczedne.

populacja 0 1 2 3 4 5 6 7
§r. brzydota | 13,81 | 22,43 | 15,78 | 11,00 | 8,89 | 7,40 | 6,32 | 4,92

populacja 8 9 | 10 11 12 13 14 15
ér. brzydota | 4,08 | 3,60 | 3,04 | 2,72 | 2,36 | 2,14 | 2,06 | 1,98

A tak wyglada wykres éredniej brzydoty wzgledem numeru pokolenia.
20
15

10

2.5 5 7.5 10 12.5 15

Wsréd 50 genotypéw pigtnastego pokolenia otrzymaliémy trzy genotypy o
brzydocie 0 i 12 genotypéw o brzydocie 1.

1,2,3,3,2,1}  {-1,1,0,1,0,-1,0,-1,1} O
{1,2,2,1} E-1, 10000 15 <1, 1} O
{1,1} {~1,2,0,-2,1} 0
(1,2,3,4,3,1}  {-1,1,0,0,2,-1,-2,0,1} 1
(1,2,2,2,2,1} {-1,1,1,-1,0,1,-1,-1,1} 1
{2,3,3,2,1} {~2,3,0,0,-1,0,-1,1} 1
{1,3,3,2,1} {-1,0,3,-1,-1,0,-1,1} 1
{1,2,3,2,1} {-1,1,0.2 201, 0Y i
1,2,2,21} {-1,1,1,-1,1,-1,~-1,1} 1
1 0300 {-1,2,-1,0,0,1,=2,1} 1




{1,3,3,1} {-1,0,3,0,-3,0,1}
{1,1,1,1} {-1,2,-1,0,1,-2,1}
{1,2,1} {-1,1,2,-2,-1,1}
{1,1,1} {-1,2,-1,1,-2,1}
{1} {-1,3,-3,1}
Nowe, nie wystepujace w pokoleniu zerowym genotypy to:

L e =

¢ {1,2,3,3,2,1} o fenotypie {-1,1,0,1,0,-1,0,—1, 1}, odpowiadajacy
réwnaniu
0F + 5% + 7% = 1% 4 3% 4 gk
e {1,2,2,1} o fenotypie {-1,1,1,0, -1, —1, 1}, odpowiadajacy réwnaniu
0k+4k+5k=1k+2k+6k
Startujac od 15 pokolenia i prowadzac proces ewolucyjny jeszcze przez 5 pokolen
otrzymaliSmy genotypy o éredniej brzydocie:

populacja 16 | 17 | 18 | 19 | 20
ér. brzydota | 1,88 | 1,72 | 1,64 | 1,60 | 1,48

Spadek éredniej brzydoty w tych ostatnich pokoleniach ilustruje wykres

2 ] 2 5 5

Ostatnie, 20. pokolenie ma 6 genotypéw o brzydocie 0. Ich genotypy i fenotypy
sg postaci: .
{1,3,5,6,6,5,3,1} {1,0,-1,-1,0,0,0,1,1,0,-1}
{1,2,3,4,4,3,1} {1,-1,0,0,-1,0,0,2,0,-1}

{1,3,4,4,3,1} {1,0,-2,0,0,0,2,0,—-1}
{1,2,3,3,2,1} {1,-1,0,-1,0,1,0,1, -1}
{1,2,2,1} {1,-1,-1,0,1,1,-1}
111} {1,-2,0,2,-1}

Nowymi genotypami o brzydocie 0 sa:

¢ {1,3,4,4,3,1} o fenotypie {1,0,-2,0,0,0,2,0, —1}, odpowiadajgcy
réwnaniu
0% + 6% + 6 = 2% 4 2 1 gk,
¢ {1,2,3,4,4,3,1} o fenotypie {1,-1,0,0,-1,0,0,2,0, —1}, odpowiadajacy
réwnaniu
0% 7% 4 70 =154 4% 05,
¢ {1,3,5,6,6,5,3,1} o fenotypie {1,0,-1,-1,0,0,0,1,1,0, -1},
odpowiadajacy réwnaniu
0F + 7k + 8k = 2% 4 3% 4 10k,
Z tych réwnan nalezy wyeliminowaé pierwsze, gdyz po podzieleniu obu stron
przez 2% otrzymamy réwnanie, wystepujace juz wczeéniej, w pokoleniu zerowym.
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Kontynuacja procesu ewolucyjnego przez 5 pokolenn wzbogacita populacje o 15
genotypéw o brzydocie 1, z ktérych 3 sa nowe.

{1,3,5,6,6,6,5,3,1} {1,0,-1,-1,0,1,-1,0,1,1,0,—1}

£1:8,5,7,7:5,8,1}
{1,2,3,4,3,1}
{1,2,2,2,2,1}
{2,3,3,2,1}
{1,3,3,2,1}
{1,2,3,3,2}
{1,2,8,2,1}
{1:2,2,2,1}
{1;1,1,1,1}
{1,3,3,1}
{1,1,1,1}
{1,2,1}
{1,1,1}

{1}

{1,0,-1,0,-2,0,2,0,1,0, -1}
{1,-1,0,0,-2,1,2,0,-1}
{1,-1,-1,1,0,-1,1,1,-1}
{2,-3,0,0,1,0,1, -1}
{1,0,-3,1,1,0,1, -1}
{1,-1,0,-1,0,0,3,-2}
{1,-1,0,-2,2,0,1,-1}
{1,-1,-1,1,-1,1,1,-1}
{1,-2,1,0,0,-1,2,-1}
{1,0,-3,0,3,0, -1}
{1,-2,1,0,-1,2, -1}
{1,-1,-2,2,1,-1}
{1,-2,1,-1,2,-1}
{1,-3,3,-1}

e b e B M P e

Eksperyment, ktéry przeprowadziliSmy, pokazuje, ze nawet w bardzo klasycznych
zagadnieniach mozliwe jest uzycie nowych pomystéw. Co wiecej, okazuje sig, ze
teoria liczb moze otrzymywaé wyniki z hodowli, prowadzonej za pomocs

komputera metodami z biologii rodem.
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