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Wiek XIX, wiek narodzin nowoczesnej matematyki, dostarczyt wielu okazji do
glebokiego namystu nad jej sensem i logicznymi podstawami. Powstanie
geometrii nieeuklidesowych pobudzilo refleksje dotyczace relacji i réznic miedzy
rzeczywistoscia a zalozeniami teorii matematycznej, aksjomatyzacja arytmetyki
przez Giuseppe Peano (1891) i geometrii przez Davida Hilberta (1899) zachecaly
do wejécia na droge budowy fundamentéw matematyki wolnych od
subiektywnych przekonan o prawdzie przyjmowanych twierdzen, pojawiajace sig
coraz czesciej na przelomie wiekéw paradoksy logiczne i semantyczne wskazywaly
na niebezpieczenstwa tkwigce w nie doéé formalnym opisie badanych obiektéw.
Prace Gottloba Fregego z konica XIX wieku oraz Principia Mathematica
Bertranda Russella i Alfreda Whiteheada z poczatkéw XX wieku sugerowaly
mozliwoéci zanurzenia matematyki w systemie logiki formalnej.

Nic dziwnego, ze w poczatkach XX wieku zrodzily si¢ nadzieje na oparcie calej
matematyki na solidnych podstawach aksjomatycznych i wyprowadzania
wszystkich twierdzen za pomocg ustalonych, sformalizowanych logicznych regul
wnioskowania, niezaleznych od wszelkich uwarunkowan psychologicznych. David
Hilbert, ktéry swoje zainteresowanie taka wizja wyrazil nie tylko poprzez
aksjomatyzacje geometrii, ale takZze w postaci jednego z probleméw
przedlozonych II Miedzynarodowemu Kongresowi Matematykéw w 1900 roku,
postulujac aksjomatyzacje matematycznych podstaw fizyki, sformulowal

w poczatkach XX wieku dalekosiezny program. Ow program Hilberta mial
przeoraé cala matematyke, zamienié ja niemal w gre podobng szachom, gdzie
dozwolone sa tylko bardzo precyzyjnie okreslone ruchy, a sens, jaki moze chcieé
nadawaé figurom gracz, pozostaje jego osobista sprawa, nie wplywajac w zaden
spos6b na reguly gry. Nagroda za wysilek prowadzacy do tego celu miala byé
matematyka pewna i niesprzeczna, ktérej twierdzenia — z twierdzeniem

o0 niesprzecznosci wlacznie — mozna wyprowadzié z aksjomatéw w skorficzonej
liczbie krokéw za pomocg "precyzyjnie okreslonych ruchéw”.

Wizja Hilberta zaowocowala rozwojem badain nad podstawami matematyki, ale
program Hilberta okazal sie nazbyt optymistyczny. Wykazal to Kurt Gédel

w pracy ogloszonej w 1930 roku, a opublikowanej rok péiniej. Praca nosila tytul
Uber formal unentscheidbare Sdtze der Principia Mathematicae und verwandter
Systeme I (O formalnie nierozstrzygalnych zdaniach Principia Mathematica

i systeméw pokrewnych), a jej gléwnymi wynikami byly dwie wlasnosei
niesprzecznych systeméw formalnych, zawierajacych arytmetyke liczb
naturalnych. Pierwsze stwierdzalo, ze w kazdym takim systemie istnieje zdanie
nierozstrzygalne, a wiec takie, ktérego na gruncie tego systemu nie mozna ani
udowodnié, ani obali¢ (czyli udowodnié zdania do niego przeciwnego). System

o tej wlasnoéci nazywa sie niezupelnym; pierwsze twierdzenie ustanawialo zatem
niezupelnoéé arytmetyki liczb naturalnych (jesli jest nieprzeczna). Drugie
orzekalo, ze srodkami takiego systemu, wewnatrz niego, jego wlasnej
niesprzecznoéci udowodnié¢ nie mozna.

Historia mys$li ludzkiej zna wiele przykladéw paradokséw logicznych, ktérych
istota jest szczegdlnego rodzaju zapetlenie: zdanie orzekajace samo o sobie.
Poczynajac od Eubulidesa (IV w.p.n.e.) i paradoksu klamcy (méwiac "klamie”,
klamie czy méwie prawde?) az po paradoks Richarda z 1905 roku przewijal sie
watek stosunku jezyka do metajezyka, poprawnoéci sformulowan i definicji itp.
Przyjrzyjmy sie ostatniemu paradoksowi, ktéry zawdzieczamy matematykowi
francuskiemu Julesowi Richardowi. Rozwazmy wszystkie definicje
arytmetycznych wlasnoéci liczb naturalnych. Uzywajac skoficzenie wielu znakéw
do ich zapisu, mamy takich definicji co najwyzej przeliczalnie wiele i mozemy je
uporzadkowaé wedlug dlugosci (najkrotsze na poczatek), przyjmujac w ramach
grupy definicji o tej samej dlugoscei porzadek leksykograficzny, okreslony przez
pewien porzadek liniowy na zbiorze znakéw. Przypisujac kazdej z tak
ustawionych definicji kolejny numer (liczbe naturalng), potrafimy rozréznié dwie
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kategorie liczb: te, ktére majg wlasnoéé reprezentowana przez przypisang im
definicjg, i te, ktére nie maja wlasnoéci reprezentowanej przez przypisang im
definicj¢. Te ostatnie nazwijmy liczbamni Richardowskimi. Na przyklad, gdyby
wiasno$¢ bycia liczbg parzysta nosita numer 35, liczba 35 bytaby liczbg
Richardowska, jako ze sama nie jest liczbg parzysta. Zalézmy teraz, ze n jest
numerem wlasnosci bycia liczba Richardowska. Czy n ma te wlasnodé? Jedli tak,
to znaczy jedli przystuguje jej wlasnoéé bycia liczba Richardowska, to zgodnie

z definicjg taka liczbg nie jest. Jesli odwrotnie — n nie ma wlasnoéci, ktérej jest
numerem, a wiec nie jest liczbg Richardowsks, to — znéw zgodnie z definicja
takiej liczby - jest liczbg Richardowsks. Tak czy owak, sprzecznosé.

Oto, zdawaloby sig, dobry przyklad zdania, ktérego teoria nie potrafi
rozstrzygnaé. Uwazny Czytelnik zauwazy! jednak z pewnoscia w tym
rozumowaniu pewna niekonsekwencje: wlasnosé bycia liczbg Richardowska nie
jest wlasnodcig arytmetyczna, zalezy bowiem od ponumerowania napiséw, nie
moéwigce o tym, Ze nie napisy, lecz liczby sg przedmiotem badah arytmetyki.
Gdyby jednak udalo si¢ wyrazié napisy za pomoca liczb i znalezé¢ wlasnosé
podobng do Richardowskiej, ale arytmetyczng? Godel dostrzegl taka droge.
Jesli przedmiotem rozwazan ma byé system formalny, jesli chcemy dowiesé
pewnej wlasnoéci takiego systemu, jak niezupelnoéé, to pierwszy krok musi
polegaé na dokladnym jego opisie, a wigc okresleniu jezyka, aksjomatéw i regul
wnioskowania. Dokladna posta¢ aksjomatéw i regul wnioskowania nie ma tu
szczegélnego znaczenia, w kazdym razie Gddel, rzecz jasna, wypisal i jedne,

i drugie, czerpiac zPrincipia Mathematica aksjomaty dla teorii liczb naturalnych
oraz aksjomaty logiczne niezbedne do zbudowania systemu arytmetyki-Peano
(PA) i przyjmujac jako jedna z regul wnioskowania regule odrywania.
Zatrzymajmy si¢ natomiast przy opisie jezyka, gdyz kluczem do sprawy jest
mozliwosé reprezentowania jego wyrazefi za pomoca liczb. Alfabet jezyka skiada
sie z siedmiu symboli stalych: *0”,”s”,” ~ 7 " v "¥* " (* ")* oraz ze zbioru
zmiennych pierwszego rzedu, czyli indywiduowych (reprezentujacych liczby
naturalne) i zbioru zmiennych n-tego rzedu dla kazdej dodatniej liczby
naturalnej n (dla n > 1 reprezentujacych zbiory obiektéw rzedu n — 1). Slowa
i zdania jezyka, termy i formuly, budowane sg zgodnie z powszechnie dzi$
znanymi regutami. Interpretacja symboli w systemie formalnym nie ma
znaczenia, ale nietrudno zauwazyé, ze sugestywnie oznaczone symbole stale
odpowiadajg kolejno: liczbie zero, funkcji nastgpnika, negacji, alternatywie,
kwantyfikatorowi ogélnemu oraz obydwu nawiasom.

Zasadniczy pomyst Godla polegal na jednoznacznym zakodowaniu wyrazen
jezyka za pomoca liczb naturalnych; termy i formuly stawaly sie w ten sposéb
liczbami i tak jak liczby (méwiac z pedantyczng Scislodcig — nazwy liczb) mogly
same by¢ opisywane przez inne formuly. (Czy przymiotnik ”inne” jest tu
konieczny? Czy formula nie moze opisywaé samej siebie?) Przypiszmy wiec liczby
symbolom jezyka:

Symbol | Liczba
0 1
s 3
~ 5
v 7
Y 9
( 11
) 13

Zmiennym indywiduowym przyporzadkowujemy kolejne liczby pierwsze, wicksze
od 13: zmiennej z - 17, zmiennej y — 19 itd.; dla n > 1, zmiennym rzedu n
przyporzadkowujemy kolejno n-te potegi liczb pierwszych wigkszych od 13.

W ten sposéb przypisaliémy wzajemnie jednoznacznie liczbe kazdemu symbolowi
alfabetu. Bedziemy ja nazywaé numerem tego symbolu.

Kazda formula jest ciagiem symboli, nalezacych do alfabetu. Jedli formula o
zawiera, kolejno, symbole o numerach n,,na, ..., nx, to samej formule a
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przyporzadkujemy numer 2"3"2 ... pt*, gdzie py oznacza k-ta liczbe pierwsza.
Z kolei dowéd jest ciggiem formul, wige mozna si¢ juz domyslaé, jaki numer
przypiszemy takiemu, powiedzmy, [-elementowemu ciggowi formutl: jesli kolejne
formuly maja numery my,mo,...,my, to caly cigg bedzie mial numer

2mi3mz  p™. Tak wigc kazdy symbol alfabetu, kazdy term, kazda formula

i kazdy cigg formul (w szczegélnoéci kazdy dowéd) sa reprezentowane przez
liczbg (zwana numerem Gédlowskim tego wyrazenia) i to tak, ze z danej liczby
mozna jednoznacznie odtworzy¢ oryginalne wyrazenie. Latwo zauwazyé, ze nie
kazda liczba naturalna jest numerem Gédlowskim, poniewaz istnieje mnéstwo
liczb naturalnych réznych od 1, 3, 5, 7, 9, 11 i 13, nie bedacych potega liczby
pierwszej i nie majacych w rozkladzie na czynniki pierwsze wszystkich liczb
pierwszych od 2 do swojego najwigkszego dzielnika pierwszego.

Kodowanie formu? i ciggéw formul za pomocag liczb nasuwa skojarzenia

z plaszczyzng kartezjanska, ktorej kazdy punkt jest opisany jednoznacznie przez
parg liczb rzeczywistych. To jednak nie wystarcza, by uznaé taka plaszczyzne za
instrument uzyteczny: trzeba jeszcze przethumaczyé wlasnoéci geometryczne na
algebraiczne, by méc na gruncie algebry rozwigzywaé problemy geometryczne.
Podobnie w naszym przypadku: wlasnoéci metamatematyczne systemu nalezy
przetlumaczy¢ na jezyk arytmetyki. Godel wprowadza 45 relacji i funkeji
rekurencyjnych, dzigki ktérym mozna zapisaé o formuly metamatematyczne

w jezyku arytmetyki. Oto niektére z nich, z malymi wyjatkami w zapisie
oryginalnym. Ilustrujg one metode, pozwalajaca m.in. wyrazaé wlasnosci
metamatematyczne jako wlasnosci liczb naturalnych.

Z(n) — ss...s0 (n razy);

ylz - y jest dzielnikiem z);

Prim(z) - z jest liczbg pierwsza);

nPrz — n-ty (w porzadku rosngcym) czynnik pierwszy w z);

Pr(n) - n-ta liczba pierwsza);

nGlz — numer symbolu (formuly) stojacego w formule (ciggu) na n-tym miejscu;
np. dla x =2™3"2 .. . pp* i k > 5, 5Glzr=ns);

z+y —zlicgbz =23 pi* iy =2™372. . . p™ tworzy
cigg 23" ... pe*Pii1Phta - - Prar)i

Elf(z) - = jest numerem formuly elementarnej);

Form(z) - z jest numerem formuly);

Sb(z,v, Z(y)) - w formule o numerze z zastepujemy zmienna o numerze v przez
Z(y); Sb(z,v,Z(y)) jest liczbg, numerem otrzymanej w ten sposéb formuly);

B(z) - z jest numerem dowodu (czyli liczba reprezentujaca ciag formul, bedacy
dowodem));

Bew(z,y) — z jest numerem dowodu formuly o numerze y).

Podobnie mozna zapisaé aksjomaty Peano, podstawienia aksjomatéw logicznych
i reguly wnioskowania.

Dobér (przypomnijmy, przedstawiony tu tylko w czeéci) nie jest, rzecz jasna,
przypadkowy, pozwala bowiem na udowodnienie twierdzenia, wskazujacego na to,
ze "tlumaczenie” jest wystarczajgco pelne.

Twierdzenie. Kazda n-argumentowa relacja R rekurencyjna w N jest
reprezentowana przez n-argumentowy symbol relacyjny r, taki ze dla dowolnych
liezb 1, z2,...,Tn,

1. jesli R(z,,z3,...,Zx,), to istnieje dowédd zdania r(Z(z1),. .., Z(zn)),

2. jesli ~ R(zy,22,...,Tp), to istnieje dowdd zdania ~ r(Z(zy),..., Z(z,)).
Dowéd twierdzenia (jak pisze Godel) "nie przedstawia trudnoéci zasadniczych, ale
jest doé¢ zmudny” i polega na indukcji wzgledem budowy relacji rekurencyjne;.
Przyjrzyjmy sie blizej ostatniej pozycji z naszej skréconej listy. Formule
"Bew(z,y)", okreslajaca pewna relacje rekurencyjng miedzy liczbami
naturalnymi, mozemy interpretowaé tak: ciag formul o numerze z jest dowodem
formuly o numerze y. W takim razie formula

(1) Vz ~ (Bew(z,y))
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reprezentuje zdanie stwierdzajace, ze zaden ciag formul nie jest dowodem formuly
o numerze y. Rozpatrzmy szczegdlny przypadek tego typu formuly, mianowicie:

(2) Vz ~ (BEW(:B, Sb(ys lgrz(y))):

powstalej przez wpisanie w poprzedniej formule liczby ($cislej méwiac, nazwy
liczby) Sb(y, 19, Z(y)). Tak zbudowane wyrazenie ma swéj numer Gédlowski,
powiedzmy, n. Ja.kx numer ma wtedy formula

(9) Vz ~ (Bew(z, Sb(n, 19, Z(n)))?

Zauwazmy, ze Sb(n, 19,n) jest numerem formuly, ktéra powstala z formuly

0 numerze n przez zastapienie w niej zmiennej o numerze 19 (zmiennej y) nazwa
liczby n. To jest wlasnie zdanie g! Tak wiec formula g reprezentuje zdanie
nastepujace: formula g nie ma dowodu.

Otoéz ta formula nie ma dowodu - jesli tylko system jest niesprzeczny. Istotnie,
gdyby istnial jej dowéd, to, jak wykazuje Gédel, istnialby takze dowéd zdania,
ktére to stwierdza (przypomnijmy, w jezyku arytmetyki):

~ Yz ~ (Bew(z, Sb(n, 19, Z(n))).

Ale to jest dokladnie zaprzeczenie zdania g! Zatem jesli istnieje dowéd g, to
istnieje takze dowéd zdania przeciwnego. System formalny, w ktérym istnieje
dowdd pewnego zdania ¢ oraz istnieje dowéd zdania ~ ¢, jest systemem
sprzecznym. Zatem jeéli arytmetyka Peano oparta na systemie logicznym
Principia Mathematica jest systemem niesprzecznym, to formula g nie moze
mie¢, nie ma dowodu w tym systemie. Zalézmy teraz, ze istnieje w tym systemie
dowdd zaprzeczenia formuly g, czyli zdania

~ Vz ~ (Bew(z, Sb(n, 19, Z(n))).

Wtedy moze zajéé jeden z dwéch nastepujacych przypadkéw. Albo pewna liczba
naturalna k jest numerem dowodu formuly o numerze Sb(n, 19,7), a wiec na
mocy twierdzenia istnieje w systemie dowéd formuly Bew(k, Sb(n, 19, n)), albo
zadna liczba naturalna nie jest numerem dowodu formuly o numerze Sb(n, 19, n),
czyli dla kazdej liczby naturalnej k istnieje dowéd zdania ~Bew(k, Sb(n, 19,n)).
W pierwszym przypadku wnioskujemy od razu o sprzecznosci systemu, poniewaz
wynika z niego istnienie dowodu dla samej formuly g (ktérej numerem jest
przeciez Sb(n, 19,n)), mamy wigc zarazem dowéd formuly g oraz dowéd jej
zaprzeczenia, w drugim — o sprzecznosci jeszcze wnioskowaé nie mozemy, nie
mamy bowiem podstaw twierdzié, ze istnieje w systemie dowéd zdania
przeciwnego do zdania ~ Vz ~ (Bew(z, Sb(n, 19, Z(n))). Widaé jednak wyrazna
niespéjnoéé miedzy tym zdaniem, reprezentujacym metamatematyczne
stwierdzenie, Ze istnieje dowéd zdania g, a zdaniami postaci

~ Bew(k, Sb(n, 19,n)), méwiagcymi z kolei o kazdej liczbie naturalnej, ze nie jest
numerem dowodu zdania g. W takim przypadku méwi sie, ze system jest
w-Sprzeczny, Co 0zZnacza, ze istnieje w nim zaréwno dowdd pewnego zdania
postaci ~ Vz ~ ¢(z), jak i dowéd kazdego ze zdan ~ $(0), ~ (1), ~ $(2) itd.
Gdy taka sytuacja nie ma miejsca, méwimy ze system jest w-niesprzeczny.

Doszli$my zatem do twierdzenia nastepujacej tresci:

Twierdzenie Gddla o niezupelnoéci arytmetyki. Istnieje zdanie g w jezyku
arytmetyki PA, takie ze

1. jedli system PA jest niesprzeczny, to nie istnieje w nim dowéd zdania g,

2. jesli system PA jest w-niesprzeczny, to nie istnieje w nim dowéd zdania ~ ' g.

Tak wigc system arytmetyki Peano PA jest obarczony pewng inherentna wada.
Jaka? Tego twierdzenie nie rozstrzyga: system PA jest albo co najmnie;
w-sprzeczny, albo niezupelny.

W 1936 roku Barkley Rosser wzmocnil twierdzenie Godla, usuwajac zalozenie
o w-niesprzecznosci dzigki innej konstrukeji dowodu. W ulepszonej wersji
twierdzenie Gddla (i Rossera) wyglada wiec nastepujaco:
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Twierdzenie Godla-Rossera o niezupelnosci arytmetyki. Istnieje zdanie g
w jezyku arytmetyki PA, takie ze jesli system PA jest niesprzeczny, to nie istnieje
w nim ani dowéd zdania g, ani dowéd zdania ~ g.

Nalezy tu dodaé, ze wynik w pracy Kurta Gddla jest w istocie rzeczy mocniejszy,
moéwi bowiem nie tylko o systemie arytmetyki Peano, ale i o kazdym jego
rozszerzeniu, czyli o systemach powstalych przez dodanie do systemu PA nowych
aksjomatéw. Oznacza to (uwzgledniajac juz poprawke Rossera), Zze zaden system
zawierajacy PA nie moze byé jednoczesnie niesprzeczny i zupelny. Oznacza to
takze koniec nadziei na konstrukcje systemu aksjomatycznego, umozliwiajacego
udowodnienie kazdego prawdziwego zdania matematycznego.

Pozostaje jeszcze kwestia niesprzecznosci systemu PA, z ktérej, jak widzielismy,
wynika jego niezupelnosé. Czy system PA jest niesprzeczny? A dokladniej, czy
mozna niesprzeczno$é systemu PA udowodnié wewnatrz tego systemu, w jego
jezyku i jego érodkami? I tu, niestety, nadzieje okazaly si¢ niemozliwe do
spelnienia. Niesprzecznoéé systemu formalnego oznacza, ze dla dowolnego
zdania A w jego jezyku co najmniej jedno ze zdan A, ~ A nie ma w systemie
dowodu. Réwnowaznie, Ze istnieje co najmniej jedno zdanie, nie majgce dowodu
w systemie. Pamietajac o reprezentacji zdafi metamatematycznych w jezyku
systemu PA, nietrudno taki warunek zapisa¢ jako zdanie arytmetyczne:

~ Yy ~ Yz ~ Bew(z, y), albo krécej, uzywajac skrétu 3z ¢(z) zamiast

~Vz o~ ¢(Z )a

(9 3y ~ JrBew(z,y),

czyli doslownie: istnieje liczba y, z ktéra nie pozostaje w relacji Bew zadna liczba
naturalna z. Mozna wykazaé, ze w systemie Goédla istnieje dowdd implikacji

Jy ~ IzBew(z,y) = Vz ~ (Bew(z, Sb(n, 19, Z(n))).

Gdyby zatem istnial dowéd niesprzecznoéci, ktéry mozna byloby odwzorowaé

w systemie PA, czyli formalny dowéd poprzednika tej implikacji, to korzystajac
z reguly odrywania uzyskalibySmy twierdzenie systemu w postaci jej nastgpnika.
Ale tym nastepnikiem jest formula g, ktéra dowodu nie ma ~ jesli system jest
niesprzeczny! Zatem dowodu nie moze mie¢ takze zdanie c.

Czy to znaczy, ze nie mozna w ogéle udowodnié¢ niesprzecznosci arytmetyki
Peano? Nie. Pierwszy dowéd niesprzecznoéci arytmetyki podal Gerhard Gentzen
w 1936 roku, korzystal jednak w nim ze srodkéw, ktérych w jezyku arytmetyki
wyrazié nie mozna. Inaczej méwiac, musial odwolac si¢ do systemu bogatszego
(teorii mnogoséci), by ten wynik uzyskaé. I tak to juz jest: aby udowodnié
niesprzecznosé systemu zawierajacego arytmetyke, trzeba przyjaé zatozenie

o niesprzecznoéci bogatszego systemu. Absolutny dowdd niesprzecznosci
pozostaje nierealizowalnym marzeniem.
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