Zadanie Archimedesa
Jarostaw GORNICKI, Rzeszéw

W Mezopotamii (XX w. p.n.e.), w Egipcie (XVI w. p.n.e.), w Chinach (XII
w. p.n.e.) wiedziano jak obliczaé przyblizona warto$¢ pola oraz obwodu kola.
Obliczano réwniez pola powierzchni i objetosci bryl: prostopadloécianu,
piramidy (ostroslupa), graniastostupa, walca. Problemem bylo wyznaczenie
pola powierzchni oraz objetosci stozka i kuli. Dopiero Eudoksos z Knidos
(406(?)-355(?) p.n.e.) za pomocg swojej metody wyczerpywania wykazal,

ze objetosé stozka stanowi trzecig cze$é objetodei opisanego na nim walca
(Demokryt z Abdery (460(?)-380(?) p.n.e.) tez tak twierdzil, ale nie podawat
uzasadnienia). Rezultat ten zawarl Euklides w Elementach (Ksiega XII,
Twierdzenie 10). W tym czasie — korzystajac z mozliwoéci przyblizania stozka
ostrostupami — wykazano, ze pole powierzchni bocznej stozka wynosi 7rl,
gdzie [ jest dlugoscia jego tworzacej. Wiedziano réwniez, ze w przypadku
stozka écietego, ktérego podstawami sa kola o promieniach r; i ro, pole jego
powierzchni bocznej wyrazaja wzory nl(ry + rp) = 2nlp, gdzie p = 3(r1 +72).

w formie korespondencji, np. z Erastotenesem z Cyreny. Stawe przyniosly mu
praktyczne rozwiazania, m.in. wynalezienie wielokrazka, sruby do transportu
wody, odkrycie zasady dZwigni (wielkosci s w réwnowadze, jesli ich odleglosci
od punktu podparcia sa odwrotnie proporcjonalne do ich cigzaréw), fizycznego
prawa wyporu (kazde cialo zanurzone w cieczy jest z niej wypierane z sila
réwna ciezarowi cieczy wypartej przez to cialo), oraz znakomite osiggnigcia
matematyczne (8 z 10 zachowanych jego traktatéw poéwigconych jest ,czystej”
matematyce). Poznajac prace matematyczne Archimedesa — sformulowania
tez, dowodéw, precyzje mysli — przekonujemy sie o jego wielkiej oryginalnoéci
Fl_’fnievzai'!AABC ~ ADBE, wiec i nowatorstwie. Wykorzystujac metode Eudoksosa wyznaczal pola figur

7 = ol =+l m. Zatem  Ghietodei bryl (powtdrnie znaczenie metody wyczerpywania ujawnia si¢ dopiero
péle povalerzchm bocznej stozka wynosi Lobjghoscl DIyl ip y Wy Py J pacp
xra(ly +1) — 7rily = w XVII wieku wraz z rozwojem rachunku catkowego). Jednak najbardziej znane
= mraly + mragl —mrily = wi(r +r2) = sg jego wyniki dotyczace kola i kuli. W krétkiej pracy O wymierzaniu kola

2mips (zawierajgcej 3 twierdzenia) Archimedes wykazuje w Twierdzeniu 3, ze liczba m,
wyrazajaca stosunek obwodu kota do jego $rednicy, spelnia nieréwnosé

10 1
08 ~ — - (= 3,1428).
(31408%) 3 <m<3z (~3,1428)

Traktat Archimedesa O kuli i walcu sklada sie z dwéch ksiag: pierwsza zawiera
5 postulatéw i 50 twierdzen, druga 10 twierdzeh. W pierwszej ksigdze znajduja
sie wyniki, z ktérych Archimedes byl najbardziej dumny. Wykazal tam miedz
innymi: :

B Pozostalo obliczenie powierzchni i objetosci kuli. Zagadnienie to rozwigzal
Pt Archimedes (287(7)-212 p.n.e.). Ten najslynniejszy matematyk i wynalazca
’:’ : ‘~\ starozytnej Grecji wigkszosé zycia spedzil w Syrakuzach (w mlodoéci studiowal
1 w Aleksandrii, 6wezesnym naukowym centrum). Swoje rezultaty oglaszal
]

Twierdzenie 35. Pole powierzchni kuli jest czterech razy wigksze od pola jej
Rys.1 najwiekszego kola (Py = 4mr?).

Twierdzenie 37. Objetosci stozka wpisanego w pdlkule, ktéra z kolei jest

/ wpisana w walec (rys. 1) pozostajg do siebie w stosunku 1: 2 : 3 (skqgd wynika,
B C

ze Vg = §mrd).

alb—A4 p 48 Uzasadnienia tych rezultatéw zaproponowane przez Archimedesa jest nie tylko
l bardzo pomystowe ale i nadzwyczaj sugestywne. Aby obliczyé powierzchnig kuli
o promieniu r, Archimedes opisuje na niej walec. Nast¢pnie walec i zawartg

r w nim kule przecina dwiema plaszczyznami réwnolegltymi do jego podstaw
odlegltymi od siebie o h. W tak otrzymanym ,plastrze” umieszcza stozek scigty
styczny do kuli w polowie odleglosci miedzy réwnoleglymi plaszczyznami

(rys. 2). Wéwezas w rozpatrywanym plastrze o wysokoéci h pole powierzchni
bocznej walca jest réwne polu powierzchni bocznej stozka Scigtego.

Rzeczywiscie, przy oznaczeniach takich jak na rysunku 2, z podobienstwa
Rys.2 tréjkatéw AOAS ~ ACAB (sg to tréjkaty prostokatne i ZOAS = LCAB)
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wynika, Ze

|OA| |CA| 1

HS—! = m@ |OA|-|AB| = |AS|-|CA| & - Eh—p-il,
co gwarantuje réwnoéé: 2rrh = 2rlp. Nastepnie Archimedes zauwaza, ze
dzielagc walec (z wpisana kula) plaszczyznami réwnoleglymi do podstaw o coraz
mniejszych odlegloéciach uzyskuje sytuacje, w ktérej opisane w wyzej podany
sposéb stozki écigte coraz dokladniej przyblizaja sfere. Poniewaz niezaleznie
od podzialu, powierzchnia boczna wszystkich tych stozkéw jest zawsze réwna
powierzchni bocznej opisanego walca 277 - 2r (= 47r?), wiec taka musi byé tez
powierzchnia kuli.

1

Z przedstawionego rozumowania wynika réwniez, ze pole powierzchni odcinka
sferycznego (czaszy kulistej) o wysokosci h jest réwne 2mrh. W réwnie
pomyslowy sposéb Archimedes oblicza objetoéé kuli. Opisuje on na pétkuli
walec, a obok w identycznym walcu wycina wpisany w walec stozek (rys. 3).
Nastephie przecina obie bryly plaszezyzng odlegla od podstawy o z.

Rys. 3

Wéwezas, jak pokazuja tatwe rachunki, powierzchnia przekroju pétkuli jest
réwna powierzchni piericienia otrzymanego z walca, w ktérym wycigto wpisany
stozek. Poniewaz na kazdym poziomie przekroje tych bryt maja réwne polach,
wiec stgd Archimedes wyprowadza wniosek, ze objgtosci tych bryt sg réwne.
Oznacza to, ze objetodé kuli o promieniu r wynosi Vg = grr3.

Metoda ta (w ktérej korzystamy jedynie ze wzoréw na objetos¢ walca
i stozka) pozwala réwniez w latwy sposéb stwierdzié, ze objetoé¢ odcinka kuli
o wysokosci h, wynosi: mrh? — §wh3.

Dysponujac tymi informacjami Archimedes w drugiej ksiedze traktatu O walcu
i kuli rozwigzuje nastepujacy problem:

Zadanie Archimedesa. Ze wszystkich odcinkdw sferycznych o danej
powierzchni wyznaczyé ten, ktéry ma najwigkszq objetosé.

Rozwigzanie Archimedesa.

B

Rys. 4

Jest ono geometryczne i zgodnie ze stosowana wéwczas metodg polega na
wykazaniu, ze wéréd odcinkéw kulistych o danym polu powierzchni (czesci
sferycznej) najwigksza objetosé ma péikula.

Niech ABB’ bedzie danym odcinkiem kulistym o promieniu 7 i wysokosci
h (réznym od pétkuli) i EDE’ pétkula majaca taka sama powierzchnie
i promiefi R (# r) — rysunek 4. Na prostej przechodzacej przez punkty A i A’
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(2|1A'K| — |AS]) - |AS| >
> (2|A'K| - |AM]) - |AM],
2|A’K| - |AS| - |A'K]| - |AM| >
> 2|A'K|- |AM| — |AM]?,
2|A'K|-|AS| > (3|A'K]| - |AM)| - |AM]|,
|A’Al-|AS| > |[KM]| - |AM]|.

zaznaczamy punkt K, taki ze |K A’| = |A'O| oraz odcinek M H o takiej diugosci,
ze objgtos¢ stozka HBM B’ jest réwna objetoéci odcinka kulistego ABB’, czyli

L . P X . 2 (= Tige_ 2
g1HM]|-IMBP® = Z|KM| - |AM| ( 38 h)h),

(1) |[HM|-IMBJ? = |KM| - |AM|,
Z proporcji ]% = %‘%%-'1 (patrz AABA’), mamy réwnoéé
(2) |AB|> = |AA'| - |AM]|.

Na odcinku AA" odkladamy teraz punkt S, taki ze |AS| = |CD| (= R). Wéwczas
z (2) oraz z réwnosci powierzchni odcinka kulistego ABB' i powierzchni pétkuli
DEE', otrzymujemy

(2rrh =) w|AA'|-|AM|=n|AB|* = n|ED|*> (=2nR?),

skad

(3) |AB| = |ED|

oraz

(4) |AS|? = |A’K|-|AM| (& R?=rh).
Zauwazmy teraz, ze

(5) |A'S| - |AS| > |A'M] - |AM],

gdyz z dwéch prostokatéw o tym samym obwodzie wigksze pole ma ten, ktérego
krotszy bok jest dluzszy. Nieréwnosé ta w polaczeniu z warunkiem (4) daje

|A’A| - |AS| > |[KM| - |AM)|.
Stad
|AS|-|A'A| - |AM| > |[KM| - |AM |2
Korzystajac z (2), (3), (4), otrzymujemy
|CD|-|[EDJ = |AS|-|AB|* > |[KM|-|AM|* = [HM| - |MBJ*|,
co konezy dowdd, bo oznacza, ze
gICDI .|EDJ? > §|HM[ . |MBJ2.

Rozwigzanie analityczne. Dla sfery o promieniu r objegtodé odcinka kulistego
o wysokoéci h (0 < h < 2r) wynosi: nrh? — Imh3, a jego powierzchnia: 27rh.
Przyjmujac, ze 2nrh = A, otrzymujemy r = ~2~:—h. Oznacza to, ze objetosé odcinka
kulistego o ustalonej powierzchni A, w zaleznosci od jego wysokoéci h mozemy
wyrazié za pomocg funkeji
Ah _ mh?

2 3"

gdzie warunek 0 < h < 2r = £ oznacza, 2 0 < h < \/g . Naszym celem

V(h) =

jest teraz znalezienie najwigkszej wartosci tak okreslonej funkcji. Poniewaz
w przedziale (0, \/g), mamy V'(h) = % — wh? = 0 wtedy, gdy h = %, wiec

punktami krytycznymi sg: 0, 4/ £, \/E . Obliczajac V(0) =0, V (, / 2%) =
= Lé'j},—i“, v (\/;4—) = ‘;—3; stwierdzamy, ze funkcja V'(-) przyjmuje najwicksza
warto$¢ dla h = 4/ 2—“:‘;. Warunek h = \/% (po uwzglednieniu, ze h > 0

i 2nrh = A) oznacza, ze h = r. Zatem, ze wszystkich odcinkéw kulistych
o ustalonej powierzchni najwiekszg objeto$é ma péikula.

Patrzac na te wyniki (a to tylko niektére z jego osiggnigé) émiato mozemy
powiedziec: ,Archimedes to byl gosé!”.

35



