Ciagi Pisota czyli jak ZOBACZYC rekurencje liniowa
Jarostaw WROBLEWSKI, Wroctaw

Ciagiem Pisota nazywamy ciag liczb calkowitych dodatnich, w ktérym pierwsze
dwa wyrazy sg dowolne, a kazdy kolejny wybrany jest tak, aby wraz z dwoma
poprzednimi z najlepszym przyblizeniem tworzy! ciag geometryczny. Dokladniej,
dla danych a; i a; ciag Pisota (oznaczany E(a;,a3)) zdefiniowany jest wzorem
rekurencyjnym 5

a’n.+1 1:|

an+2=[ e +§

Okazuje sie, ze ciggi Pisota "lubig” spelniaé rekurencje liniowe, np. najprostszy
nietrywialny ciagg Pisota E(2, 3) jest ciggiem Fibonacciego z rekurencja
Cni2 = Qnyl + Q-
Dowolny ciag Pisota z a; < 3 spelnia rekurencje liniowg stopnia co najwyzej
trzeciego. Np. ciag E(3,7) spelnia rekurencjg

_ Gn+3 = 3an42 — 2an41 +Gp .
Z kolei o ciagu FE(4,13) udowodniono, ze nie spelnia zadnej rekurencji liniowej.
Jednakze dlan = 1,2,...,18 zachodzi wzér

On46 = 3045 + Gpgd = Gng3 + Bng2 — Gnil +
tzn. cigg FE(4, 13) spelnia rekurencje liniows szdstego stopnia do wyrazu agy
wlacznie. ‘
Wiele ciagéw Pisota ma takaz wlasénie kapryéna nature: spelniaja rekurencje
liniowg, ale do czasu. Moim ulubionym przykladem jest ciag E(10,219), ktéry
spelnia rekurencje stopnia 4, a mianowicie

An4q4 = 22ﬂ.n+3 = 3ﬂn+2 + 18(1"4.1 = lla,n )

jednak tylko dla n + 4 € 1402. Wyrazu a;403 juz si¢ powyzszym wzorem
otrzyma¢é nie da.
Dlaczego ciagi Pisota lubig spelniaé¢ rekurencje liniowe, jak tez i uwielbiajg sie 2
nimi rozstawaé po wspélnym przejsciu wielu wyrazéw? Pytanie to nalezy
odwrécié. Dlaczego ciagi liniowo rekurencyjne bywaja ciggami Pisota, czasami na
zawsze, a czasami tylko na kilkaset wyrazéw?

Co sprawia, ze dany ciag (a,) jest ciggiem Pisota? Otéz musi on spelniaé

- warunek 1 a2 1
——i kg2~ dlams 8.
2 ap-s 2
Przyjrzyjmy si¢ wiec liczbom
2
an_
Tn = ot Qp
an-2

ktére dalej bedziemy nazywaé zaokragleniami.
Jesli ciag (an) spelnia rekurencje liniowg stopnia k, powiedzmy

Onik = Ak—18n4k-1 + ... + A1an 11 + Aoan ,
to mozemy zwigzaé z nim wielomian charakterystyczny

z* — Ak_l:‘ck_l —-...—Aiz—Ap.
W typowej sytuacji pierwiastki zespolone z1,z9, ...,k tego wielomianu sg rézne
i woéwezas ciag (a,) jest postaci ‘
ap, = 1 Z7 + 225 + ... + ckTy ,
gdzie ¢y, ¢s,. .., ck sg liczbami zespolonymi.
Przypusémy, ze pierwiastki wielomianu charakterystycznego uporzadkowane sg
nierosnaco wedlug wartosci bezwzglednej, tzn.
|z1| 2 |z2| 2 ... 2 |2&| -

W typowej interesujacej nas sytuacji, kiedy ciag liniowo rekurencyjny jest (trwale
lub chwilowo) ciggiem Pisota, tzn. kiedy zachowuje si¢ prawie jak ciag

geometryczny, najwickszy pierwiastek z; jest dodatni, istotnie wiekszy od
pozostatych pierwiastkéw i od 1. Natomiast dla duzych n mamy
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Tn & doxy + dazh + ... + dpx}, czyli zachowanie ciagu zaokraglen (r,,) zalezy od
drugiego co do wielkosci pierwiastka wielomianu charakterystycznego (liczby
da,ds, ..., dy sg tu pewnymi liczbami zespolonymi). Jesli |z2| < 1, to
(zaniedbujac wplyw pozostalych, mniejszych pierwiastkéw) nalezy oczekiwaé, ze
wraz ze wzrostem n liczba r, bedzie coraz bardziej zbliza¢ sie do zera, wigc skoro
nieréwnoéé —% Crp < é— byla spelniona przez czas jaki$, to czym dalej, tym
latwiej bedzie ona spelniona.
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Ciag E(3,7) spelnia rekurencje trzeciego stopnia, przy czym pierwiastki x2 i z3 sa male.
Wykres pokazuje to wyraznie, chociaz zbyt ciekawy nie jest - rn dazy szybko do zera.
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Ciag E(10,181) spelnia rekurencje liniowg czwartego stopnia. Pierwiastki 2 i z3 s zespolone
sprzezone o module & 0.99956939.

Jesli |z2| = 1, to wraz ze wzrostem n liczba r,, nie ma tendencji do oddalania sig
ani zblizania do zera, jesli wiec przez dlugi czas miescila si¢ ona w przedziale
[—-;—, %), to jest $wietna szansa, ze nigdy z niego nie wyjdzie.
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Ciag E(10,19) spelnia rekurencje liniowg czwartego stopnia. Pierwiastki 22 i z3 sg zespolone
sprzezone o module 1.
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Jesli zas |z2| > 1 (nieznacznie), to wyjécie r, poza przedzial (-1, 1) jest
zagwarantowane.
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Ciag E(10, 119) spelnia rekurencj¢ liniows stopnia 4 do 856-go wyrazu. Pierwiastki T2 i 3 sg
zespolone sprzezone o module = 1.0004657.

W przypadku wspomnianego juz ciggu F(10,219) pierwiastki zo i z3 sa
zespolone sprzezone o module & 1.0002811. Dlatego potrzeba ponad 1000
wyrazéw, aby 7, "wyszlo” poza przedzial [—1,1).
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Ciag E(10,219) spelnia rekurencje liniows stopnia 4 do 1402-go wyrazu. Pierwiastki =3 i z3 sg
zespolone sprzezone o module = 1.0002811.

W ciekawych przykladach wlasnie taka sytuacja jest typowa: jeden duzy
pierwiastek, para pierwiastkéw zespolonych sprzezonych o module bliskim 1,
pozostale pierwiastki male.
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Rekurencja 6smego stopnia psuje si¢ dla wyrazu 54-go.
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Rekurencja 6smego stopnia psuje sig dla wyrazu 50-go.
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Ciag F(14,128) spelnia rekurencj¢ piatego stopnia
@n+5 = 10an+4 — 8an43 + @nt2 + 3ant1 + 2an

do wyrazu aso15 wlacznie (na wykresie zaokraglenia do reooo)- Wielomian charakterystyczny
ma parg pierwiastkéw zespolonych sprzgzonych o module = 1.0001216657.
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Rekurencja 14-go stopnia spelniona do wyrazu 126-go. Z uwagi na wysoki stopiefi rekurencji,
punkty wykresu nie tworzg linii, ale brak losowosci widoczny jest jako obszar, w ktérym nie ma
sadnych punktéw wykresu. Az szesé pierwiastkéw wielomianu charakterystycznego jest
bezwzglednie wigkszych od 1, przy czym zz = 1.0096218.
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Jak zobaczyé¢ rekurencje liniowa?

Popatrzmy na wykres ciggu zaokraglen (r,,) zwiazanych z ciggiem E(6, 52).
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Ciag E(6,52) spelnia rekurencje czwartego stopnia do 205-tego wyrazu. Na rysunku widaé to
jak na dloni.
Zalamujaca sig regularnoéé wykresu nie wynika z tego, ze komputer nagle
przestal sobie radzié z duzymi liczbami i popelnia bledy. Po prostu do 205-tego
wyrazu cigg E(6,52) spelnia rekurencje stopnia 5

Gnts = 9nt4 — 30n43 + Gny2 +48ny1 +3an .

A potem przestaje, o co postarala si¢ para pierwiastkéw zespolonych sprz¢zonych
réwnania charakterystycznego rekurencji, o module ~ 1.00126.

Patrzac na wykres zaokraglen ciagu E(4,13) latwo teraz uwierzy¢, ze nie spelnia
on zadnej rekurencji liniowej.
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Dla ciagu E(4,13) mamy rekurencjg széstego stopnia, ktéra urywa sig po 24-tym wyrazie (na
wykresie r, dla n < 50)...
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... a potem juz tylko losowa sieczka.

Skoro udalo mi si¢ zbudowaé przekonanie, Ze patrzac na rysunek mozna
zobaczyé, czy ciag Pisota spelnia rekurencje liniows, czy te nie, postaram sig¢

teraz to przekonanie trochg zburzyé.

Rekurencja, ktéra jest, chociaz jej nie widac

Popatrzmy na wykres zaokraglen dla ciaggu F(313580,401583). Widzimy losowy
uklad punktéw, pewnie ten ciag nie spelnia rekurencji liniowej, gdyz takowa

wymusilaby przeciez pewna regularnosé rysunku.

Zaokraglenia ciagu E(313580,401583) sprawiaja wrazenie losowosci...
To teraz posieje niepokdj: jak to sig dzieje, ze losowo wybrane liczby z przedzialu

[-1,1) sa wszystkie dodatnie? A jesli wybierzemy punkty odpowiadajace
indeksom n = 0(mod 78), to czy dalej wierzymy w losowo$¢ wykresu?
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... chyba, ze wybierzemy co 78-my punkt wykresu.
Okazuje sig, ze ciag ten spelnia rekurencje stopnia 9:
Gn49 = Qn48 + Gni6 — Ont3 — Gntl +an,

ktérej wielomian charakterystyczny ma najwigkszy pierwiastek = 1.28 oraz

siedem pierwiastkéw o module 1: jedynke i trzy pary pierwiastkéw zespolonych
sprzezonych. Jedynka odpowiada za podniesienie wykresu do géry, a pary

pierwiastkéw sprzezonych sg odpowiedzialne za sinusoidalne wahania r,, jednak
nalozenie trzech takich wahan o réznych czestosciach daje zludzenie calkowitej
losowosci.

Rekurencja, ktéra widaé, mimo Ze jej nie ma

Popatrzmy teraz na wykres zaokraglen dla ciggu E(10,107). Rekurencja
stopnia 9

an49 = 118418 — 3an47 = 28n+6 — Gn45 — Gn4d — Gnt3 — Gnt2 — Gntl — Gn
psuje sie dla wyrazu 70-tego.
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Ciag E(10,107). Rekurencja, ktéra jest, to linia idgca do géry. Rekurencja, ktérej nie ma, to
linia idgca do dotu.
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Nietrudno to zresztg zauwazy¢ na wykresie. Drugi co do wielkoéei pierwiastek
jest réwny =2 1.02797, pozostale sa bezwzglednie znacznie mniejsze od jedynki

Nie to jest jednak ciekawe. To co widaé po 100-nym wyrazie (0 odcietych jest
znaczona co 100), nie wyglada na losowe.

Z rysunku mozna odczytaé co nastepuje: ciag gubi pierwszg rekurencje na

70-tym wyrazie, ale potem udaje mu sie ztapaé na chwile nastepng rekurencje.
Swietnie, znajdfmy wiec te rekurencje, skoro tak wyraznie ja widaé. Nic z tego,

zadnej rekurencji nie ma. Ale przeciez ja widaé. To nic, ze widaé, nie ma zadnej
rekurencji!

Moze za krétko ciag spelnial te rekurencje? Widzimy, ze zaokr@glenie Ty, dla

n = 127 chcialoby zej$¢ ponizej —0.5, ale definicja ciggu Pisota na to nie

pozwala. Mozemy wiec przedefiniowaé nasz ciag stosujac dla n > 127 zasade, ze
2

zaokraglenia r, = —

n—1

=L — a,, nie muszg miescié si¢ w przedziale [-0.5,0.5), ale r,,
powinno mozliwie najlepiej przybliza¢ 2r,_; — r,_o. Méwiac dokladniej, zamiast
ciggu (a,) rozwazamy ciag (b,) okreslony wzorem

G dla n <126
bo=1{ [b2
" b""‘ DB o B ool %} dla n3>127,
n—2
. b2 _,
gdzie R, = g

— b,. Ta zmiana definicji daje zupelnie inny obrazek.

bowiem

Teraz regularnosé rysunku rozciaga si¢ znacznie dalej. Tak zmodyfikowany ciag
okazuje si¢ spelniaé rekurencje liniowa 95-tego stopnia! Dla ciaggu (b,) mamy

bntos = 11bp 404 — 3bnyo3 — 2ba402 — bnyor — bnyoo — bntso — bniss—

—bny87 — bnise + bntos + bnyos + bnyos + bnjyoo + bryor + bnjoo + bryro—

_bn+7 = lbn.+6 == bn.+5 = b‘n+4 == b‘n.+3 == bn+2 = bn+1 e bn H

widaé) od samego poczatku, tzn. od n = 1.

co jest prawda az do wyrazu b, 495 = by3p 1 to na dodatek (czego z rysunku nie
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Zaokraglenia R, dla ciaggu (bn) - modyfikacji ciagu F(10,107).

10 +
8-
FA N
6 1 oy §
L VI
| " * ] J': . gy
e A ? .
%



2501

201

0+

150+

100+

50
A_M 1
N

Zaokraglenia R, dla ciagu (bn) - modyfikacji ciggu E(10,107).
Z pomoca ciggu (b,,) znalezliémy wiec rekurencje 95-go stopnia, ktérg spelnia

ciag (a,)1%,. Kazdy widzi istnienie tej rekurencji na wykresie. Kazdy wie tez, ze
méwienie o rekurencji 95-go stopnia wyznaczonej przez 126-wyrazowy kawalek
ciggu jest absurdem, gdyz do wyznaczenia rekurencji stopnia k potrzeba co

najmniej 2k wyrazéw ciagu.
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