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Rzecz bedzie o krzywych Béziera i B-sklejanych, czesto stosowanych w grafice
komputerowej i w systemach CAD. W teorii tych krzywych wystepuja zwigzane
z nimi formy biegunowe i formy tensorowe. Zastosowanie tych ostatnich
daje m.in. elegancki dowdd twierdzenia o ciaglosci krzywych B-sklejanych.

Z drugiej strony, badajac krzywe mozna dowiedzieé si¢ sporo o tensorach
symetrycznych. Sposéb ujecia tematu jest oparty na artykule [1].

Algorytm de Casteljau

Punktem wyjscia do rozwazan bedzie algorytm de Casteljau, ktory stuzy
(miedzy innymi) do obliczania punktéw krzywych Béziera.

Krzywa Béziera (2] stopnia n jest okre$lona przez ciag n + 1 punktéw, po, ..., Pn.
" Wygodnie jest przyjaé, ze reprezentacja krzywej jest lamana zlozona z n

odcinkéw, ktérej to sa wierzcholki. Dla dowolnego ¢ € [0, 1] punkt P(t)
otrzymujemy dzielac kazdy odcinek lamanej w proporcji t : 1 —t (dla t & [0, 1]
dokonujemy ekstrapolacji). Otrzymujemy n punktéw, ktére sg wierzchotkami
nowej tamanej zlozonej z n — 1 odcinkéw. Proces ten powtarzamy az do
otrzymania jednego punktu. Mozemy to zapisa¢ wzorami

pgj) =(1 -t)pE.j_l) +tp£,f;_'11) dlaj=1,...,n,t=0,...,n-7;

P(t) = p("

i obejrze¢ na rysunku 1.

0 t 1

Rys. 1: Algorytm de Casteljau.

Latwo jest udowodni¢, ze P(t) = Y 1o piBP(t), B (t) = (3)tH(1 — t)"*, a wiec
punkty po,. .., Pn 58 wektorowymi wspélczynnikami krzywej w bazie
wielomianéw Bernsteina.

Algorytm de Casteljau daje w wyniku takze ,lokalne” reprezentacje krzywej:
n n
P(s) =Y p{'B}(w) = )_p{" B (v),
i=0 i=0
dla u = £, v = $=%. Najczeéciej wykorzystuje sig to w celu ,dzielenia krzywej na
kawalki”, ale wypadaloby udowodnié te wlasnosé algorytmu.
Formy biegunowe
Wezmy dowolny wielomian P € R[t],. Istnieje dokladnie jeden wielomian
p € R[t1,...,ta]1,...,1, taki ze

e przestawianie jego argumentéw nie zmienia wartosci,
o dla kazdego t € R zachodzi réwnoéé P(t) = p(t,...,t).
N e’
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Na przyklad, jedlin = 3
iP(t)=t3+3t2+5.+2, to
p(ty,t2,t3) = titata + 8123 + t1t3 +
+tatz + §(t1 +ta +t3) + 2.

Ogolnie, wielomianowi P(t) = "p_, axt*, odpowiada

LONRRAED SE. I DR
k=0 \k/ 1<) < <jegn
Wielomian P nazywa si¢ forma diagonalna, a wielomian p forma biegunowa.
Powigzanie form diagonalnych z biegunowymi nosi nazwe zasady polaryzaciji.
KrzyweJ parametrycznej P € R[t]2, ktéra jest w1elom1anowym odwzorowaniem
R — R%, przyporzadkowujemy funkC]Q p € Rlty,... n]l,___'l, ktéra jest
odwzorowaniem R™ — R®. Funkcja ta jest aﬁmczna, ze wzgledu na kazdy
argument i symetryczna, a ponadto P(t) = p(t,...,t) dla kazdego ¢.

St

Przyporzadkowanie to jest izomorfizmem, bo

dimR[t]2 = dimR[ty, ..., t.)¢ | = (n+1)d.

Od tej pory zbiér R argumentéw krzywej bedziemy traktowaé jak przestrzen
afiniczng (i na wszelki wypadek oznaczymy go litera L). Podkresleniu tego stuzy
oznaczenie ¢ = [ ] Przestrzen R?, w ktérej sg zawarte zbiory wartosci funkcji P
i p, tez uznamy za afiniczna i oznaczymy ja symbolem Q.

Spéjrzmy ponownie na algorytm de Casteljau: przypuscmy, ze znamy wartosci

formy blegunowe_] krzywej P w punktach (0,0,...,0), (1,0,...,0), ...,
(1,1,...,1). Wtedy mozemy postapié tak, jak na rysunku 2
p(1,0) p(1,1,0)

= p(1,0,%)
p(1,0,0) _

o

=2
il
ol
ol

p(0,0,0) °

t 1

ol

Rys. 2: Algorytm de Casteljau i formy biegunowe.

Whiosek 1: Kazdy punkt kontrolny jest wartoscig formy biegunowej krzywe;:
pi=p(1,...,1,0,...,0). Gdyby bylo inaczej, to albo wymiary przestrzeni

i n—i
krzywych i form bylyby rézne, albo algorytm de Casteljau byiby na ogét
niewykonalny, a poza tym niejednoznaczny.

Whiosek 2: Podzial krzywej, tj. wyznaczenie jej ,lokalnych” reprezentacji
zwigzanych z odcinkami [0, i [{, 1] za pomoca algorytmu de Casteljau, jest
oczywisty.

Krzywe B-sklejane

Forme biegunows mozemy reprezentowaé za pomoca wartoéci do = p(@y, ..., %n),
dl =p(ﬁ2:~ iE 1ﬁn+1)a L] d‘n = P(ﬁn+11- vl ,ﬁ2n)-

Warunek konieczny poprawnosci takiej reprezentacji to @; # Uy dlak—i > n
(praktyczny warunek dostateczny to u; < -+ € Un < Unt1 € -+ - € Ugyp).

Odpowiednio uogélniony algorytm de Casteljau, ktéry oblicza wartoéé formy
biegunowej na podstawie punktéw dy, ..., d,, nosi nazwe algorytmu

de Boora. Stosujac go mozemy obliczyé P(%) = p(%,...,%) albo, jeszcze bardziej
go uogdlniajac, warto$é formy biegunowej w dowolnym punkcie. Zmieniajac
kolejnosé argumentéw iy, ...,%, dostaniemy inne wyniki posrednie, ale zawsze
ten sam wynik koficowy.

Krzywq B-sklejang okresla si¢ wybierajac ciag wezléw y,...,Gn_1 € L
(1 € --- < uy-1) oraz cigg punktéw kontrolnych dy,...,dy_n_1 € Q.
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Elementarny dowéd twierdzenia

o ciggloéci funkcji sk]ejanych:
wprowadzamy nowe zmienne, s =t — u,
EN _tl—u,...,sn-f... - u. Krzywq
P(t) i jej formg biegunowsg p(f1,...,tn)
mozemy opisaé¢ wzorami

PO=Y" axst,
p(t1, - satn) =

DI 3> o5
= k=0 : 1<J'l<"'<jk<" P Il SRR T

Punkt P(@) i pochodne krzywej P
w punkcie u maja wartosci

d*
= k!
3* —P(u) = klex

dla k = 0 ,n. Podstawiajac
tmtl = = t“ =u, tj
Sm41 = = 3 = 0, otrzymujemy
p‘(E], C Erﬂ) =
-P(tl’ cor b, W, L, T) =

i izl<.‘l1< <.u;<"l 7

poniewaz wszystkie pozostale skladniki sa

réwne 0.
Przypusémy, ze mamy dwie krzywe, P
i Py i ich formy biegunowe p; i pz,

reprezentowane w podany wyzej sposob za

pomocg wspélczynnikéw odpowiednio
@1,0y++:3,8]1,n OTAZ G20, :::,82 -
Funkc_]e otrzymane przez podst.aw:eme
Tyl =" tn=udoformp1 i pa
oznaczymy symbolami p] i p3. Teraz
mozemy napisaé cztery zdania, z ktérych
kazde kolejne dwa sa réwnowazne

w sposéb oczywisty:

1. Réwnania (1) sg spelnione.
22a1p=ag;,dlak=0,...,m.

3. Funkcje p] i p; sa identyczne.

4. Réwnanie (2) jest spelnione dla
dowolnych punktéw f1,...,tm € L. O

Rys. 3: Algorytm de Boora.

Dziedzing krzywej jest przedzial [@,,Ty_»). Na odcinku [Ty, Tkr1) jest to
krzywa wielomianowa Py, ktérej forma biegunowa przyjmuje wartosci

di—n = Pr(Tk—n+1,- -, Tk), - -, Bk = Pr(Tet1,- - s Vktn)-

Krzywa moze skiadaé si¢ z dowolnie wielu lukéw wielomianowych, ale zawsze
luki Py oraz P, maja wspélne max(0,n + 1 — |l — k|} punktéw kontrolnych. Jesli
Up < Ugppl = -+ = Ukyr < Ugprp1 Oraz { = k4 7, to luki Py i P, opisuja krzywa
na sasiednich przedzialach. W otoczeniu wezla Ty o krotnosci r krzywa ma ciagle
pochodne do rzedu n — r. Mozna to udowodnié na podstawie nastepujacego
twierdzenia:

Twierdzenie: Dwie krzywe wielomianowe stopnia co najwyzej n,
Py i P: L — @, dla ustalonego @ € L spelniaja réwnosci
k k

. d
d?Pl(t)|t=u= dt’“P2( )'t=u: k=0,....,m~<\n, (1)
wtedy i tylko wtedy gdy ich formy biegunowe, p; i po, speiniaja réwnanie
Pl os o Bia Banni B} =0alts o w5l o5 5T) (2)
W—’ Nt
n-—m n—m
dla dowolnych punktéw #;,...,¢n € L.

bil

Powyzsze twierdzenie mozna ,obejrzeé” na wykresie dlan =2, d =1 (rys. 4).
Odkrylem zadziwiajaco prosty dowéd tego twierdzenia [3] i margines obok jest
doéé szeroki by go pomieécié. Jednak dalej przeprowadzimy inny dowéd. Zbozny
cel, jakim jest poznanie tensoréw, uswigca tak nieszkodliwe §rodki.
Tensory symetryczne
W réwnaniu

—— |
nieistotne jest konkretne przeksztalcenie p; cheieliby$my przyporzadkowaé
argumentom tego przeksztalcenia obiekty takie, aby bylo m.in.

S SN T (e
(8.) (112=3) = '2"(01213)4' 5(2:2:3)
- W zbiorze tych obiektéw musi byé takze
(b) (12,8)= (2,1:3) =(3:2,T)= ttd
natomiast nie moga zachodzié¢ réwnosci w rodzaju

S _ i _. j S
(c) (1,1,1) = 1 0)+ 5(2, 2,2).

Dlatego nie interesuje nas sama przestrzeﬁ L™ (tu: L?), w ktérej wprawdzie
zachodza relacje typu (a), ale nie zachodzi (b), natomiast zachodzi (c).

Odpowiednia przestrzefi, ktéra spelnia naszkicowane warunki, to n-ta
symetryczna potega tensorowa przestrzeni L, tj. pewna przestrzen afiniczna
(O"L oraz przeksztalcenie ¢: L™ — (D" L, takie ze dla dowolnej przestrzeni
afinicznej @ kazde symetryczne przeksztalcenie n-afiniczne p: L™ — @ mozna
przedstawié w postaci p = p® o ¢, gdzie przeksztalcenie p®: Q"L — Q jest
afiniczne i jednoznacznie okreslone.
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Rys. 4: Wykresy form biegunowych funkcji sklejanej drugiego stopnia.

Element ¢(%y,...,%,) przestrzeni )™ L oznaczymy symbolem §, ®--- © %, -
to jest tensor symetryczny, albo iloczyn tensorowy (na poziomie
elementéw) punktéw ;,...,%, € L.
Dowéd, ze wspomniane obiekty istnieja, mozna przeprowadzi¢ wskazujac
i badajgc konkretny model. Najprostszym modelem takich tensoréw
symetrycznych sa wielomiany jednej zmiennej stopnia n; bierzemy

WO Oth=(Z-t1)...-(Z —t,).
Latwo jest przekonac sig, ze tworza one przestrzen afiniczng, w ktorej dla.
a,b,e€ L, @ # b mamy
b—c
b—a
a ponadto dla dowolnej permutacji o jest
(b) zIG)"'CDE‘JW=fo'(1)®"'6)fr.r(ﬂ))
oraz dla a + b =1 na ogél nie zachodzi réwnosé
() at1®- - 0t)+b(E 0 -0, = (aty +b31) © -+ © (al, + b3,,).

(a) toho---Of,=

(@050 0k) + (0% 0 0l),

Wielomian, ktéry ma n rzeczywistych miejsc zerowych, modeluje tzw. tensor
prosty, ktéremu odpowiada pewien uklad n punktéw. Nie kazdy wielomian
spelnia ten warunek, a zatem nie kazdy tensor jest prosty. Wymiar tej
przestrzeni afinicznej (a takze kazdej innej, ktéra jest modelem przestrzeni )" L)
jest réwny n.

Twierdzenie: Dla kazdej formy biegunowej p: L™ — Q istnieje jednoznacznie
okreslone przeksztalcenie afiniczne p®: Q"L — Q, takie ze p = p° o . Zlozenie
dowolnego przeksztalcenia afinicznego p® z ¢ jest forma biegunows.

Dowéd (dla modelu wielomianowego): Druga teza jest oczywista —
przeksztalcenie p® o ¢ jest symetryczne, a ustalajac wszystkie argumenty
z wyjatkiem jednego dostajemy przeksztalcenie afiniczne.
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Dla dowodu pierwszej tezy mozemy wziaé punkty
(©,0,...,0),(1,0,...,0),(1,1,...,I) € L™. Odpowiadajg im wielomiany
Z™,ZrYZ -1),...,(Z — 1)", ktére stanowia baze afiniczng naszego modelu
przestrzeni O™ L.
Dla ustalonej formy biegunowej p przyjmujemy
p®(Z%(Z -1)"*) =p(3,...,1,0,...,0). Istnieje doktadnie jedno

n—k k
przeksztalcenie afiniczne p@: ("L — Q, ktére spelnia te warunki. Wartosé
p®(I1s_1(Z — t&)) mozemy obliczy¢ za pomoca algorytmu de Casteljau, ktéry
daje jednoznaczny wynik, réwny p(t1,...,tn). O

Formy tensorowe

Przeksztalcenie p®: ()" L — Q, takie ze forma biegunowa p jest zlozeniem ¢
i p@, nazywa sie forma tensorowa. Na marginesie jest przyklad, jak moze to
wygladaé w naszym modelu.

Badanie krzywych wielomianowych (form diagonalnych) moze wiec byé
zastapione badaniem ich form tensorowych — zysk polega na tym, ze forma
diagonalna jest na ogél przeksztalceniem nieliniowym, a forma tensorowa jest
przeksztalceniem afinicznym. Co prawda, ma ona bardziej skomplikowang

Formie diagonalnej (wielomianowi) dziedzine.
trzeciego stopnia ., . , . e . s i
S el Aby postapié dalej, trzeba dokonaé homogenizacji, tj. przej$¢ od przestrzeni
P t - t? +3t° 4+ 2 a,f' i S g . . . .y
1 1 lnlCZI’lZCh do liniowych, zwiekszajac jeszcze wymiary. Dotad rozpatrywalidémy
odpowiada forma biegunowa punkty Z = [] € L. Teraz dopuszczamy wektory o postaci [ ;] dla dowolnego
([:1 ] [t2 ] [ts ]) _ w € R. Dzieki temu mamy mozliwoé¢ reprezentowania m.in. wektoréw
PLrp Ll lry)”™ swobodnych przestrzeni L: 53—t = []] — [{] = [*5’]. Homogenizacja jest

_ [mg:s +tytg + tatz +t1t3 + 2] konieczna dlatego, ze pochodne krzywej parametrycznej w przestrzeni afinicznej
= 1

Q sg wektorami swobodnymi, a ich dotyczy twierdzenie, ktére chcemy udowodnié.
i forma tensorowa p®, ktéra

w przedstawionym modelu Przestrzen jednorodng przestrzeni L oznaczymy symbolem L. i podobnie
wielomianowym jest taka: poniewaZ przestrzeh afiniczna Q rozszerzymy do Q.. Modelem przestrzeni (O™ L, jest
(@R e =g (e="a)= przestrzen jednorodnych wielomianéw dwdch zmiennych, np.

=-tigtg+(hita+tatstit)Z— () 74 X). ... (wnZ — tnX). Wymiar wszystkich przestrzeni form
wiec (1 +ta +12)27 + 27, wafinicznych” jest réwny (n + 1)d, za$ jednorodnych (n +1)d + 1.

¢ 2O (a + bZ +c2? + 2%) = Zauwazmy, ze waga tensora t; @ -+ @ t, (W modelu wielomianowym

a4 b42 wspélczynnik przy Z™) jest iloczynem wag (wspéirzednych ,w”) wektoréw
= [ 1 ] : t1,...,In. Kazda jednorodna forma tensorowa p@ odpowiadajaca ,afinicznej”

formie diagonalnej zachowuje t¢ wspdlrzedna.

Przejécie do form jednorodnych przesledzimy na przykladzie. Formie diagonalnej
P z przykltadu na marginesie odpowiada jednorodna forma diagonalna

P([u‘J ]) - [t3+3tl‘§+2w3]_

Formie biegunowej P odpowiada jednorodna forma biegunowa

t1 t2 t3 _ [ tatats + t1tows + tywats + witats + 2wrwows
L wy || we || wa - wi woawsa )

Wreszcie, mozemy obliczyé

(w12 —t1 X)(w2Z —t2 X)(wzZ — t3X) =
= —ti1tata X3 + (t1t2ws + tatawn + titawe) X2 Z — (tLwows + tawaw) + tiwaw) X 22 +
+ wl‘w;wazs =aX3 + bX2Z + cX 22 + dz3.

Na tej podstawie formie tensorowej ;60 odpowiada jednorodna forma
tensorowa, p?, ktéra jest przeksztalceniem liniowym przestrzeni OHL* — Qu:

w
w naszym modelu iloezynu tensorowego pP(aX® +bX2Z +eXZ? +dZ%) = [
czynnik (wZ - tX), a zatem wektorowi §
odpow;gada czynnik —X. Stad tensor
- - i » 3 * . ra 3 X -

ey =4* OT™ " jest w iym modely Dowéd twierdzenia o ciggloscei funkcji sklejanych
reprez:(nzr’;owan)}é )przef. wielomian
(-X) - uX)mk, s e w ¥ . , o . p— -
ey e T L Aby. udowodnié podz?.ne. wczesniej Fw1e1jdz'eme, k.tore wigze kla_sg c14g'1_osc1 funkc;ji
Drzez ek, €41, - - »em jest wiec zbiorem  sklejanych z formami biegunowymi, zajmiemy sig pochodnymi funkceji
wielomianéw podzielnych przez X E P (— o

t)=p,(")

Wektorowi [ ¢ ] € L. odpowiada

—a+b+2d
d ;
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W naszym modelu wielomianowym
tensory 0",0" 1 071,...,T™ sa
reprezentowane przez wielomiany
zZm,Zz™Z - X),...,(Z-XxX)™.
Dowodzimy, e réwnoéci (1) i (2) sg
spelruone wtedy, gdy formy tensorowe p 1

i p® .o 58 identyczne w zbiorze wszystkich
tensoréw reprezentowanych przez
wielomiany stopnia n podzielne przez
(Z —uX)™— ™.

(teraz napis ¥ jest skrétem ¥ ® - - - © ). Poniewaz przeksztalcenie p@ jest

n
liniowe, wiec

§P@) = §0@) =p2(§7") =p2(nF"' §7) =np26 07",
gdzie § = §£ = [}]. Przez indukcje, dla k =0, ...,n mamy
d!c 2 nl

Mamy dowiesé, ze dla ustalonego @ oraz m < n réwnania (1) sa spelnione wtedy
i tylko wtedy gdy réwnanie (2) jest spelnione przez wszystkie punkty

ot o).

ti,...,tm € L. W tym celu przedstawimy (1) w postaci tensorowej:
(©) Po(e0T ™) =pf(e0T ™),
dlae=¢e, =60 * k=0,...,m (czynnik (ﬂ+'k), po obu stronach

upraszcza. sie).

Z drugiej strony, warunek (2) w postaci tensorowej ma postaé réwnania (©),
ktére musi byé spetnione dla kazdego tensora e =%; @ -+ - @ t, tJ dla kazdego
iloczynu tensorowego m punktéw w przestrzeni L.

Zbiér tensoréw e € (O™ L, spelniajacych réwnanie (®) jest pewna
podprzestrzenig liniowag S C (O™ L.. Tensory ey, ..., e, stanowiag baze
przestrzeni (O™ L., a wigc (1) zachodzi wtedy gdy S = (O™ L.. Ale przestrzeh
(O™L, ma tez inne bazy, w tym baze zlozong z tensoréw prostych bedacych
iloczynami punktéw prostej L: {Wn,ﬁm_'l (= Oy W

Zakonczenie

Przedstawione w tym referacie spojrzenie na tensory dotyczy tylko jednego

z wielu zwigzanych z nimi zagadniefi; w ogéle nie zajmowaliémy sie np.
przeksztalceniami przestrzeni sprzezonych ani skutkami przedstawiania
przeksztalcen wieloliniowych w réznych bazach. Niemniej, poruszony aspekt jest
najbardziej podstawowym elementem definicji tensoréw. T'wierdzenie o cigglosci
funkcji sklejanych stalo sie¢ dla nas w ten sposéb okazja do przyjrzenia si¢ temu
pojeciu, zrozumienia go, a takze, w razie potrzeby, wytlumaczenia innym.

Na koniec sprébuje wyjasnié, dlaczego tytul referatu jest po angielsku.
Blossoming to po polsku rozkwitanie. Stowo to (wprowadzone do terminologii
przez L. Ramshawa) wiazZe si¢ z ujawnieniem wewnetrznej struktury ukrytej

w wielomianie jednej zmiennej i nie bardzo daje sig¢ spolszczyé, jesli jednoczesnie
trzeba przelozyé slowo blossomn, uzywane na okreélenie formy biegunowej
(.kwiatek”?). Poza tym w dramacie Hamlet, prince of Denmark znajduje sig¢ taki
oto fragment:

Thus was I, sleeping, by a brother’s hand,
Of life, of crown, of queen, at once despatch’d:
Cut off even in the blossoms of my sin ...

Nie wiem, czy William Shakespeare piszac te stowa przewidzial zwiazki form
biegunowych z krzywymi sklejanymi (a w szczegdlnosci z tzw. obcinaniem
naroznikéw, ang. cutting corners, bardzo wazng procedura, o ktérej tu nie bylo
mowy z braku miejsca), ale wykluczyé tego nie moge. W kazdym razie
usprawiedliwi¢ domoroslego tlumaczenia Szekspira nie bylbym w stanie.
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