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Wielosciany z jednej strony naleza do najprostszych
obiektéw, z drugiej jednak stanowig wdzieczny obiekt
badan i mogg by¢ kopalnig wielu ciekawych problemoéw,
ktérych rozwigzanie mozna takse przewidywaé
wykorzystujac komputer.

Bardzo efektownym zagadnieniem jest problem
przekrojéw wieloscianéw, a takze problem czesci
wspolnych kompozycji wieloéciennych.

Istnieje wiele programéw graficznych pozwalajacych na
konstruowanie prostych przekrojéw. Za ich pomoca
mozna przewidywaé koficowy rezultat, szczegélnie

gdy przecina sig kilka obiektéw, a intuicja w takich
sytuacjach najczeéciej zawodzi.

Zacznijmy od prostego i znanego przykladu. W szescian
mozna wpisa¢ czworodcian foremny w ten sposéb, zeby
Jego krawedzie byly przekatnymi $cian szescianu

Mozna tak postapi¢ na dwa sposoby, czyli w szescianie
mozna umiesci¢é dwa czworosciany foremne. Kazdy

z wierzcholkéw szescianu jest réwniez wierzchotkiem
Jjednego z czworoscianéw. Otrzymany uklad
czworo$cianéw nazywany jest gwiazdg o$mioramienng
(stella octangula).
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Jak wyglada czes¢ wspélna obu czworosciandw?
Nietrudno sprawdzamy, ze bedzie to oémioscian

foremny.

. Zauwazmy, ze stella octangula ma $rodek symetrii,

ktéry jest umieszczony na odpowiednich wysokodciach

_ czworodcianéw w jednej trzeciej liczac od podstawy.

Nasuwa si¢ pomysl zadania:

Wybierzmy na wysokosci w czworoécianie foremnym jej
g$rodek, odbijmy czworoécian érodkowo symetrycznie
wzgledem tego punktu. Jak wyglada czesé wspélna
wyjsciowego czworoécianu i jego obrazu w opisanej
symetrii srodkowej?

Analizujac wlasnoéci symetrii srodkowej nietrudno
odgadniemy rozwiazanie.




A co bedzie, gdy érodek symetrii wybierzemy tak,
by dzielil wysoko$é w stosunku 2 : 114 : 1 liczac od
wierzcholka? Jest to juz pewien problem dla naszej
intuicji.

Stella octangula jest najprostszym przypadkiem
kompozycji wieloéciennej zbudowanej z wieloscianoéw
foremnych. Zeby ograniczyé liczbe takich kompozycji
zazwyczaj zaklada sig, ze skladajg si¢ one

z wielodcianéw foremnych jednakowego typu oraz
wierzchotki kompozycji sa wierzchotkami pewnego
wieloécianu foremnego, wzglednie $ciany skladowych sa
przedtuzeniami $cian réwniez wielocianu foremnego.
Dla naszych potrzeb nazwijmy te kompozycje
foremnymi.

Gwiazda oémioramienna oczywiscie spelnia oba te
warunki — jej wierzcholki sg wierzchotkami szescianu,
a éciany wyznaczone sg przez oSmioscian foremny
bedacy czgécia wspdlna czworodcianow.

Bardziej niezwykla kompozycja jest uklad

pieciu szescianéw odpowiednio umieszczonych

w dwunastoscianie foremnym. Krawedzie kazdego

z szeScianéw sg przekatnymi écian dwunastoscianu.

W kazdym wierzchotku dwunastoscianu schodzg sig dwa
szeéciany, gdyz w kazdym wierzchotku pigciokagta mamy
dwie przekatne.

12

Jak wyglada cze$é wspélna tych pieciu szescianoéw?
Niewatpliwie bedzie to figura wypukla i, poniewaz pig¢é
szeScianéw ma. trzydzieéei §cian, to poszukiwany obiekt
powinien mieé réwniez trzydziesci Scian. Wszystkie
sciany bedg przystajace ze wzgledu na symetrig
kompozycji. Odrobiny wysitku wymaga stwierdzenie,
iz bedg to romby.

Dostajemy w ten sposéb trzydziestoécian rombowy.

Wiemy, ze z kazdym z szeScianéw mozemy zwigzacé
oémioscian foremny (jak przy konstrukeji gwiazdy
oémioramiennej). Tak wigc kompozycja pigciu
sze$cianéw generuje kompozycje pigciu oSmioScianéw.




Co jest ich czescia wspdlng? Czyzby jakis
czterdziestoécian? Jednak nie! Przeciecie pieciu
o$mioécianéw daje dwudziestoscian foremny; jedna
Sciana dwudziestoscianu jest wspélna dla dwéch écian
dwdch oSmiosciandw.

Wierzchotki kompozycji o$mioécianéw wyznaczaja
dwudziesto-dwunastoécian — jeden z wieloécianéw
archimedesowych.

A gdyby tak w pieciu szescianach umieécié pie¢ gwiazd

o$mioramiennych? Jest to kompozycja dziesieciu
czworoscianéw i cho¢ figura jest skomplikowana
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bez trudu zauwazamy, ze jej wierzchotki sg
wierzchotkami dwunasto$cianu foremnego, a czesé
wspdlna jest dwudziestoscianem foremnym.

Podobnie bedzie, gdy z kazdej z pieciu gwiazd usuniemy
po jednym czworoécianie. Mamy wtedy kompozycje
pigciu czworosciandéw. Ciekawe, ze sg dwie lustrzane
wersje takich kompozycji.

Dowodzi sig, ze wiecej kompozycji foremnych nie ma.

Przyjrzyjmy sig teraz troche innemu problemowi.
W szedcianie wybierzmy jeden z wierzcholkéw

i na krawedziach schodzacych sie w wierzchotku
przeciwleglym wybierzmy érodki.

Cztery tak wyréznione punkty sa wierzchotkami
czworoécianu, juz nieforemnego. Wykonajmy te
konstrukeje w kazdym wierzcholku szescianu.
Dostaniemy uklad oémiu jednakowych czworoscianéw.
Jak wyglada ich czeéé wspélna? Tu intuicja jest juz
bezradna. Nawet analiza poszczegélnych etapéw nie
sugeruje wyniku koficowego.

Przecigcie dwdch przeciwleglych czworoscianéw jest
o$mioécianem o $cianach tréjkatnych i pieciokatnych.



Z tej konstrukeji wynika jednak, ze poszukiwany obiekt
nie bedzie mial 32 écian, lecz 24, i wszystkie beda
przystajace. Graficzna analiza przekrojéw prowadzi do
dwudziestoczteroécianu, ktérego cianami sg deltoidy.

14

Jest to jeden z wieloScianéw dualnych do wieloécianéw
archimedesowych nazywanych tez wieloScianami

Catalana. Charakteryzuja si¢ one tym, ze maja
wszystkie ciany przystajace niekoniecznie foremne.
Powstaja przez lgczenie srodkéw sasiednich Scian
wieloécianéw archimedesowych. Mozna je tez otrzymad
prowadzac odpowiednie proste prostopadle przez srodki
krawedzi wielo$cianéw archimedesowych.

Otrzymany w wyniku graficznej analizy wieloscian jest
nazywany czasem w literaturze (Cundy, Rollet, Modele
matematyczne, PWN, 1967) dwudziesto-czworoscianem
trapezowym. Jest to wieloScian dualny do
szescio-odmioscianu rombowego.




Podobne konstrukcje mozemy wykonaé dla innych
wieloscianéw foremnych. Przez analogie do kompozycji
foremnych nazwijmy je kompozycjami regularnymi.

Dla o$mioscianu foremnego kompozycja regularna
sklada si¢ z szedciu ostrostupéw o podstawie
kwadratowej. Pytanie o cze$é wspdlna skladnikéw
tej kompozycji tez nie jest takie banalne. Mamy
Jjuz pewne doswiadczenie i mozemy si¢ spodziewaéd
wielodcianu o écianach jednakowych. Jest to znéw
dwudziestoczteroscian, tym razem o Scianach
tréjkatnych.

Jak poprzednio, powstaly obiekt nalezy do rodziny
wieloscianéw Catalana. i jest wielocianem dualnym do
szedcianu Scietego.

W literaturze mozna spotkaé nazwe o$mioscian
potréjny; na scianach o$mioscianu foremnego
umieszczono splaszczone ostrostupy.
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Mamy zatem hipoteze:

cze$¢ wspélna skladowych kompozycji regularnej jest
wieloécianem Catalana.

Do zbadania zostaly praktycznie jeszcze dwa
przypadki: kompozycja zwigzana z dwunastoscianem
i dwudziestoicianem foremnym. W pierwszym
przypadku mamy kompozycje dwudziestu
czworodcianéw, w drugim dwunastu ostrostupow
pieciokatnych. '
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Analiza graficzna przekrojéw pokazuje, ze powstaja
odpowiednio: sze$édziesigcioscian o $cianach
deltoidalnych, dualny do dwudziesto-dwunastoscianu
rombowego malego (szesédziestoscian trapezowy),

oraz dwudziesto$cian potréjny, dualny do
dwunastoscianu $cietego (dwudziestoécian potréjny).

Podobne problemy mozemy postawié¢ dla kompozycji
w wieloscianach archimedesowych, wielodcianach
Catalana, czy tez dla innych rodzin wieloéciandw.
Mozna je rozwigzywaé¢ metodami tradycyjnymi, jednak
analiza graficzna pozwala na szybkie postawienie
hipotezy, ktorej weryfikacja staje si¢ juz praktycznie
tylko formalnoécig.
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