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1. Wprowadzenie

Logika matematyczna dostarcza skutecznych narzedzi do modelowania

i automatyzacji proceséw wnioskowari. Znalazla ona zastosowania w wielu
nowoczesnych dziedzinach. Do dziedzin takich nalezy sztuczna inteligencja
(obejmujaca np. robotyke, systemy uczace sie, ukladanie harmonograméw zadan,
planowanie) czy tez gwaltownie rozwijajaca sie obecnie nowa dziedzina
odkrywania wiedzy z danych.

Jedng z najprostszych logik jest logika rachunku zdan oparta na funkcjach
boolowskich. Nazwisko George Boole’a (ktéry zy! i dziatal w XIX-tym wieku)
najczeSciej kojarzy sie nam z algebra Boole’a i jej udzialem w rozwoju
komputeréw. Rzadko jednak pamietamy, ze G. Boole zaproponowal réwniez
zastosowanie pewnej metodologii rozwiazywania probleméw w oparciu

o wnioskowania symboliczne, do ktérych jestesmy teraz tak przywiazani.
Schemat postepowania, jaki George Boole zaproponowal w swojej pracy
nazywamy wnioskowaniem boolowskim. Przedstawia go diagram na rysunku 1.
Na schemacie tym kodowanie ma na celu wyznaczenie specyfikacji problemu
w postaci funkcji boolowskiej. Ta specyfikacja jest przeksztalcana do nowej
postaci, z ktérej w wyniku dekodowania bezposrednio mozna uzyskaé
rozwigzanie lub rozwiazania problemu. ‘

Wielkg zaleta zaproponowanego przez Boole’a podejscia jest latwosé jego
implementacji komputerowej oraz szeroki zakres jego stosowalnosci do
rozwigzywania zlozonych probleméw w réznych dziedzinach zastosowan. Obecnie
istnieje wiele efektywnych algorytméw automatycznego przeksztalcenia funkcji
boolowskich (czy tez formul rachunku zdas, opartego na funkcjach boolowskich).
Formutly te, reprezentujace rozwigzywane problemy, sa przeksztalcane w celu
wyznaczenia rozwiazan tych probleméw.

W tym miejscu warto doda¢, ze odkryto wiele nowych, w tym réwniez
snieklasycznych”, logik starajac sie rozszerzyé mozliwoéci wyrazania w zwartej
formie bardziej zlozonych wlasnosci. Skonstruowane logiki maja niejednokrotnie
znacznie szersze, w poréwnaniu z rachunkiem zdan, mozliwosci wyrazania,

w bardziej zwartej postaci, zlozonych wlasnosci r6znych obiektéw ze
(skoriczonego) uniwersum. Cena, jaka przychodzi za to placié, jest jednak zbyt
wysoka, aby mogly one znaleié¢ zastosowanie praktyczne, przynajmniej przy
obecnej technologii. To ograniczenie stosowalnosci wiaze sig ze zlozonoscig
obliczeniowg (np. wymaganym czasem obliczeri dla wyznaczenia rozwigzania)
podstawowych probleméw dotyczacych tych logik. Z kolei mozliwoéé rozwigzania
tych podstawowych probleméw decyduje o stosowalnosci odkrytych logik

w praktyce. W przypadku rachunku zdan udalo si¢ dla wielu probleméw pokonaé
tg, jakkolwiek réwniez wysoka, bariere zlozonosciowa. Stalo sie to mozliwe dzieki
opracowaniu efektywnych heurystyk umozliwiajacych skuteczne wyznaczanie
(wprawdzie na ogo6l nie optymalnych, lecz o zadowalajacej jakosci) rozwiazan ze
specyfikacji problemu, reprezentowanej przez formuty o nieraz bardzo duzym
rozmiarze.

W artykule tym ograniczamy sie do jednego typu przeksztalcen, ktére nazywa sie
sprowadzaniem do postaci DNF, oraz do przykladu zastosowania schematu
wnioskowania boolowskiego do rozwigzywania problemu dyskretyzacji cech

o wartosciach rzeczywistych obiektéw, reprezentowanych w tablicach danych.

2. Funkcje boolowskie

Funkcje postaci f : B* — B, gdzie B = {0,1}, nazywamy (n-argumentowymi)
funkcjami boolowskimi.

Kazda funkcje boolowska mozna przedstawié za pomoca zmiennych i operatoréw
logicznych takich jak v, A, - (czyli formuly rachunku zdan). Istnieje wiele
zapisoéw tej samej funkcji boolowskiej. Wyrézniamy wsréd nich dwie postacie
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zwane postaciami normalnymi. Formutla jest w normalnej postaci koniunkcyjnej
(lub CNF, z angielskiego Conjunctive Normal Form), jesli jest ona koniunkcja
czynnikéw bedacych alternatywami zmiennych lub negacji zmiennych. Formula
jest w normalnej postaci dysjunkcyjnej (lub DNF, z angielskiego Dejunctive
Normal Form), jesli jest ona alternatywa sktadnikéw bedacych koniunkcjami
zmiennych lub negacji zmiennych. Np. formuly

&1 = (z1 V ~22) A (Pz V 22), $2 = (z1 A ~xz2) V (-x1 A T9)
przedstawiaja te sama dwuargumentowsa funkcje boolowska
f(zl,xg) =1I XOR Ta.
Zapis ¢; jest w postaci CNF, natomiast ¢ jest w postaci DNF.

Niech x = (z1,...,Z5) i ¥ = (21, --., Tn) beda elementami zbioru B". Méwimy, ze
X €y, jesli dla kazdego i = 1, ...,n mamy z; < y;. Relacja < jest czesciowym
porzadkiem w zbiorze B™. Funkcje boolowska f : B* — B nazywamy
monotoniczng, jesli dla kazdych x,y € B", x « y implikuje f(x) < f(y).
Funkcja boolowska jest monotoniczna wtedy i tylko wtedy, gdy mozna ja zapisaé
uzywajac formul rachunku zdan bez uzycia negacji. W tej pracy bedziemy
rozpatrywali wylacznie monotoniczne funkcje boolowskie.

Jednomian f' = z;, A xi,... A z;, nazywamy implikantem pierwszym funkcji
monotonicznej f, jesli :

s jest implikantem, tzn. f'(x) < f(x) dla kazdego wektora x

e kazdy jednomian wiekszy od f’ nie jest implikantem.
W tej pracy, dla uproszczenia, bedziemy omijali symbol A w formutach.
Woéwezas jednomian mozna zapisaé jako f' = z;, z4,...24, .

I tak np. funkcja
f(z1,22,23) = (21 V 32) (22 V 23)
ma 2 implikanty pierwsze: f; =z i fo = z173.

Mozna pokazaé, ze dowolng funkcje boolowsks mozna zapisaé w postaci DNF,
ktéra jest alternatywa wszystkich swoich imlikantéw pierwszych [1]. Oznacza to,
ze mozna szukaé implikantéw pierwszych poprzez sprowadzanie funkcji do
postaci DNF.

Schemat wnioskowania boolowskiego przedstawiony na rysunku 1 przyjmuje
szczegblng postad, jesli nalozy sie wymaganie, aby dekodowana funkcja byta
suma implikantéw pierwszych funkcji otrzymanej w wyniku kodowania (por.
rys. 2). Ta postaé¢ schematu wnioskowania boolowskiego jest szczegélnie
przydatna przy rozwigzywaniu probleméw optymalizacyjnych.

3. Problem dyskretyzacji w odkrywaniu wiedzy z danych

Odkrywanie wiedzy w bazach danych (lub w skrécie KDD, z angielskiego:
Knowledge Discovery in Databases) jest stosunkowo mlodym,
interdyscyplinarnym kierunkiem badawczym, ktéry powstal z potrzeb analizy

i wyciagania wnioskéw z duzych zbioréw danych. KDD moze by¢ rozumiany jako
sekwencja zlozonych proceséw przetwarzania informacji, obejmujaca bazy
danych, transformacje danych, systemy dialogowe, uczenie maszynowe itp.
Kazidy z tych proceséw wykorzystuje ogromna wiedze z wielu dziedzin
naukowych np. statystyka, analiza harmoniczna, logika matematyczna, systemy
uczace sie, sieci neuronowe, algorytmy genetyczne. Typowy przebieg KDD
sklada sie z nastepujacych krokéw:

e zgromadzenie i udostepnienie danych: ten proces jest §cisle zwigzany
z problematyka baz danych;

e przeksztalcanie i transformacja danych;

e wykrywania regul, wzorcéw z danych;

e interpretacja i ilustracja wynikow;

Dyskretyzacja cech o wartosciach rzeczywistych wystepuje zaréwno w drugim,
jak i w trzecim kroku. Nizej opisujemy ten problem szczegélowo podajac
najpierw jego intuicyjny opis. W przestrzeni rzeczywistej skonczenie wymiarowej
zadana jest skonficzona liczba punktéw etykietowanych réznymi decyzjami,
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np. kolorami. Qprécz tego ustalona jest klasa powierzchni, np. hiperplaszezyzn
prostopadlych do osi wspélrzednych, hiperplaszczyzn w ogélnej postaci, czy tez
powierzchni drugiego stopnia. Zadanie polega na wyznaczeniu minimalnej liczby
powierzchni tak, by w obszarach ograniczonych przez te powierzchnie znajdowaly
sie punkty o tej samej decyzji (np. o tym samym kolorze).

Do gléwnych probleméw badanych w ramach KDD nalezg problemy
reprezentacji wiedzy i klasyfikacji obiektéw. Problemy te mozna przedstawié
nastepujgco: Rozpatrujemy uniwersum obiektéw U. Obiekty z U s przydzielone
do réznych kategorii zwanych klasami decyzyjnymi wedlug pewnej nieznanej nam
zasady. Okreslenie funkcji decyzyjnej (decyzja), ktoéra przyporzadkowuje
kazdemu obiektowi jego klase decyzyjna, jest gléwnym celem problemu
klasyfikacji. Jedng z metod szukania tej funkcji jest wnioskowanie indukcyjne
(wnioskowanie na podstawie skonczonego zbioru przyktadéw). Problem
klasyfikacji moze byé przedstawiony nastepujaco:

Dana jest funkcjo decyzyjna dec okreslona na skoriczonym podzbiorze
(prébka treningowa) U C U. ZnaleZé rozszerzenie funkcji decyzyjnej
na uniwersum U w postaci algorytmu decyzyjnego, ktéry majgc opis
jakiegos obiektu potrafi z duiq doktadnoscig twierdzié, do jakiej klasy
decyzyjnej ten obiekt nalezy.

Obiekty z uniwersum sg opisane za pomoca atrybutéw (lub cech), ktore tez sa
funkcjami okre$lonymi na obiektach. W problemie klasyfikacji zaktadamy, ze
obiekty sa identyfikowane przez ich opisy, czyli atrybuty sg znane dla calego
uniwersum.

Przykladem problemu klasyfikacji w realnym §wiecie jest prognozowanie: ,czy
jutro bedzie padatl $nieg?”’ lub przewidywanie ,czy postawienie hurtowni

w wybranym miejscu gwarantuje sukces finansowy?”. W pierwszym problemie
obiektami sa dni, atrybutami sa pomiary meteorologiczne, takie jak:
temperatura, ci$nienie, wiatr, zachmurzenie itd., a funkcja decyzyjna okresla, czy
nastepnego dnia bedzie padal $nieg. W drugim przyktadzie, obiektami mogg by¢
hurtownie, atrybutami sa cechy opisujace lokalizacje, a decyzja moze by¢ funkcja
okreslajaca wynik finansowy jako: ,dobry”, ,sredni” lub ,marny”.

Algorytm decyzyjny powinien by¢ przede wszystkim bardzo dokladny dla
obiektéw z probki treningowej, zarazem powinien on by¢ na tyle ogélny, by jego
odpowiedzi dla nowych, nieznanych obiektéw byly wiarygodne.

Problem klasyfikacji moze by¢ opisany za pomocg tablicy decyzyjnej. Tablicg
decyzyjna nazywamy strukture A = (U, AU {dec}) gdzie

o U nazywa sie zbiorem obiektdw
|U = {uy, ..;,un}|
e A jest zbiorem atrybutdw postaci

a; : U —V;

A || d
| = I 1%10 ;; | :C e dec jest specjalnym atrybutem zwanym decyzjg
1
w2 || 120 | 86 1 |dec: U — {1,...,d} |
23 ;(5] ?; } Przyklad tablicy decyzyjne] jest pokazany na rysunku 3.
4

I N Wprowadzamy kilka dodatkowych pojeé:

iz || 71 | 82 | .. 2 o Klasy decyzyjne: dec definiuje podzial U = DEC, U ...U DEC, gdzie
|DECk = {z € U : dec(z) = k}|

Zbiér DEC; nazywamy i-t3 klasg decyzyjng.

o Rozrdzinialnosé: Dane sa obiekty z,y € U oraz zbiér atrybutéw B C A.
Moéwimy, ze z,y sa rozrdznialne przez B wtw, gdy istnieje a € B taki, ze

a(z) # a(y) |
Tablice decyzyjna nazywamy sprzeczng, jesli istniejg obiekty

nierozroznialne przez A, ktore nalezg do réznych klas decyzyjnych. W tym
artykule ograniczamy sie jedynie do tablic niesprzecznych.

Rys. 3.




e Zbiér atrybutéw B C A nazywamy reduktem tablicy A wtw, gdy

— dla dowolnych obiektow z,y € U
Jesli dec(z) # dec(y) i z,y sg rozréznialne przez A,
to sa réwniez rozréznialne przez B (B zachowuje rozréinialnosé A)
— B jest niezredukowalny (tzn. zaden wlasciwy podzbiér B nie
zachowuje rozréinialnosci zbioru A)

Przyklad. Poniisza tablica to praykiad matej tablicy decyzyjnej opisujgcej
hurtownie posiadane przez pewng korporacje X. Wyniki finansowe 12 hurtowni (o
numerach od 1 do 12) sq znane. Korporacja X chce rozszerzyé swojg dziatalnosé
poprzez ulworzenie nowych hurtowni. Dostata ona oferte wynajmu dwdch
istniejgcych hurtowni (o numerach n, i ny). Korporacja X chce prognozowaé
wyniki finansowe tych nowych hurtowni na podstawie zgromadzonych
doswiadczeri.

Hurtownia | Jakos¢ | Jakos¢ Obok Centrum? | zysk/
obstugi | towaru | autostrady? strata
ID a1 a3z a3 a4 dec
1 dobra | dobra nie nie strata
2 dobra | dobra nie tak strata
3 bdb dobra nie nie zysk-
4 slaba super nie nie zysk
5 slaba niska tak nie zysk
6 staba niska tak tak strata
7 bdb niska tak tak zysk
8 dobra super nie nie strata
9 dobra niska tak nie zysk
10 slaba super tak nie zysk
11 dobra | super tak tak zysk
12 bdb super nie tak zysk
ny bdb dobra tak nie ?
g slaba super nie tak 7
Tab. 1

Zanim przystgpimy do analizy tych danych, mozemy sobie postawié pytania:

o czy tablica posiada jakis redukt, ktory nie zawiera wszystkich atrybutéw?
Odpowiedz na to pytanie jest pozytywna, gdyz takim reduktem jest zbidr
{a1,a2,a4}. To oznacza, ze nie potrzebujemy wszystkich atrybutéw do
analizy. Ale powstaje przy tym inne pytanie:

o czy istnieje redukt zawierajgcy 2 atrybuty? lub

o jak znaleié redukt zawierajgcy najmniejszq liczbe atrybutéw (minimalny
redukt)?

Ogolniej, chcemy znalezé rozwiazanie dla nastgpujacych probleméw zwigzanych
z reduktami:

e Czy istnieje redukt zawierajacy k atrybutow?
o Znalezé redukt o najmniejszej liczbie atrybutéw.

Redukty maja wiele zastosowari w analizie danych, szczegélnie w metodach
opartych o teorig zbioréw przyblizonych [11, §].

Istnieja rozmaite metody analizy tablic decyzyjnych, w tym réwniez za pomoca,
reduktéw, ale ze wzgledu na zlozonosé problemu wiekszos¢ z nich ogranicza sie
do przypadku, gdy atrybuty maja malo mozliwych wartosci. W przypadku
atrybutéw o wartosciach rzeczywistych, dane ulegajg procesowi dyskretyzacji
(lub kwantyzacji), w ktérym zbi6r wartosci kazdego atrybutu zostaje podzielony
na przedzialy odpowiadajace nowym wartosciom. Po takim zabiegu zbiory
wartosci atrybutéw staja sie mniej liczne.

Dyskretyzacja atrybutu o wartosciach rzeczywistych polega na znalezieniu zbioru
koricéw przedzialéw. zwanych cigciami. Cigciem nazywamy kazda pare (a, ¢),
gdzie a jest atrybutem, c za$ jest dowolng wartoscia rzeczywista. Na rysunku 4
przedstawiamy przyklad procesu dyskretyzacji.
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Rys. 5. Ilustracja niesprzecznego zbioru
cigé

Ala [b d AP [aP TP [ d
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us |1 0510 U9 1 0 0
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ug | 1.6 | 3 1 Ug 2 2 1
up | 1.3 |1 1 ur |1 1 1

Rys. 4. Przyklad dyskretyzacji atrybutéw o wartosciach rzeczywistych. Zbi6r cie¢ P definiuje nowa,
dyskretng tablicg decyzyjna

oY 1 Y Y k-1Y k_

a a L
la cf Co R Cr_q Ch Ta

Niestety, dyskretyzacji atrybutéw rzeczywistych nie mozna. przeprowadzacé

w dowolny sposéb, poniewaz zawsze towarzyszy jej utrata informacji w danej
tablicy decyzyjnej. Za duza utrata informacji powoduje czesto spadek jakosci
znalezionego pézniej algorytmu decyzyjnego. Wielu autoréw usitowalo rozwigzaé
to zagadnienie proponujac liczne metody oparte na roznych dziedzinach takich,
jak statystyka, teoria informacji, logika, rozpoznawanie wzorcow (pattern
recognition), uczenie maszyn (machine learning) (por. [2, 4]). Doswiadczenia
wykazuja jednak, ze zadna z tych metod nie jest absolutnie lepsza od
pozostalych za§ wybér najlepszej metody zalezy od natury danych. Niestety nie
s znane kryteria wyboru wtasciwej metody dla konkretnego rodzaju danych.

Dana jest niesprzeczna tablica decyzyjna A = (U, AU {dec})

o Méwimy, ze cigcie (a, c) rozréznia obiekty z,y, jesli albo a(z) < ¢ < a(y),
albo a(y) < ¢ < a(x).

* Zbior cig¢ P nazywamy niesprzecznym z A, jesli dla kazdej pary z,y € U,
takich ze d(z) # d(y), istnieje cigcie (a,c) € P rozrézniajace z i y.

e Niesprzeczny zbior cie¢ P nazywamy nieredukowalnym, jesli kazdy
wlasciwy podzbior zbioru P jest sprzeczny.

® Zbiér cig¢ P,y nazywamy optymalnym dla A, jesli P, posiada
najmniejszg liczbe cie¢ wérod niesprzecznych zbior6w ciec.

Na rysunku 5 przedstawiamy ilustracje obiektow z tablicy decyzyjnej z rysunku 4

1 niesprzecznego (nawet nieredukowalnego) dla niej zbioru ciec.

4. Metoda wnioskowania boolowskiego dla probleméw
reduktu i dyskretyzacji

4.1. Szukanie reduktu metoda boolowska

Przestawimy przyklad zastosowania schematu wnioskowania, boolowskiego dla,
problemu reduktu. W tym celu stosujemy diagram z rysunku 2

funkcja rozréznialnosci f“—l

l

[Minimalne Redukt?l (LRGSR RIS, [implikanty pierwsze f,q

| Problem Reduktu w A,

—_—
Kodowanie

Decydujacy trudno$cia w tym schemacie jest etap kodowania. Opiszemy
algorytm skonstruowania funkeji boolowskiej fa dla zadanej tablicy decyzyjnej A
(patrz [12]):

1. skonstruowanie macierzy rozriznialnodci:
Ogoélnie, macierza rozréznialnoéci dla tablicy decyzyjnej A nazywamy
macierz o rozmiarach n x n (n jest liczba obiektéw w tablicy), w ktérej
element w i-tym wierszu i j-tej kolumnie zawiera warunek zapewniajacy
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rozréznialno$é migdzy i-tym, a j-tym obiektem. W przypadku problemu
reduktu macierza rozréznialnosci jest macierz

M(A) = [Cy]7 =1,
gdzie element C;; jest zbiorem atrybut6w rozrézniajacych i-ty od j-tego
obiektu, czyli Cy; = {a € A : a(z;) # a(z;)}.
. skonstruowanie funkcji rozréznialnoses:
Kazdy atrybut a; € A utoisamiamy ze zmienna boolowska, a;, ktéra ma
wartos¢ logiczna ,PRAWDA” wtedy i tylko wtedy, gdy a; nalezy do
reduktu. Niech 4 = {ay,...a}, wowczas X = {ay, ..., ax} jest zbiorem
wszystkich zmiennych boolowskich. Dla kazdego podzbioru B C A
definiujemy warto$ciowanie zmiennych vg : X — {0, 1} jako funkcje
charakterystyczng zbioru B, czyli vg(a;) = 1 & a; € B.
Zbiér C;; koduje warunek: aby odrdznié i-ty obiekt od j-tego obiektu, trzeba
mie¢ co najmniej jeden atrybut ze zbioru C;;. Warunek ten mozna opisaé
funkcja boolowska:

Yij = \/ Oy = V B
em€C;; am(zi)#Eam(z;)
A rozréznialnos¢ miedzy obiektami z réznych klas decyzyjnych moze by¢
zapewniona za pomocg funkeji boolowskiej:

fa= /\ Yij = /\ ( v am).
dec(xi)#dec(x;) dec(z:)#dec(z;) ~am(z:i)#Eam(z;)
Dla kazdego podzbioru atrybutéw B € A, zdefiniowana funkcja fa jest

spelniona przy wartosciowaniu vp wtedy i tylko wtedy, gdy B zachowuje
rozr6znialno$¢ miedzy obiektami z réznych klas decyzyjnych.

Mamy twierdzenie

Twierdzenie 4.1 Zbidr atrybutdw B C A jest reduktem wtedy i tylko wiedy, gdy
funkcja

Yp = /\ Qy

a;eB

Jjest implikantem pierwszym funkcji fa.

Przyklad. Opiszemy dziatania przedstawionej metody na przyktadzie tablicy
decyzyjnej w Tablicy 1.

1. konstrukcja macierzy rozréznialnosci: dla uproszczenia, zostawiamy tylko
kolumny zwigzane z obiektami z klasy decyzyjnej ,zysk”.

M 1 | 2 | 6 | 8

3 ) g, Qg Q, g, 03,0y o1, g

4 agy, 0 o, 2, Qy g, 03, (g )

] o1, @, a3 ay, 0, Org, 0y 0y a1, 02, 03
7 Q, Qey, (3, Oy g, g, (3 (231 a1, g, 03, 0
9 a3, a3 a2, a3, 0y 0, 0y Qz, a3

10 a1, 0, O3 0, (2,03, 04 g, 0y o, 03

11 Qg a3, Qg 0, a3 o, Qg a3, 04

12 o, ag, 0y ay, 0 a, (g, a3 o,y

2. skonstruowanie funkcji rozréznialnosci

f = (a1)(oaVag)(ar Var)(lay Vaz VasVv ag)(ar Vaz Vay)
(a2 VazV og){ay Vas Vv ag)(a4)(a2 \% 0‘3)(&2 Vay)
(a1 Vaz)(as Voay)(o Vaz Vay);

3. szukanie implikantéw pierwszych: na ogdt, ten krok jest zwigzany ze
sprowadzeniem do postaci CNF. Mozna stosowaé nastepujgce kroki:

* usuwanie alternatyw regulq pochlaniania(t.j. pA(pVveq) =p):
fo= (en)(eu)(e2 Vv as);



* sprowadzanie funkcji f z postaci CNF (koniunkcja alternatyw) do
postaci DNF (alternatywa koniunkcji)
[ = a4 Voiogas;
o kazdy skfadnik jest reduktem! Zatem mamy 2 redukty:
Rl = {0!1,052,0:4} iRz = {a1,a3,a4}.
4.2. Heurystyka zachlanna

Problem szukania minimalnego reduktu nalezy, niestety, do klasy probleméw
NP-trudnych. To oznacza, ze prawdopodobnie nie istnieje algorytm rozwiazujacy
ten problem w czasie wielomianowym (chyba, ze P=NP). Przestawiony wyzej
algorytm, w najgorszym przypadku, ma zlozono§é wykladnicza. Dla duzych
tablic decyzyjnych taki czas obliczen nie jest akceptowany, dlatego w praktyce
stosujemy rézne algorytmy aproksymacyjne, ktére w krétkim czasie dajg
rozwiazanie bliskie optymalnego.

Nizej przedstawiamy prosty algorytm aproksymacyjny zwany ,heurystyka
zachtanng” dla problemu szukania minimalnego reduktu:

1. wybierz atrybut, ktéry wystepuje najczesciej w macierzy rozréznialnosci;
2. usun pola macierzy rozrésnialnosci zawierajace wybrany atrybut;

3. powtérz te kroki dopéki wszystkie pola macierzy sg puste;

4. zwr6¢ zbiér wybranych atrybutéw jako wynik szukania!

Przyklad. Zilustrujemy ten algorytm na podstawie przyktadu z tablicy 3:
o W macierzy rozrdinialnosci z poprzedniego przyktadu
A; - wystepuje 23 razy, A ~ wystepuje 23 razy,
A3 - wystepuje 18 razy, Ay — wystepuje 16 razy.
o Jesli wybieramy A, to po usunieciu pol zawierajgcych A; zostato
9 niepustych pdl macierzy rozroznialnodci. Wsrod nich:
Az - wystepuje 7 razy, A3 - wystepuje 7 razy, A4 - wystepuje 6 razy.
o Jesli wybieramy tym razem A, to zostaly 2 niepuste pola i wirdd nich Ay
jest zdecydowanym faworytem.
® MozZemy dostaé w ten sposdb redukt: Ry = {A1, A2, Aq}.
4.3. Dyskretyzacja metoda boolowska

Dana jest niesprzeczna tablica decyzyjna A = (U, AU {dec}). Analogicznie do
przypadku problemu reduktu, problem szukania optymalnego zbioru cie¢ mozna
kodowa¢ za pomoca funkcji boolowskiej jak nastepuje:
¢ Niech C bedzie zbiorem proponowanych cig¢ dla tablicy A. Kazde ciecie
(a,c) € C jest zwigzane ze zmienng boolowskg p(, ).
® Niech 95, bedzie funkejg rozréznialnosci dla z, y:

Yoy = V{P(a,c) : (@, ¢) rozréznia z,y}.
e Funkcja
Up = A\ {¥uy : dec(z) # dec(y)}
koduje problem dyskretyzacji.
Mamy

Twierdzenie 4.2 Minimalny implikant pierwszy Uy koduje optymalny zbidr
cied.

Przyktad. Rozpatrujemy tablice decyzyjng z rysunku 4. Cieciami kandydackimi
sq nastepujgee:
(a,0.9); (a,1.15); (a,1.35); (a, 1.5); (b, 0.75); (b, 1.5); (b, 2.5).

Oznaczmy przez p}, pg, p§,p5, P8, pb, v zmienne boolowskie odpowiadajgce tym
cieciom. Wowczas

¥(2,1) = p} v pb v pb; ¥(2,4) =p§ vps vl
¥(2,6)=p3Vpsvpivpivpi vl ¥(2,7) =ps v pb:
¥(3,1) =p§ Vi vpl; ¥(3,4) =p§ v ph vl
¥ (3,6) = p§ v pl; P (3,7) =pb v p;

¥ (5,1) =p} vV Vs ¥ (5,4) = p;

¥ (5,6) = p§ v pb; Y (5,7) =p§ Vb
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Rys. 6. Ilustracja optymalnego zbioru cie¢

A* Pt | ps | p§ | P | B} [ B3[PS
(U1 y 'ng) 1 0 -0 0 1 1 0 1
(ur,usz) | 1 1 0 0 0 0 1 1
(ubus) ] 1 | 1 | 1 ] 0] 0 010 1
(T.l.q, ’u.z) 0 1 1 0 1 0 0 1
(u4,us) 0 0 1 0 0 1 1 1
(ugus) | 0 | 0 | 0 ] 0] 0 1[0 1
(wuz) | 0 | 1 | 1 | 1 [ 1 [ 111
(ue,u3) 0 0 1 1 0 0 0 1
(ug, us) 0 0 0 1 0 0 1 1
(ur,us) | 0 | 1 | 0 | 0] 1 0] 01
(u-;, u3) 0 0 0 0 0 1 1 1
(u7,us) | 0 0 1 0 0 1 0 1

Tab. 2. Kazdy redukt tej tablicy odpowiada jednemu niesprzecznemu zbiorowi cigé tablicy
z rysunku 4

Funkcja @4 definiowana przez koniunkcje funkcji 1; ;:
o= (pfVVe)A (0 VrsVeE)A@E VDSV PE)A Spg Vp§ V)
Apg A (3 VD3 VP3) A (ps Vs v pg v P} v ph v p) A (5 V p3)
A (p§Vps) A (8 VEY) A (P5 Vv EE) A (p§ Vv pb)
Jest funkejq boolowskq kodujgcg problem dyskretyzacji. Po sprowadzaniu do
postaci DNF mamy:

a = (p3APIADE)V (p§ AP ADEADE)
V(P§ AL ABS ADS) V (pF APE A DS ADS).
Zatem mamy 4 nieredukowalne zbiory cieé, a optymalnym zbiorem cieé jest

{(a,1.15),(a,1.5),(b,1.5)}. Ilustracja tego zbioru cieé jest pokazana na
rysunku 6.

Mozna, stosowaé zachlanng heurystyke opisang w poprzednim rozdziale dla
funkeji 4. PokazaliSémy w pracy [7], ze szukanie optymalnego zbioru cie¢ dla
tablicy A jest rownowazne szukaniu minimalnego reduktu pewnej innej tablicy
decyzyjnej A* skonstruowanej z tablicy A. Przyklad tablicy decyzyjnej A*
skonstruowanej dla tablicy decyzyjnej z rysunku 3 podajemy w Tablicy 2.
Formalng konstrukcje tej tablicy i dowéd tego faktu zostawiamy Czytelnikowi do
sprawdzenia. Tablica A* jest jedynie inna prezentacja funkcji ®4, ale jest ona
bardzo pomocna przy konstrukcji efektywnych algorytméw. Nizej przedstawiamy
prosty algorytm zwany ,MD-heurystyka”.

MD-Heurystyka. Stosujac zachtanng heurystyks dla tablicy A* mamy
algorytm szukania matego zbioru cigé. Nizej przedstawimy kilka wlasciwosci tego
algorytmu:

e W algorytmie zachlannym preferujemy ciecia, ktére rozrézniaja najwiecej
par obiektéw. Dlatego ten algorytm nazywamy heurystykq maksymalizujgcg
rozréznialnosé lub MD-heurytykg, z angielskiego Maximal Discernibility
heuristics.

® Mozna realizowa¢ MD-heurystyke w czasie O(nk log n|P|), gdzie n jest
liczba obiektow, k jest liczbg atrybutéw, P jest zbiorem cieé znalezionych
przez algorytm.

5. Podsumowanie

Przestawiliémy metode rozumowania boolowskiego i jej przykladowe zastosowanie
w problemach selekcji istotnych atrybutéw (redukty) i dyskretyzacji. W praktyce
znalazla ona zastosowanie w wielu innych dziedzinach takich, jak: rozpoznawania
wzorcow (np. rozpoznawania obrazéw, sygnatéw,...), sztuczna inteligencja,
odkrywanie wiedzy (np. odkrywanie regul asocjacyjnych [10], generowanie drzew
decyzyjnych [9], odkrywanie nowych cech [8], ...). We wszystkich tych
zastosowaniach metody oparte o rozumowanie boolowskie zawsze wykazywaly
wysoka skutecznosé i nisks zlozonos¢ obliczen w poréwnaniu z innymi metodami.
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Po wielu analizach i obserwacjach przy zastosowaniu podejécia boolowskiego,
JjesteSmy przekonani, ze zlozono$é funkeji kodujacej moze stanowié miare
oceniajaca trudnoéé aproksymacji dla problemu. Pracujemy intensywnie nad tym
zagadnieniem. Poza tym, pracujemy réwniez nad metoda ,aproksymacyjnego
rozumowania boolowskiego”, ktéra polega na zastgpowaniu funkcji kodujacej

w standardowym rozumowaniu boolowskim prostsza funkcja boolowska o tej
wlasnosci, ze jej implikanty pierwsze sa przyblizonymi rozwigzania problemu.
Pierwsze proby okazuja sie bardzo obiecujace i zachecaja do dalszego badania.

Podzigkowanie: Pragne wyrazi¢ ogromna wdzieczno$é kolegom, ktérzy mi
pomogli przy powstaniu tego artykulu, zwlaszcza Prof. A. Skoronowi,
Dominikowi Slezakowi za cenne uwagi i korekty jezykowe. Najwieksze
podzigkowanie kieruje do Profesora Andrzeja Skowrona, ktéry jest moim
wieloletnim opiekunem naukowym.
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