Geometria kwadryki (). — ujecie historyczne
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1. Co to jest kwadryka?

Kwadryka @, bedzie dla nas zbiér algebraiczny wymiaru n i stopnia 2,
okreslony réwnaniem

n+l

D @ XiX; =0,

i,j=0

gdzie gi; = g;i

w przestrzeni rzutowej P"*! (nad cialem liczb zespolonych C). Interesuje
nas w zasadzie kwadryka nieosobliwa (gladka). Warunkiem koniecznym

i dostatecznym gladkosci Q,, jest nieosobliwo$é macierzy [g;;]; réwnowaznie:
okreslajaca kwadryke forma kwadratowa ma sygnature n + 1. Nad cialem
liczb zespolonych kazda kwadryka jest rzutowo réwnowazna ze zbiorem
postaci ¥ ;_,z? =0, gdzie 1 <7 < n+ 1. Dla r = 1 kwadryka jest sumg
dwéch hiperplaszczyzn, r = n + 1 odpowiada kwadryce gladkiej. W geometrii
algebraicznej rozpatruje si¢ tez tzw. rozmaitosci niezredukowane: réwniez

dla r = 0 otrzymaliby§my kwadryke o réwnaniu z2 = 0, czy tzw. podwdjna
hiperplaszczyzne. Jako zbiér jest ona tym samym, co ,pojedyncza”
hiperplaszczyzna, ale ma bardziej skomplikowana strukture algebraiczna: sa na
niej funkcje wymierne rézne od zera, ktérych kwadrat jest réwny zero.

Kwadryka rzedu n + 1 (gladka) ma nieskomplikowana, ale interesujaca,
geometrie. Zbadal jg dokladnie 20-letni wéwczas Corrado Segre, w swojej

pracy dyplomowej, obronionej na Uniwersytecie w Turynie 29 maja 1883 r.
Artykul niniejszy poswiecony jest oméwieniu tej pracy, ukazaniu jej na tle badan
z tamtego okresu, a takze krétkiej jej analizie z dzisiejszego, juz XXI-wiecznego
punktu widzenia.

Corrado Segre urodzil sig¢ 20 sierpnia 1863 roku w Saluzzo na péinocy
Wiloch. Studiowal na uniwersytecie w Turynie pod kierunkiem Enrico
D’Ovidio. W roku akademickim 1881--1882 D’Ovidio prowadzil wyklad

na temat nowych idei geometrycznych Feliksa Kleina. Wyklad nawiazywal
tez do badan Giuseppe Veronese w zakresie geometrii przestrzeni rzutowej
i wynikéw Weierstrassa dotyczacych form dwuliniowych, w szczegélnosci
klasyfikacji par form kwadratowych. Wyklad ten byl tak inspirujacy

dla Segrego, ze najwyrazniej poswiecil caly rok 1882/83 na prace nad
tematami z tego wykladu i w maju 1883 roku uzyska! dyplom na
podstawie pracy o kwadrykach wielowymiarowych. Tematyce zwigzanej

z zagadnieniami omawianymi na tym wykladzie pozostal Segre wierny
przez wiele lat. W 1883 roku Segre zostal asystentem na Uniwersytecie

w Turynie. W 1888 roku zastapil swojego nauczyciela, d’Ovidio, na
katedrze geometrii, ktérg kierowal przez nastepne 36 lat, az do swojej
$mierci, 18 maja 1924 roku.

W latach osiemdziesiatych XIX wieku geometria byla juz bardzo dobrze
rozwinigtg dyscypling matematyczng. We wstepie do swojej pracy Segre
przypomina kilka najwyrazZniej dobrze znanych wtedy pojeé. W sposéb dojrzaly
omawia zasade dualnosci. Pisze mianowicie, ze réwnanie (hiper)plaszczyzny

Z&‘xi =0

w przestrzeni, w ktérej wspélrzednymi sa z;, moze byé rozumiane jako réwnanie
punktu w przestrzeni (hiper)plaszezyzn — wobec tego ,,cokolwiek” dowiedzione
dla punktéw pozostaje prawdziwe i dla hiperplaszczyzn. Analizuje dokladnie
(dzié troche zapomniane w nauczaniu szkolnym i uniwersyteckim) pojecie
biegunowosci i wykorzystuje je w sytuacji, gdzie dzié rozpatrywalibyémy

orbity dzialania grupy ortogonalnej (p. np. nizej, p. 11). Segre zna twierdzenie
o wymiarze przecigcia zbioréw algebraicznych w przestrzeni rzutowej (kowymiar
przeciecia zbioréw w poloZeniu ogdlnym jest sumg kowymiaréw danych zbioréw,
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nazywa to twierdzeniem Halphena) i twierdzenie Bezouta (stopieri niepustej
czedei wspdlnej jest sumg stopni).

Segre podaje tez dow6d twierdzenia, ze kazdy zbiér algebraiczny wymiaru m

i stopnia d jest poloZzony w przestrzeni rzutowej wymiaru m + d — 1. W kazdym
razie pisze on, ze dla m = 1 wiedzial to juz Clifford w 1878 roku, ogdlne

zas$ twierdzenie, ale bez dowodu, sformulowal kilka lat wczedniej Veronese.
Oczywiscie wszystkie zbiory algebraiczne dane byly jako juz zanurzone

w przestrzeni rzutowej. Definicja rozmaitosci (przestrzeni nie zwigzanej a priori
z zadnym zanurzeniem w przestrzefi euklidesowa czy rzutowsy) jeszcze sig nie
wtedy nie narodzita. Dowéd biegnie przez indukcje wzgledem wymiaru i

w Swietle dzisiejszych standardéw jest bledny. Nie moze by¢ poprawny, skoro
samo twierdzenie, jesli by je rozumieé z 21-wieczna Scisloécia, jest nieprawdziwe.
Na przyklad suma dwéch prostych ma stopien 2 i wymiar 1, ale nie musi
mieécié sie w plaszczyznie. W twierdzeniu trzeba bowiem zatozy¢, ze zbiér

jest spéjny i nieco przeredagowaé tekst dowodu. Segre doskonale rozumiat
matematyczng tresé tego, co badal, a bardzo rygorystyczny formalizm jest
wymystem dwudziestowiecznym.

Gdy d=2,to m+d—1=m+ 1, mozemy zatem okresli¢ kwadryke jako zbi6r
stopnia 2 w przestrzeni dowolnego wymiaru i wyprowadzi¢ stad, ze musi by¢ ona
hiperpowierzchnia, opisanga jednym réwnaniem kwadratowym.

2. Wspélrzedne Pliickera i rozmaito$ci Grassmanna

W dalszym ciggu wstepu do swojej pracy Segre przedstawia tak nazywane
dzisiaj wspélrzedne Pliickera i rownania rozmaitoéci Grassmanna.

Hermann Giinther Grassmann spedzil wigkszo$é swojego zycia

w Szczecinie. Urodzil si¢ tam 15 kwietnia 1809 roku, pracowal jako
nauczyciel w tamtejszym liceum od 1831 do 1875 roku (z przerws 1834-36,
kiedy pracowal w Berlinie) i zmarl tam 26 wrzesnia 1877 roku. Od niego
pochodzi konstrukcja (jedna z pierwszych abstrakcyjnych konstrukeji tego
typu), w ktérej kazdej podprzestrzeni wymiaru m w przestrzeni liniowej
wymiaru n jest przyporzadkowany punkt przestrzeni wymiaru (:‘), dany
przez wspélrzedne Pliickera. Grassmann zapoczatkowal dziat algebry
zwany dzié algebrs zewnetrzna. Juz za zycia Grassmann byl rozczarowany
ograniczonym powodzeniem jego idei (jak czesto si¢ zdarza, docenionych
znacznie pézniej) i w wieku 53 lat usungl si¢ z matematyki, poswigcajac sig
tworzeniu stownika sanskrytu, bedacego w uzyciu nawet dzisiaj.

Julius Pliicker urodzil sie 16 czerwca 1801 roku w Wuppertal, zmart

22 maja 1868 roku w Bonn. Studiowal w Heidelbergu, Berlinie i Paryzu.

W 1834 roku zostal profesorem matematyki w Halle, a w 1836 roku w Bonn.
Zapoczatkowal badania nad systemami liniowymi, tzn. podzbiorami kwadryki
Kleina, ktéra parametryzuje zbiér linii prostych w P3.

Segre pisze, ze wspolrzedne Pluckera wprowadzil Clebsch, a wyprowadzenie
réwnah rozmaitoéci Grassmanna przypisuje d’Ovidio. Jak zwrdcil uwage m. in.
Jean Dieudonne, to wiedzial juz Grassmann, ktérego teorie nie zostaly od razu
grozumiane.

Grassmannian G(2,4), aw notacji rzutowej G(1,3), jest kwadryks
wymiaru 4. Jezeli bowiem L = L(a,b) jest prosta przechodzaca przez punkty
a = (ag, a1,az,as) oraz b = (by, by, bz, b3) P3, to ciag wyznacznikéw

G a1 ay az2| |@ a3 ay a2 (@ ag| |az as )

P(a’b)=(bo bil'lbo b2|*|bo ba|'|br ba|'|By bs|'|b2 b

wyznacza punkt przestrzeni pigciowymiarowej P® i jako punkt przestrzeni
rzutowej jest on niezalezny od wyboru szczegélnych punktéw na prostej

L = L(a,b). Jezeli wyznaczniki te oznaczymy kolejno przez p;;, to speinione
bedzie réwnanie

1 b Y 1 b

Q(z) = po1p23 — Po2p13 + Poap12 = 0
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Udowodni¢ to najlepiej, korzystajac z zapomnianego ,uogélnionego rozwiniecia
Laplace’a” (polecam wszystkim jako ciekawe zadanie dla studentéw!).
Wyznacznik

a4 a a4z asg

bp by by ba
aQ ay az ag
bo by by by

jest oczywiscie réwny zeru. Rozwijajac go wzgledem dwéch pierwszych wierszy,
otrzymujemy:
ap a3 az ag

0= bo bl bg b3 —
ap ay az as
bo bl bz 63
- apg ap Qa2 a3z _ apg az(|ay as
bo b] 62 b3 bg bz bl b3
ap asf|ay a2 ay az((ap as| _
bo b;; bl bz bl bg b() b3 -

= Po1P23 — Po2P13 + Pospi2-
A zatem zbi6r wszystkich prostych w P? jest parametryzowany przez rozmaitodé
stopnia 2 w przestrzeni P5, bedacg kwadryka, to jest zbiorem opisanym
réwnaniem stopnia 2 w hiperprzestrzeni. Kwadryka opisana tym réwnaniem jest
znana w literaturze pod nazwa kwadryki Kleina. Podstawiajac
por =T +1%1, p23 =2 —ir1, po2=z2+iz3, p13 = T2 — iz,
Po3 = Ta +iT5, pi2 =14 —izs
otrzymujemy réwnanie tej kwadryki we wspélrzednych Kleina
5
Q(z) =) a3 =0.
=0

Zal6zmy, 2e proste L, i Ly maja punkt wspélny; niech Ly = L;(a,b),
Ly = Ly(a,c). Napiszmy jeszcze jeden wyznacznik réwny zero
Gp a1 a2 a3
bo b b2 b3
Gy a1 a2 asg
G € €2 C3
i rozwinimy go jak poprzednio. Oznaczajac wspolrzedne Pliickera prostej L,
przez p, a wspoirzedne prostej Lo przez p’, mamy warunek na wspélrzedne
Pliickera prostych przecinajacych sie:

Q(L1, L2) = po1pas — PoaPis + Pospyz + Po1P23 — PpaP13 + PozPiz = 0.
We wspéirzednych Kleina ten warunek formuluje sie jeszcze proéciej:

5
Z zjz; = 0.
7=0
Jezeli przypomnimy sobie réwnanie przestrzeni stycznej do kwadryki, to
zobaczymy, ze wzory te wyrazaja nastepujacy fakt geometryczny, znany juz
Grassmannowi:

0=

Duwsie proste w przestrzeni P® majg punkt wspélny wtedy i tylko wtedy, gdy
odpowiadajgce im punkty na kwadryce Kleina lezq wzajemnie w przestrzeniach
stycznych w tych punktach.

Whiosek: Dla danych czterech prostych w P? istniejg na ogél dwie proste
majace z nimi punkt wspélny. Systemem liniowym prostych nazywamy zbior
linii prostych odpowiadajacy czesci wspdlnej kwadryki Kleina i hiperplaszczyzny
wymiaru 4 w P5. Nietrudno podaé pelna klasyfikacje takich systeméw. We
wspoétrzednych Pliickera réwnaniem systemu liniowego jest

Z a;jpi; =0,
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gdzie J = [a;;] jest macierzg skosnie symetryczng. Systemy liniowe sg
rozréznialne za pomoca wspoélczynnika oznaczanego tradycyjnie przez §:

Q = 2(ag1a23 — agpas1 + aozi2).
Gdy 1 #£ 0, to system nazywa sie ogdlny. Systemy majace 2 = 0 sg szczegdine.
Widzielidmy, ze systemy szczegdlne skladaja sie z prostych przecinajacych
ustalong prosta [, i ze jest to przestrzen styczna do Q4 w punkcie [. Macierz
skosnie symetryczna J o niezerowym wyznaczniku okresla interesujaca
algebraiczng wigzke wektorows korelacji zerowey.

Zauwazmy ciekawg rzecz:

Ogélny system liniowy wyznacza korelacje zerowa, to znaczy taki
izomorfizm 4 czterowymiarowej przestrzeni liniowej V' na V* taki, ze dla
kazdego z € @4 zachodzi z € i(z).

Oznaczajmy punkty przestrzeni liniowej V przez wektory kolumnowe

z = (xg,z1,Z2,23)T, to znaczy macierze o jednej kolumnie,

a hiperplaszczyzny przez wektory wierszowe (macierz o jednym wierszu).
Jezeli J jest macierzg wspéiczynnikéw systemu, to przyporzagdkowanie

z — xTJ jest korelacja zerows. Istotnie

(zTJz)T = 2T JTz = —zT Jz,
azatem z7Jz =0, tzn. z € 27J.

Wilasnodci ogélnych systeméw liniowych sg zwigzane z wlasnosciami
algebraicznych wiazek wektorowych, badanych intensywnie w latach 70 i 80
ubieglego wieku.

Klein byt doktorantem Pliickera i nic dziwnego, ze w swojej pracy doktorskiej
w 1868 roku badal systemy liniowe drugiego stopnia, to znaczy zbiory linii
prostych odpowiadajace czesci wspblnej kwadryki Q4 z hiperpowierzchnia
stopniz—2 w P®. W pracy tej Klein uzywatl teorii Weierstrassa dzielnikéw
elementarnych. Nawigzuje do niej i Corrado Segre w drugiej czesci swojej pracy.

Pliicker zmarl wkrétce po obronie pracy doktorskiej Kleina. Klein dokonczyt
potem jego dzielo o geometrii.

Wazng i ciekawa wlasnoscig kwadryki Kleina jest jej prostokreslnosé

i interpretacja tej prostokreslnosci. Niech prosta L bedzie zawarta

w plaszczyznie o réwnaniu g = 0. Nietrudno zauwazy¢, ze wtedy jej
wspélrzedne Pliickera po;, poz i po3 sa réwne zero. Ale zbiér okreslony w P®
réwnaniami po; = po2 = pos = 0 jest plaszczyznag (wymiaru 2). Jezeli natomiast
M bedzie prostg przechodzaca przez punkt (1,0,0,0), to réwne zeru bedsg

jej wspélrzedne Pliickera pj2, p13 i po3. Zbidr okreslony w P’ réwnaniami

p12 = p13 = p23 = 0 jest tez plaszczyzng (wymiaru 2). Mozna wykazaé, ze przez
kazdy punkt kwadryki przechodza dwie plaszczyzny zawarte w tej kwadryce
(podobnie jak przez kazdy punkt na Q2 przechodzg dwie proste tak, jak na
hiperboloidzie. Na Q4 leza zatem dwa rodzaje plaszczyzn: jedne odpowiadaja
pekom prostych, drugie — rodzinom prostych wspélplaszezyznowych. To réwniez
znali dobrze i Grassmann i Plicker.

W bardziej nowoczesnym ujeciu, rozmaitoéé Grassmanna G(k,n),
parametryzujgca zbiér wszystkich podprzestrzeni liniowych W wymiaru k&
przestrzeni jest podzbiorem przestrzeni A**!V zlozona z wektoréw prostych,
tj. wektoréw postaci wy A wy. Ale wlasciwie to juz Grassmann widzial to w ten
sposéb.

3. O czym pisal 20-letni student w pracy dyplomowej
w 1883 roku?

Praca Corrado Segre skiada sie z trzech czesci, poprzedzonych obszernym
wstepem. Czegsé pierwsza poswiecona jest geometrii przestrzeni liniowych

i kwadryk. Twierdzenia dotyczace kwadryk sa nowe. Czeé¢ druga pracy

jest poéwiecona snopom (fascio), czyli pekom kwadryk. Zawarta jest w niej
geometryczna interpretacja twierdzenia Weierstrassa o réwnowaznosci dwéch
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pekéw kwadryk. Czesé trzecia zawiera szczegblows interpretacje wynikéw
w malych wymiarach.

Praca Segre jest charakterem (i poziomem!) zblizona do dzisiejszych rozpraw
habilitacyjnych. Uwazamy dzis, ze doktorat powinien byé praca gleboka,

a rozprawa habilitacyjna — szeroks. Praca Corrado Segre zawiera nowe, bardzo
interesujace wyniki, ale giéwna jej zaletg jest bardzo wszechstronne oméwienie
tematu. Wiele twierdzen jest ,przetlumaczonych” z jezyka analizy i algebry na
Jjezyk geometrii; jest kilkanascie dowodéw twierdzeh anonsowanych wczesniej bez
dowodu, niekiedy za$ autor poprawia bledy swoich poprzednikéw. Z calej pracy
widad, ze jej autor doskonale czul zagadnienie. Po prostu: wiedzial, o czym
pisze.

4. Czy przestrzenie dowolnego wymiaru maja racje bytu?
Mottem pracy Corrado Segre sg dwa zdania z prac Feliksa Kleina.

Die mathematische Untersuchungen tiber Mannigfaltigkeiten mit beliebig
vielen Dimensionen wiirden allerdings sofort geometrische Verwendung
finden, wenn die Vorstellung richtig wire — aber ihr Wert und ihre
Absicht ruht génzlich unabhingig von dieser Vorstellung, in ihrem eigenen
mathematischen Inhalte.

Badania matematyczne nad rozmaitosciami o dowolnie wielu wymiarach
oczywiicie znalazlyby natychmiast zastosowania geometryczne, gdybysmy
mieli wladciwe o nich wyobrazenie — ale wartosé i cel tych badar jest od
tege przedstawienia calkowicie niezaleina i polega na ich wlasnej tresci
matematyczne;.

Die Liniegeometrie ist wie die Geometrie auf einer M(?), des Ry.

Geometria linii prostych to tak jok geometria na M }2) w Ry (to znaczy na
rozmaitosci stopnia 2 i wymiaru 4 w przestrzeni pigciowymiarowej, przyp.

M.Sz.)

Potem Segre kilkakrotnie ,usprawiedliwia si¢”, ze bada obiekty dowolnego
n-tego wymiaru. Dla matematykéw tamtych czaséw nie bylo wcale jasne,

Ze zajmowanie si¢ przestrzeniami dowolnych wymiaréw ma sens. Geometria
n-wymiarowa zdobywala sobie miejsce powoli. Niewiele bedzie przesady

w stwierdzeniu, Ze zostala zapoczgtkowana w 1880 roku przez Giuseppe
Veronese (1845 - 1917). To wlasnie Veronese uczynil z algebry liniowej
geometrig i pokazal, jak przejécie do wyzszych wymiaréw upraszcza niektére
sformulowania, a jednoczesnie pokazuje geometrig ,,niskowymiarows” jakby

z lotu ptaka. Dobrze to ilustruje péZniejsze twierdzenie Corrado Segre: kazda
plaska krzywa wymierna stopnia d jest rzutem ustalonej krzywej Cy polozonej
w przestrzeni rzutowej P¢. Przedstawienie parametryczne tej krzywej Cy jest
dane wzorami: z; = A\;u?%, gdzie (\; : u*) € PL. Jak pisza Ottaviani i Ghione
mozna powiedziec¢, Ze krzywe plaskie sg tylko cieniami (w sensie metafory
Platona o jaskini) jednej, nieskomplikowanej rodziny krzywych. Przypomnijmy
tez, ze Stanistaw Lem pisal (w kontekscie opowieéci o smoku), ze jesli schowamy
reke pod wode i wystawimy z wody 5 palcéw to nierozgarnigty obserwator na
powierzchni nie skojarzy, ze nie jest to 5 niezaleznych obiektéw, tylko wlagnie
piet¢ palcéw jednej reki.

Segre nie byl oczywiscie pionierem badah nad przestrzeniami dowolnego
wymiaru, ale jak widaé, potrzeba uzasadniania, ze te badania sg sensowne, byla
silna.

Okredlong wyzej krzywa Cy Veronese nazwal ,normalnym modelem” krzywej
C. Segre postawil sobie za cel znalezienie ,modeli” rozmaitoéci wyzszych
wymiardéw, np. powierzchni. Mialo to stuzyé badaniu geometrii powierzchni
poprzez badania wlasnodci ,modelu” i rzutowanie. Juz w 1884 roku udowodni?
istnienie modeli dla. powierzchni pewnego typu; oméwienie szczegéléw wykracza
poza ramy tego artykulu.
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Patrz np. twierdzenie 1.3 w: Shigeru
Iitaka, Algebraic Geometry, Graduate

Text in Mathematics, 76, Springer Verlag.

Koncert Jankiela, [w:] Mickiewicz,
A., Pan Tadeusz, czyli ostatni zajazd
na Litwie. Paryz (1834) i wydania
pbéniejsze.

Dzisiaj zwracamy duzg uwagg

na formalng poprawnoéé pojeé

i wprowadzanych definicji i juz w szkole
podstawowe]j zwraca si¢ na to duzg
uwage, czesto powodujac dyskusje

o problemach zastepczych (czy zero

jest liczba naturalng, czy mozna méwié
»funkcja ciagla” i czy wysokosé trojkata
to odcinek, prosta, pélprosta czy liczba).
Moze i tak trzeba, bo Komputer niczego
sie nie domysli. A wsio-taki-zal, jak
spiewal Okudzawa.

5. Trudne pojecia

Dla historyka mys$li matematycznej bardzo ciekawy jest wstep do pracy Corrado
Segre. Na samym poczatku autor podaje bowiem okreslenie ogdlnej przestrzeni
n-wymiarowej, a nastgpnie n-wymiarowe]j przestrzeni liniowej. Okreslenie to
brzmi mniej wigcej tak {staramy si¢ zachowadé styl oryginatu):

Moéwimy, ze zbidr ciggly dowolnych jednostek, ktérych liczba jest réwna

m razy nieskoriczono$é (to znaczy, ogélnie, wéréd ktérych znajduje sig
skoriczona ich liczba spelniajacych m prostych warunkéw) tworzy przestrzen
wymiaru m, a obiekty te nazywamy elementami.

A nastepnie:

Dowolna przestrzeri wymiaru m nazwiemy liniowa, gdy mozna przypisaé
kazdemu jej elementowi wartosci liczbowe (rzeczywiste lub zespolone)

w ten sposéb, ze, bez zadnego wyjatku, dowolnej grupie wartosci, o ktérych
mowa, odpowiada jedyny element rzeczonej przestrzeni i vice verse,
kazdemu elementowi odpowiada jedyna taka grupa wartosci. Te wartosci
odpowiadajace elementom nazywamy wspdlrzednymi.

Nic dziwnego, ze okreélenie te zaopatrzone zostaly nota redakcyjna, ze maja
carattere critico, ale ze jest to bez znaczenia, bo w dalszym ciggu pracy

te okredlenia sg w zasadzie nie uzywane. Szczegélnie pierwsze okreélenie,
przestrzeni wymiaru m wydaje si¢ bardzo niedoskonale (c6z sg to ,proste
warunki”?) a nawet bledne. Wydaje sig, ze w zdaniu w nawiasie Segre prébuje
oddaé istote dzisiejszego pojecia bazy przestepnej. Nieprzywiedlny zbidr
algebraiczny X jest wymiaru m nad cialem k&, gdy ciato funkcji wymiernych
k(X) jest skofczonym rozszerzeniem ciala funkeji wymiernych m zmiennych
k(zx1,z2,...,Zm). Na przyklad zbiér okreslony réwnaniem z% + z3 + 22 + 22 = 1
jest wymiaru 3, bo s3 na nim trzy i tylko trzy niezalezne algebraicznie funkcje
np. T1,T2, 3. W $wietle pdiniejszego twierdzenia Noether o normalizacji jest to
prawidlowa definicja.

Zatem ... nie 2zmylil si¢ mistrz taki. Matematyka w pracy Segre jest dojrzala,
nawet w $wietle naszych, obecnych standardéw. On po prostu rozumial, co
pisze, wiedzial, co jest matematyka ... i nie musial precyzowaé definicji.

W rozwoju matematyki zdarzalo sie wiele razy, Zze rozumiano pewne teorie
zanim ktoé uporzadkowal ich logiczne podstawy (teoria liczb zespolonych,
rachunek rézniczkowy). Warto tez przytoczy¢ fragment, w ktérym autor jak
gdyby tlumaczy silnie akcentowang potem przez Bertranda Russella — a dla nas
dzi$ oczywista — opinie, ze w badaniach matematycznych nie jest waina natura
badanych obiektéw, a tylko jakie zachodzg migdzy nimi relacje:

Rozwazmy dowolng przestrzenn wymiaru n — 1. Nazwiemy punktem kazdy
z jej elementéw, niezaleznie od tego, jaks ma nature (ktdra jest dla nas
zupelnie niewazna).

Pojecie przestrzeni rzutowej jest réwniez wprowadzone w sposéb, ktéry nie
wytrzymuje dzisiejszych wymogéw Scistosci.

Przedstawiajgc je (tzn. wspélrzedne) stosunkami m innych wielkosci

w odniesieniu do (m + 1)-ej, stosunki te utworza m + 1 wspéirzednych
Jjednorodnych elementu rozpatrywanej przestrzeni, tak, ze kazdy element tej
przestrzeni, bez wyjatku, oznaczony bedzie przez wzajemne stosunki tych
wspéirzednych jednorodnych i posluzy na odwrdt do oznaczenia tych ich
stosunkéw.

Powinno sig jedynie zrobié wyjatek dla przypadku, w ktérym wszystkie dane
wspélrzedne jednorodne sg réwne 0 lub réwne co; tak wigc sama definicja
wspéirzednych jednorodnych dowodzi, Ze nie istnieje okreslony element
przestrzeni odpowiadajgcy tym wartosciom wspdlrzednych.

W m-wymiarowej przestrzeni liniowej jasne jest, ze aby wyznaczy¢ kazdy
element bedzie mozna wzigé, zamiast m + 1 wspdirzednych jednorodnych,
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Pierwszg historycznie ksigzka, w ktérej
mozna znaleié $§lady pojecia przestrzeni
liniowej, jest Betrachtungen tber einige
Gegenstinde der Elementargeometrie
Bolzano (1804). Dobrze rozumiat to
pojecie Grassmann (1844), ktérego idee
wyprzedzaly jego czas i zostaly docenione
po 30 i wigcej latach. Obecna definicja
przestrzeni liniowej pochodzi od Giuseppe
Peano: Calcolo geometrico secondo
l’Ausdehnungslehre di H. Grassmann
preceduto dalle operazioni della logica
deduttiva (1888). Jak widaé, tytul pracy
nawigzuje do fundamentalnego dziela
Grassmanna. Okolo 1900 roku mozna

juz méwié o ugruntowaniu sie teorii
przestrzeni liniowych w sensie znanym
nam dazisiaj.

innych m + 1 wielkoéci bedacych proporcjonalnymi do danych funkcji
liniowych jednorodnych niezaleznych od tych wspélrzednych, skoro te
dane m + 1 wielkosci bedg réwniez oznaczone w sposéb jedyny przez

m + 1 wspéirzednych jednorodnych lub lepiej przez ich stosunki. Tak wiec,
z definicji, réwniez te m + 1 wielkosci bedzie mozna przyjaé jako wspéirzedne
Jjednorodne elementu tej przestrzeni; czyli dany uklad wspéirzednych
jednorodnych dla elementéw dla elementéw przestrzeni liniowej mozna
zastgpic¢ przez inny uklad wspéirzednych jednorodnych dla tych samych
elementéw zadany przez wielkosci proporcjonalne do liniowych funkcji
Jjednorodnych wspélrzednych pierwotnych. Takie zastapienie nazywa sie
transformacja wspélrzednych.

Podkreélmy raz jeszcze, ze nieprecyzyjnosé tych okreéled nie ma najmniejszego
znaczenia dla wywodéw zawartych w dysertacji. Jest tam pigkna matematyka.

We wspolczesnej geometrii algebraicznej okre§lamy n-wymiarowa
przestrzen rzutowa nad dowolnym cialem jako zbidr ciggdéw

(n + 1)-elementowych tego ciala, z pominieciem ciag zerowego

i z utoZsamieniem ciggéw proporcjonalnych. Przy takim podejéciu
zapominamy o ,pochodzeniu” tego pojecia: punkty w nieskonczonosci
przestrzeni rzutowej odpowiadaja kierunkom linii prostych przestrzeni
afiniczne]j. Topologicznie mozna okreslié przestrzen rzutows (rzeczywista
lub zespolong) jako sfer¢ podzielong przez relacje polegajaca na
utozsamieniu punktéw antypodycznych. W teorii rozmaitosci torycznych
przestrzen rzutowa jest pewnym kompleksem stozkéw. Zapomniana jest
dzisiaj ,algebraiczna” interpretacja przestrzeni rzutowej, wykorzystywana
w ,zlotym okresie” wloskiej geometrii algebraicznej, ktéry zaczal sie
okoto 1875 roku. Mianowicie: P™ = §™(P1), tzn. przestrzen rzutowa
wymiaru n jest n-ta symetryczng potega prostej. Otéz, uporzadkowana
n-tka p1,p2,...,pn € P! = C wyznacza punkt

{o0(p), —01(p), +02(p), ..., £ou(p)} € P,

gdzie +0; sa elementarnymi funkcjami symetrycznymi. Inaczej méwiac,
mozemy traktowaé przestrzef rzutowg P™ jako zbiér wielomianéw

(jednej zmiennej) stopnia < n. Wielomiany stopni mniejszych niz n
odpowiadaja wéwczas punktom w nieskonczonoéci, a réwnowaznosé

tego modelu ze standardowym zapewniaja wzory Viete’a (i zasadnicze
twierdzenie algebry!). Zamiast wielomianéw jednej zmiennej réznych
stopni mozemy oczywiécie uzywaé wielomianéw jednorodnych dwéch
zmiennych i , jednorodnej” wersji zasadniczego twierdzenia algebry: kazdy
wielomian jednorodny dwéch zmiennych z,y (dodatniego stopnia) jest
iloczynem wielomianéw liniowych az + by.

6. Matematyka bez teorii mnogosci

Segre uzywal terminu insieme (zbiér), rozumiejac go w ,naturalny” sposéb.

W 1883 roku nie powstala bowiem jeszcze Cantora teorii mnogosci (o ktérej
David Hilbert wykrzyknat Das ist nicht Mathematik, das ist Theologie)

a matematycy nie troszczyli si¢ tak bardzo o podstawy wlasnej nauki. Nie
podejrzewano, ze istnieje wiele rodzajéw nieskonczonosci, a symbol co? byl dla
kazdego zrozumialy. Tytul jednej z péZniejszych prac Segrego; Introduzione
alla geometria sopra una ente algebraico semplicemento infinito (Annali di
matematica pura e applicata, 1894, serie II, tomo XXII, s. 41-142) bedzie
niezrozumialy, dopéki nie przeczytamy, ze una varieta semplicemente infinita
(rozmaitoé¢ nieskoficzona w sposéb prosty) to po prostu krzywa (curva), zas
doppiamente infinita (czyli podwdjnie nieskonczona) to powierzchnia. Segre
pisze wiele razy ,znajdZmy liczbe przestrzeni o takich a takich wlasnoéciach”

i podaje odpowiedZ w postaci: co*. Dzisiaj napisalibysmy: wymiar jest

réwny k, chociaz zwrot ,ile jest” (w znaczeniu: ile wynosi wymiar odpowiedniej
przestrzeni) przetrwal w matematycznym jezyku méwionym, a niekiedy
oznaczenie co® da sig zobaczyé na tablicy w czasie wykladu matematyka

z Wioch.
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Przestrzenie liniowe zawarte w kwadryce
lub styczne do niej

Griffiths, Ph., Harris, J., Principles of
Algebraic Geometry. Wiley & Sons, 1978.

7. Jak pisac teksty matematyczne?

Sposéb pisania prac matematycznych sto kilkadziesiat lat temu byt inny niz
teraz. W pracy Segrego rzadko wystepuje slowo ,twierdzenie”, nie wystepuje
tez rzeczownik ,dowéd”, chociaz pisze sie ,udowodnié, udowodnili$my” itp.

Nie ma obowigzujacego dzi$ kanonu: najpierw sformulowanie twierdzenia,

a potem dowdd. Odwrotnie, niewiele przesady jest w tym, e prace byly pisane
gawedziarskim stylem: weZmy to, tamto, zobaczmy,. . .1 nagle pojawialo sie
stwierdzenie: a zatem udowodnilismy, Ze... Bardziej sztywno pisali oczywiscie
Niemcy, w pracach za$ matematykéw wloskich tamtego okresu (,zlotego wieku
wloskiej szkoly geometrii algebraicznej”) czesto te sama rzecz dowodzono

dwa lub nawet trzy razy ... nie dlatego, zeby przedstawié trzy ciekawe rézne
dowody, ale zeby ... upewnié siebie i Czytelnika, ze twierdzenie jest rzeczywiscie
prawdziwe. Na przyklad Segre przedstawia trzy sposoby wyliczenia, ile jest
podprzestrzeni wymiaru m zawartych w kwadryce wymiaru n: przez proste
»policzenie”, analitycznie i za pomoca nowej wéwczas w geometrii algebraicznej
metody ,projekcji centralnej” (czyli rzutowania srodkowego). Pisze on wyraznie:

Si puo pure trovare analiticamente il numero degli S,,, contenuti in p, e
cio servira a confermare le cose dette (podkreslenie M. Sz.).

Z dzisiejszego punktu widzenia styl pisarski Segre i jemu wspélczesnych
matematykéw uznalibydmy za gawedziarski i w tym sensie dzisiejsze prace
bardziej nawiazujg do rygoréw Elementéw Euklidesa. ..

8. Spazi lineari contenuti in una quadrica o tangenti ad
essa

Najciekawszym, z dzisiejszego punktu widzenia rozdzialem pracy Corrado

Segre jest §3 pierwszej czesci o prostokreslnosci kwadryki, czyli o tym,

jakie i ile przestrzeni liniowych jest zawartych w nieosobliwe] kwadryce Q...
Przypominamy, ze poniewaz rozpatrywane zbiory algebraiczne okreslone

sg nad cialem liczb zespolonych, wiec dla kazdego wymiaru n istnieje tylko
jedna kwadryka nieosobliwa tego wymiaru (bo z twierdzenia o klasyfikacji

form kwadratowych wynika, ze kazda forma rzedu n da si¢ sprowadzié do

sumy kwadratéw). Wlasnosci ogdlnej kwadryki lepiej oddaje ,rzeczywisty”
model obrotowej hiperboloidy jednopowlokowej. Powstaje ona przez obrét
prostej woké! innej, skosnej wzgledem niej. Hiperboloida jest wiee powierzchnig
prostokreslng. Ma jednak dwa systemy tworzacych: rézne proste jednego z tych
systemow nie przecinaja sie, natomiast dwie proste nalezace réznych systeméw
majg jeden punkt wspélny. To samo dotyczy i ,sfery” 3. z? = 0, wlasnie dlatego,
ze nie ma réznych gladkich kwadryk dwumiarowych Jezeli [,l’ oznaczymy ogdlne
proste tych systemdw, to na kwadryce Q)2 mamy zatem relacje:

(%) P=g, F =0, =1
Twierdzenie. Gladka kwadryke Q,, wymiaru n nie zawiera podprzestrzeni
liniowych wymiaru wickszego niz n/2.

Zobaczmy, jak dowodzi to Segre i poréwnajmy z pézniejszym o 85 lat tekstem
[GH, rozdz. 6.1]. Zobaczmy, jak zmienil sig styl pisania. Segre uzywal nie
najwygodniejszych oznaczen. Zmienne numerowal od 1 do n, a wigc z1,...,n,
zatem przestrzen, w ktérej lezaly te punkty miala wymiar n — 1, a kwadryka,
bedaca hiperpowierzchnia, miala wymiar n — 2. Obecnie panuje tendencja,
zeby zbidr, ktéry badamy, byl ,podmiotem” i jego wymiar oznaczamy jak
najprostszym symbolem: P7”, S, to obiekty wymiaru n.

Segre nazywal plaszczyzna (piano) to, co dzié okreslamy mianem
hiperplaszczyzny (podprzestrzen liniowa kowymiaru 1). Kwadryka oznaczona,
byta przez , symbol za$ S oznaczal przestrzei liniowsa wymiaru takiego, jak
stojacy przy tej literze wskaZnik. Przytaczamy tekst Segre:

Jest jasne, ze gdy w plaszczyZnie stycznej do v w punkcie x wybierzemy
inny punkt y nalezacy do niej i do kwadryki, to prosta laczacay i = lezy
calkowicie na y, inaczej méwigc, takie przecigcia dajg nieskoriczons liczbe
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prostych przechodzacych przez x. Vice versa, jest zupelnie oczywiste, ze
wszystkie proste przechodzgce przez z i styczne do y lezg w plaszczyZnie
stycznej do . Poniewaz wszystkie punkty przestrzeni m-wymiarowej
Sm lezacej na ¢ dadza si¢ polgczyé z punktem z prosts lezaca na o,
wigc cala Sy, jest zawarta w plaszezyZnie stycznej do ¢ w punkcie z,
Jjak to chcielismy udowodnié. To samo zachodzi dla wszystkich punktéw
z przestrzeni Sy, zatem wszystkie plaszczyzny styczne do ¢ zawieraja
Sm. A zatem te plaszczyzny styczne tworza zbidr X, plaszczyzn, a ich
czgscig wspdlng jest pewna Sy,_m_2, ktdra nie jest niczym innym, jak
tylko przestrzenia biegunows do S, wzgledem . Taka Sp__o musi
zawiera¢ owg Sp,, a zatem:

aby przestrzen liniowa wymiaru m byla zawarta w ogélnej kwadryce
w przestrzeni n-wymiarowej jest konieczne i wystarczajgce, by byla
zawarta w swojej przestrzeni S,_m,_o biegunowej wzgledem F.

Musi zatem byé m < n — 2 —m, skad m < (n — 2)/2. Zatem

ogdlna kwadryka nie zawiera przestrzeni liniowych, ktérych liczba

wymiaréw przewyzsza polowe liczby wymiaréw kwadryki.
Zobaczmy, jak inaczej (trudniej, ale elegancko) dowodza tego Griffiths i Harris
(op. cit) :
Odwzorowanie Gaussa

G:F—-P"

przyporzadkowuje punktowi p € F plaszczyzne [przestrzen, przyp. M. Sz.)
styczng T,(F) € P™*. Poniewaz plaszczyzng styczng w punkcie p = [ag, . . ., an]
do kwadryki opisane] przez forme kwadratowa Q(X, X) = E?,j=0 qi; X: X jest

To(F) = (3 aisasXi = 0),
1.3

widzimy wiec, ze odwzorowanie Gaussa. G jest po prostu obcieciem do F
odwzorowania wymiernego P® — P™* okreslonego przez macierz Q. Jezeli F'
jest gladka, to G jest izomorfizmem, a rozmaito$é dualna F* = G(F) c P**
jest znéw gladka kwadryks. Odzworowanie G jest w tym przypadku obcieciem
izomorfizmu liniowego P**! — P™* do F. Rodzina plaszczyzn stycznych do F
wzdluz podprzestrzeni liniowej Ax C F tworzy k-wymiarowa podprzestrzen
liniowg w P™*. Poniewaz w kazdym punkcie A przestrzen styczna do F zawiera,
a co wigcej, obraz G(A) lezy calkowicie w (n — k)-wymiarowej podprzestrzeni
w P"+1* plaszczyzn przechodzacych przez A, wiec

k<n-k,
tzn. k < n/2.

Przeprowadzmy inne poréwnanie. Zobaczmy, w jaki sposéb Segre wyliczyl
wymiar rodziny wszystkich k-plaszezyzn na kwadryce z tym, jak to ,sie robi”
wspdlczesnie (patrz np. [GH], op. cit.). Zachowajmy styl wypowiedzi. Najpierw
Segre (1883):

Dla m < (n — 2)/2 latwo jest zobaczyé, ze kwadryka  istotnie zawiera
nieskoriczenie wiele S,,. WeZmy dowolny punkt x nalezacy do ¢ i dowolny
punkt ' z przecigcia plaszezyzny stycznej z . Prosta S} laczaca z' z x
Jjest zawarta w . Plaszczyzna styczna do ¢ w punkcie =’ przechodzi
przez x i przecina plaszczyzne styczng w z wzdluz S _, zawierajacej
owo Si: nastepnie bierzemy poza nig nowy punkt =" nalezacy do ¢

i faczymy go za pomocg S} z z'. Otrzymujemy S4 calkowicie zawarte w ¢
i przechodzgce migdzy innymi przez punkty z,z’,z". Plaszczyzna styczna
do ¢ w punkcie =" przecina S),_; wzdluz S.,_, (przeciecie plaszczyzn
stycznych w z,z', 2" ) zawierajacej Sj. W czesci wspélnej takiej S.,_, z ¢
znajdujemy nowy punkt ' poza Sj i lgczymy go z S} za pomoca S},
ktéra zawiera z,z’, 2", z"". Kontynuujae, otrzymujemy przestrzenie
liniowe zawarte w , rosnacych wymiaréw. Chcemy rozpatrywad,

ogdlnie, liczbg takich, ktdre przechodzg przez dang S}, zawarta w ,

pod warunkiem, ze k < m. Zauwazmy, ze w tej poprzedniej konstrukcji
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punkt £’ mozemy wybracé na oo™ ? sposobéw, punkt z’ z przeciecia ¢
z plaszczyzna styczng w x mozna wybraé na oo™~ sposobéw, punkt "
z przeciecia @ z plaszczyznami stycznymi w x i £’ mozna wybrad na

oo™~ 4 sposobdw, ..., punkt z(*) na co™ 2% sposobéw, ..., i w koricu
punkt (™) na oo™ 2™ sposobéw. Punkty z,z’,...,z*) wyznaczaja
dang przestrzeri zawarta w o, a lacznie z punktami (*+1) . g(m)

wyznaczaja S;, zawartg calkowicie w ¢ I przechodzaca przez owa S..
Pierwsze punkty mozna wybraé na

oon—2—k—l % 00n—2—k—2 X ... % oo™

réznych sposobéw. Te liczbe trzeba podzielié przez oo™—k™  poniewas
punkty z(*+1) 20 jako dowolne punkty S, mozna wybraé na
oo(m=kIm sposobéw. Otrzymujemy wynik, ze przez dana Si na kwadryce
przechodzi colm—*)(2n=3m=k=5)/2 rzestrzeni S!.. W szczegélnosci,
przyjmujac k = 0 widzimy, ze przez punkt na kwadryce przechodzi
co™(2n=3m=5)/2 §! w niej zawartych. Bezposrednio stad wynika, ze na
calej kwadryce jest co(™+1)(2n=3m=4)/2 honiewas jest co™~? punktéw t,
z ktorych co™ nalezy do S},.

2-m _ oo(m—k)(2n—m—k—5)/2

Jak dowodza tego Griffiths i Harris? W ich rozumowaniu wystgpuja dwa
charakterystyczne motywy wspdélczesnej geometrii algebraicznej. Po pierwsze
yuzmienniamy” nie tylko k-plaszezyzne na Q,, ale i kwadryke: rozpatrujemy
zbiér F wszystkich kwadryk. Poniewaz wymiar przestrzeni form kwadratowych
n 4+ 2 zmiennych jest réwny g, = er-tg)é-’—‘-t‘g—l, wigc kwadryk w (n + 1)-wymiarowej
przestrzeni rzutowej jest dimF = ﬁg—%-"—"'ﬂ — 1. Drugim charakterystycznym
motywem rozumowania jest rozpatrywanie zbioru incydencji. W naszym
kontekscie jest to zbiér ztozony z par (Q, P), gdzie @ jest kwadryka, @ € F, zas
P jest k-plaszczyzna, oraz zachodzi warunek
PcqQ.

Mozemy napisa¢ P C G, gdzie G jest rozmaitoscig Grassmanna G(k,n + 1).
Juz Grassmann wiedzial, ze dim G = (k+ 1)(n — & + 1) i z tego skorzystamy.
Jezeli I oznacza zbidr incydencji, to mamy dwa naturalne rzutowania 7; : I - F
oraz mp : I — G. Zauwazmy, ze wymiar przestrzeni, o ktéra nam chodzi, to
wymiar wldkna ogélnego odwzorowania 1, : I — F. Obliczamy inne wymiary.
Form kwadratowych k + 1 zmiennych jest %ﬂ, zatem wymiar widkna
rzutowania 79 jest réwny réznicy

(n+1)(n+2) _ (k+1)(k+2) 1

2 2 ’

Suma tej liczby i wymiaru bazy, na ktérg sig rzutuje, tzn. G, jest wymiarem

zbioru incydencji I, tzn.
; k+2)(k+3 k+1)(k+2
dimI=(k+1)(n—k+1)+( ks ),)( Rk )2( s )—1.

Poszukiwany wymiar rodziny wszystkich k-plaszczyzn na kwadryce jest zatem

réwny réznicy g

Pozostawiamy Czytelnikowi sprawdzenie, ze wynik Segre zgadza sig z tym
wspdlczesnym, dokladniej, ze réznica polega tylko na oznaczeniach.

Zgodnie z przyjetym éwezesdnie stylem, Segre przedstawia jeszcze jeden

dowdd powyzszego wzoru, a potem podaje jeszcze inny dla kwadryki
parzystowymiarowej () i podprzestrzeni liniowych wymiaru (dim @)/2. Pierwszy
z tych dowodéw nazywa analitycznym. Pisze tak:

Mozemy teraz znalezé analitycznie liczbg przestrzeni S}, zawartych
w ¢, co bedzie sluzy¢ potwierdzeniu dyskutowanych zagadnien. Niech
z,z',...,z") bedzie ukladem n + 1 punktéw, ktére wyznaczaja S...
Aby cala ta przestrzen byla zawarta w g, dla dowolnych wartosci A musi
zachodzié
oAz + Nz’ + ... 4 AN (™) =g,

stad

X20(z) + Np(z') + ... + A™20(z(™)) 4+ 20V p(z,2') + ... = 0.
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Wspélczesny recenzent kazalby to
napisa¢ inaczej. Najpierw obliczamy, ze
rozwigzania ukladu (m + 1)(m + 2)/2
réwnaifi z (m + 1)(n — 1) niewiadomymi
tworzg zbiér wymiaru réwnego réznicy
liczby niewiadomych i liczby réwnat,

a potem od tego musimy odjaé m(m + 1),
uwzgledniajgc fakt, ze wiele réznych
ukladéw punktéw moze generowaé te
samg przestrzefi Sy,.

Segre nie byl pierwszym, ktéry zauwazyl
réznicg migdzy geometrig kwadryki
parzysto- i nieparzystowymiarowej.
Zagadnienie to rozpatrywal juz wczesniej
Veronese. Jak zauwazyl wladnie Segre,

w rozumowaniu Veronese byl blad: na
kwadryce wymiaru 5 jest ,tylko” co®
plaszezyzn dwuwymiarowych, a nie, jak
wyliczyl Veronese, co®. Dzié, gdy sito
recenzenckie jest geste, takie pomytki sie
zdarzajg rzadziej.

Zatem jest

p(z) =0, @)=0, ..., @™)=0,

o(z,2) =0, ..., @™ ™) =0,
Réwnania te wystepuja w liczbie (m + 1)(m + 2)/2 i wyrazajg fakt,
ze m + 1 punktéw z,’,...,z'™ lezg na ¢, a takze, ze sy parami
sprzgzone wzgledem y, czyli sg w plaszezyznach stycznych do ¢ — zgodnie
z rezultatami rozwazaii syntetycznych. Poniewaz punkty z,z', ..., z(m)

mozemy wybraé w dowolny sposéb na szukanej, musimy zatem nalozyé m
warunkéw i w ten sposéb mamy (m + 1)(m + 2)/2 + m(m + 1) réwnai,
podczas gdy liczbg niewiadomych (sg nimi wspélrzedne punktéw) jest
(m 4+ 1)(n + 1). Zatem uklad jest nieoznaczony

(m+1)[(n—1) - (m+2)/2—m] = (m+1)(2n — 3m —4)/2
razy, innymi slowy kwadryka ¢ zawiera oo(m+1)(2n-3m-4)/2
przestrzeni S,,, jak to juz wiedzielismy wczeéniej.

A zatem, na przyklad na kwadryce @, jest 2n — 3 wymiarowa rodzina prostych.
Na @, sa, jak wiemy, dwie ich rodziny: dwie rodziny tworzacych hiperboloidy
jednopowlokowej. Rozmaito$é, ktéra tworzg podprzestrznie liniowe wymiaru m
na Qopm,.

Twierdzenie. Jezeli n = 2m + 1 jest liczbg nieparzystq, to Q, zawiera
nieprzywieding rodzing m-plaszczyzn i wymiar tej rodziny jest réwny

(m+ 1)(m + 2)/2. Jezeli n = 2m jest liczbg parzystq, to Q, zawiera dwie
nieprzywiedine rodziny m-plaszczyzn i wymiar kazdej z nich jest réwny m(m +

1)/2.

Segre nie mial formalnej definicji ,nieprzywiedlnoéci” czy ,nieredukowalnoéci”
zbioru algebraicznego, ale rozumial to twierdzenie bardzo dobrze. Sformulowanie
nie wymaga tlumaczenia: '

In una quadrica generale nello spazio ad n — 1 dimensioni stanno solo
degli spazi lineari il cui numero delle dimensioni & al piti uguale ad
(n—3)/2 o0 ad (n — 2)/2 secondo che n & impari o pari; nel 1° caso vi sono
cor=D(=1)/8 G . 0, nel 2° caso sono co™(n=2)/8 S(n-2)/3 formanti due
sistemi.

Zanalizujmy ten tekst dla parzystego wymiaru. Gdy kwadryka jest polozona

w przestrzeni wymiaru n — 1, to sama ma wymiar n — 2. Zatem n ze
sformulowania Corrado Segre jest réwne 2m + 2 ze sformulowania Griffithsa

i Harrisa. Punkt 2° wyjadnia wtedy, ze gdy n (a wiec i n — 2) jest liczba
parzystg, to sg dwa systemy, ,formowane” przez dwie rodziny wymiaru

n(n —2)/8 = (2m + 2)2m/8 = m(m + 1)/2. Wynik Segre jest wiec taki sam, co
Griffitha i Harrisa.

9. Metoda rzutowania srodkowego

Panuje obiegowa, ale poniekad stuszna opinia, ze wloska szkola geometrii
algebraicznej nie mogla osiaggnaé wigcej, gdyz nieznane bylo wtedy pojecie
(ko)homologii. Dzisiaj zbadanie relacji zachodzacych w pierécieniu kohomologii
Jjest waznym ogniwem badania geometrii danej rozmaitosci. Przypomnimy,

ze dla rozmaitosci algebraicznej X — product okreéla w sumie prostej grup

@ HP(X, Z) strukture piericienia. Dla X = P™ generatorami grup kohomologii
w kolejnych parzystych wymiarach sa klasy podprzestrzeni P*, k =0,...,n.
Relacje w pierécieniu sg proste: jezeli Hy jest klasg przestrzeni kowymiaru k,
to HyHi = Hiyy dla k+ 1 < n, a H H; =0, gdy suma k + | przekracza n. Segre
dowodzi wzoru, ktéry nalezy uznaé za najbardziej istotny dla opisu pierécienia
H*(Q, Z). Oczywiscie Segre ani nie uzywa tych pojeé, ani tak naprawde nie
bada struktury tego pierscienia. Nie antycypuje zatem pézniejszych badan.

W czasach mlodoéci Segrego rozwijano intensywnie nows metode badawcza:
rzutowanie srodkowe. Oczywiscie samo pojecie jest znaczne starsze, ale
zastosowanie do badai zbioréw algebraicznych pochodzi z prac Noethera
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Np. w dysertacji Feliksa Kleina Uber
Liniengeometrie und metrische
Geometrie, Math. Ann, 5, p. 257.

Segre nazywa to twierdzeniem Chaslesa
i cytuje jego prace Propriétés générales
des courbes gauches traché es sur

Uhyperboloide, Compt. Rend. 53 (1861).

i Kleina, a potem Veronese i innych. Zobaczmy, jak Segre zastosowal ja do
udowodnienia wzoru na liczbe punktéw wspélnych dwéch systeméw liniowych na
kwadryce. Przytoczmy najpierw poczatek §4, zatytulowanego Applicazaioni della
proiezione centrale alla geometria su una quadrica. Nuovi teoremi rigurdanti
questa geometria.

W badaniach nad geometrig kwadryki wigcejwymiarowej wielce
pozyteczna jest metoda projekcji centralnej (rzutowania z punktu). Niech
bedzie dana kwadryka ¢ wymiaru n — 2, o ktérej zakladamy, ze nie jest
osobliwa. W przestrzeni liniowej S wymiaru n — 1, w ktérej zawarta jest
rzeczona kwadryka, wybieramy dowolnie plaszczyzne, czyli przestrzen S

o n — 2 wymiarach oraz ustalony punkt P na kwadryce, lecz polozony
poza S. Eaczymy ten punkt za pomoca (prostych) S ze zmiennymi
punktami M kwadryki . Kazda taka prosta przebija S w punkcie M.

W ten oto sposob dostajemy projekcje centralna kwadryki w ten sposéb,
ze kazdemu punktowi M na y odpowiada punkt M na S i odwrotnie,
kazdemu punktowi M na S odpowiada na ogé! jedyny punkt M na .

W tej odpowiedniodci sa jednak elementy wyjatkowe. Rozpatrzmy oto
plaszczyzne ¢ styczna do ¢ w punkcie P oraz jej czes¢ wspding I wymiaru
n —3 z S. Punkty lezace na I nie maja jednoznacznie przypisanych
odpowiednikéw na . Rozpatrzmy kwadryke C wymiaru n — 4, wzdluz
ktorej I przecina . W odpowiedniosci miedzy punktami kwadryki

(n — 2)-wymiarowej ¢ i (n — 2)-wymiarowej przestrzeni liniowej S,
punktowi P na y odpowiadajg na S wszystkie punkty przestrzeni liniowej
I wymiaru n — 3, ktére to punkty w pewien sposéb reprezentuja kierunki
na kwadryce w punkcie P. Wsréd punktéw na I sg i takie, ktére lezg

na kwadryce C wymiarun — 4 w S. One odpowiadajg nie jednemu
punktowi, lecz wszystkim punktom prostej przechodzacej przez P. Jezeli
rozpatrzmy na ¢ przestrzefl algebraiczng dowolnego stopnia i wymiaru 59
nie przechodzacg przez P, to odpowiada jej na S przestrzen algebraiczna
S¢ tego samego stopnia i wymiaru.

Nastepnie dowodzi:

Niech S,(.t ™) bedzie zbiorem algebraicznym zawartym w kwadryce ¢
wymiaru 2p, ktéry przecina ogélny generator pierwszego systemu w |
punktach, a ogélny generator drugiego systemu w m punktach. Niech
S,(,rm') bedzie zbiorem algebraicznym zawartym w kwadryce p, ktéry
przecina ogélny generator pierwszego systemu w [’ punktach, a ogdlny
generator drugiego systemu w m’ punktach. Wéwczas S{™ i SE™) ma ja
Im' + UI'm punktéw wspdélnych, gdy p jest liczba nieparzysta, zas ll' + mm/
punktéw wspdlnych, gdy p jest liczbg parzysta.

Oméwimy ten znakomity dowéd Segrego. Oznaczmy szukang liczbe przez X,,.
Rzutujemy kwadryke Q z punktu P € @) na podprzestrzen liniowa S. Rzuty
zbioréw SI™ i .S',(f i sg zbiorami algebraicznymi stopni odpowiednio [ + m
oraz I’ + m'. Zatem przecinaja si¢ w (I + m)(!' + m’) punktach. Nie znaczy to,
Ze S,(fm) i S,(f'm') maja tyle punktéw wspdlnych, trzeba bowiem pamietaé, ze
rzutowanie nie jest jednoznaczne na I. A zatem od (I + m)(l’ + m’) trzeba odjaé
liczbe punktéw wspdlnych tych systeméw na C. Ta kwadryka jest wymiaru o 2

. mniejszego niz ¢, zatem wymiar jej jest rowniez parzysty. Mamy zatem wzor

indukeyjny

Xp=(U+m)({l' +m') — Xp-1.
Wynika stad, ze X, = X,—2. Wystarczy wigc obliczyé X, oraz Xj, czyli
liczbe punktéw wspdlnych odpowiednich systeméw w kwadryce wymiaru
2 i w kwadryce wymiaru 4. Wzér dla kwadryki wymiaru 2 wynika wprost
z relacji (*) napisanych wyzej. Dla wymiaru 4 korzystamy z interpretacji
kwadryki jako przestrzeni parametryzujacej rodzine linii prostych w przestrzeni
wymiaru 3. System Sﬁ‘"‘) to rodzina zlozona z | pgkéw prostych (to znaczy
zbioréw prostych przechodzgcych przez ustalony punkt) i rodzina prostych
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lezacych na m plaszczyznach. To samo dotyczy drugiego z tych systeméw.
Jezeli pierwszy z systeméw sklada sig z prostych przechodzacych przez jeden

z punktéw z,, 3, ..., T, oraz z prostych lezacych na jednej z plaszczyzn
51,54, ...,S5m, a drugi odpowiednio z prostych przechodzacych przez jeden

z punktow y1,¥2,...,¥}, oraz z prostych lezacych na jednej z plaszczyzn

T, Ts,...,T,,, to systemy maja nastgpujace elementy wspélne: proste laczace
x; 2 y; oraz wspélne krawedzie plaszczyzn S; i T; — lacznie I’ + mm’ punktéw.

Segre pisze dalej, ze ta odpowiednio$¢ miedzy punktami kwadryki a punktami
przestrzeni liniowej ma una grandissima importanza. Uzywa jej do
wyprowadzenia (po raz trzeci!) liczby przestrzeni SEH_Q) /2 zawartych w kwadryce
nieosobliwej parzystego wymiaru n. W dowodzie tym (Segre, op. cit, §4.)
wykorzystuje si¢ ten sam pomysl, co i w rozumowaniu przedstawionym ponizej:
za pomocg rzutowania dochodzi sie do wzoru indukcyjnego.

10. Peki kwadryk i twierdzenie Weierstrassa

Bardzo wartosciows czescig pracy Segre jest interpretacja geometryczna
twierdzenia Weiestrassa o réwnowaznosci pgkéw kwadryk i szczegélowa

ich klasyfikacja w wymiarach 3 i 4. Pekiem kwadryk nazywamy system

AP + pQ, gdzie P i Q sg kwadrykami (formami kwadratowymi), za$ A oraz
p — parametrami. Czgs¢ wspélna kwadryk P i Q jest rozmaitoscig stopnia 4
(kwartyka). Zawiera ona wszystkie punkty bazowe systemu.

Kwadryka ma tylko jeden niezmiennik rzutowy: rzad (geometrycznie: wymiar
zbioru osobliwosci). Dwie kwadryki tego samego rzedu sg liniowo réwnowazne
(to znaczy mozna przeksztalcié jedna na druga za pomoca przeksztalcenia
liniowego o niezerowym wyznaczniku). To juz w czasach Segre bylo $wietnie
znane. Klasyfikacja pekéw kwadryk jest zadaniem o wiele trudniejszym.
Rozwiazal je Weierstrass wprowadzaja pojecie ,dzielnikéw elementarnych”.
Segre nie tylko wyjasnil znaczenie geometryczne rozwazan Weierstrassa, ale —
dzieki tej nowej interpretacji — stworzyl bardzo ladny opis geometryezny takich
pekow.

Niech A i B oznaczaja macierze symetryczne n na n, odpowiadajace

(m — 1)-wymiarowym kwadrykom P i Q. Dla pewnych stosunkéw A/u kwadryka
AP + pQ jest osobliwa; réwnowaznie, rzad macierzy AA + uB jest mniejszy

niz n, niech rzad ten bedzie réwny n — h + 1. Poniewaz kazdy podwyznacznik
Jjest kombinacja liniowa wyznacznikéw mniejszego rzedu, wiec jezeli X' /u' zeruje
wszystkie wyznaczniki rzedu n — h + 1, to zeruje tez wyznaczniki wyzszych
rzedéw. Oznaczmy - zachowujac oznaczenia Segrego — przez I, 1, 1", ... 1(A=1)
krotnosci dywizora A/u — X' /i’ w wyznacznikach kolejnych kowymiaréw. Mamy
I2U'20">...21l(h-1), ciag kolejnych réznice = —{', &' =V = 1", ...,
e(h=1) = |(*=1) gktada sig z liczb nieujemnych. Kolejne potegi (\/p — X' /u')e
Weierstrass nazwal dzielnikami (dywizorami) elementarnymi i wykazal, ze peki
kwadryk sa réwnowazne liniowo wtedy i tylko wtedy, gdy maja te same dzielniki
elementarne. Segre nazwal zespé! liczb

"), ¢, T

(e2,€,...,€5 (e2,€5,...,€5
charakterystyka peku i podal jej interpretacje w terminach dotyczacych
geometrii kwartyki bazowej peku, np. typ (1,1,1,1...1) odpowiada pekowi
generowanemu przez y_, Aiz? i Y, p;z? oraz kwartyce nieosobliwe;.

! (
(elaeh"':el

Suma wszystkich liczb wystepujacych w charakterystyce pgku jest réwna n,
zatem dla malych n mozna pokusié si¢ o analize wszystkich przypadkéw. Na
przyklad dla n = 4 (czyli kwadryki wymiaru 3) mamy 13 mozliwoéci:

(1,1,1,1),(2,1,1),(3,1),(2,2), (4);

[(13 1)1, 1]: [(2a 1),1],((1,1),2}, [(3, D], [(2,2)};

[(1,1), (2, 1);

((1,1,1),1},((2, 1, 1)},
ktére Segre dokladnie analizuje, piszac ze jest to dokladniejsze przedstawienie
znanych juz wynikéw. Nastepnie przechodzi do przypadku czterowymiarowego.
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11. Systemy wzajemnie odwrotne

Ta interesujgca wlasnoéé kwadryki jest dzisiaj zapomniana. Segre podaje
nastepujace okreslenie: dwa systemy liniowe wymiaru m — 1 w przestrzeni
wymiaru n — 1 s3 wzajemnie odwrotne, jezeli kazdemu punktowi pierwszego
systemu odpowiada (m — 2)-wymiarowy podsystem drugiego i na odwrt,
kazdemu punktowi drugiego systemu odpowiada (m — 2)-wymiarowy podsystem
pierwszego. Ujmujac rzecz precyzyjnie, system

A1U1+/\2U2+...+/\mUm =0
nazywa si¢ odwrotnym do

pVi+paVa+ . 4 Vi =0
gdy istnieje macierz A = [aix), taka, Ze E:‘J aixAipk = 0.

Symbole U; i V; oznaczaja funkcje opisujace podrozmaitosci kowymiaru 1.
Niezbyt trudnym zadaniem z algebry liniowej jest:

Znalezé miejsce geometryczne punktéw z nalezacych do jednej
z podrozmaitosci U; i wszystkich Vj.

Odpowiedz: Réwnaniem tym jest

o Uy U ... Un
Vi an a2 ... 0im
V2 a a2 ... Agm | = 0.

Vim Gm1 @m2 ... Gmm
Na przyklad, gdy U; = V; = z;, A jest zas macierza jednostkows, to wartoscia
tego wyznacznika jest — Y r_; z7. Widzimy zatem, ze kwadryka ta moze by¢
zrealizowana jako miejsce geometryczne punktéw odpowiadajacych dwom
systemom odwrotnym (hiper)plaszczyzn, w sensie jak napisaliSmy wyzej.

Zbiorem punktéw bazowych systeméw nazywamy zbiér punktéw nalezgcych do
wszystkich rozmaitosci tego systemu; na przykiad punktem bazowym peku
prostych na plaszczyznie jest punkt wyznaczajacy ten pek. Jezeli 2m 2 n, to
dwa systemy wzajemnie odwrotne (hiper)plaszczyzn stopnia m — 1 nie majg
punktéw bazowych, a gdy 2m < n, to zbiorem tych punktow bazowych jest
przestrzeh liniowa S wymiaru n —m — 1, zawarta w kwadryce, ktérg te systemy
generuja. Latwo zauwazyé, ze zbiér punktow bazowych systeméw odwrotnych,
generujacych dang kwadryke, lezy na tej kwadryce.

Segre dowodzi interesujacego faktu, w pewnym sensie odwrotnego do
poprzedniego stwierdzenia. Mianowicie, ze dana kwadryka moze byé otrzymana
z systeméw odwrotnych plaszczyzn o zadanym zbiorze punktéw bazowych.
Dokladniej, dla kazdej przestrzeni linowej S wymiaru n —m — 1, zawarte]

w kwadryce g, istnieja takie systemy odwrotne, ktére generujg ¢ i ktérych
zbiorem punktéw bazowych jest S.

Teoria grup w czasach Segre byla dobrze rozwinigta, ale ,program Kleina”
najwyrasniej nie ugruntowal sie jeszcze w §wiadomosci matematykéw. Segre
oblicza wymiar grupy ortogonalnej, nie uzywajac explicite tego pojecia. Oblicza
on, ,ile” jest ukladéw n punktéw, z ktérych kazdy jest biegunowy do kazdego
(wzgledem kwadryki danej). Ladne rozwazania prowadzg do wyniku:
n(n—1)/2 + h(h — 1)/2, gdzie h jest wymiarem zbioru punktéw osobliwych
kwadryki. Wobec tego jest n(n — 1)/2 + h(h — 1)/2 razy nieskoficzonoéé
sposobéw przeprowadzenia kwadryki w siebie. Segre zauwaza, ze jest to
wiecej, niz liczba przestrzeni liniowych § wymiaru n —m -1, gawartych

w kwadryce, zatem istotnie kazdg kwadryke da sig otrzymaé za pomoca
systeméw odwrotnych o z gory zadanym locusie punktéw bazowych. Oblicza
takze, ile jest takich systeméw.

12. Kwadryka dzisiaj

Co sie tyczy samej geometrii kwadryki, praca Segrego byla bardzo kompletna.
Dzisiaj znamy oczywiscie rézne niezmienniki topologiczne kwadryki, jej grupy
(ko)homologii i pierécien kohomologii.
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Tematyka ,kwadryki” nawet dzisiaj nie jest zamknietym rozdzialem geometrii
algebraicznej. W péZnych latach siedemdziesiatych ubieglego wieku odkryto
bowiem bardzo interesujgce zwigzki miedzy algebraiczng teoriag wigzek
wektorowych (gldéwnie: konstrukcja przestrzeni moduli) a klasycznymi
zagadnieniami geometrii algebraicznej XIX wieku. Okazalo sig, ze wlasnosci
wiazek wektorowych bardzo scisle wiaza sig z geometria przestrzeni, na ktorej
s okreslone.

Najwazniejszg kwadryka jest polozona w rzutowej przestrzeni pieciowymiarowej
kwadryka Kleina Q4. Parametryzuje ona zbiér wszystkich linii prostych w P3,
zatem jej badanie jest réwnowazne z badaniem konfiguracji linii prostych

w przestrzeni tréjwymiarowej. Cze$é wspélna Q4 i hiperplaszczyzny w P3

jest nazywana liniowym systemem linii prostych (linear line complex). Takie
systemy byly juz dobrze zbadane w poczatkach ubieglego wieku, a dokladniejsze
informacje znajdzie Czytelnik np. w ksigzce Griffithsa i Harrisa. Wiele wiemy
tez o kongruencjach malych stopni, to znaczy o klasyfikacji powierzchni
polozonych na kwadryce Kleina. Bardzo ciekawe sg zwigzki migdzy geometrig Q4
a geometrig przestrzeni moduli algebraicznych stabilnych wiazek wektorowych
rangi 2 o klasach Cherna ¢; =0, ¢ = 1 (sa tak zwane wiazki korelacji zer).

Czesto zbiér linii prostych na rozmaitoéci algebraicznej X nazywa sie
rozmaitoscig Fano, F(X), od nazwiska matematyka wioskiego Gino Fano.

Jest zrozumiale, ze F(Q2) = P; UP; (dwie kopie prostej rzutowej) Wiadomo,
ze F(Q3) ma naturalng strukture tréjwymiarowej przestrzeni rzutowej. To
wiedziano juz na przelomie wiekéw XIX i XX, a z rozwijanej intensywnie teorii
Mori mozna otrzymaé zadziwiajace opisy niektérych F(X), jak réwniez dowéd
znanej Grassmannowi zaleznodci, ze F(P3) = Q.

Zauwazmy ciekawsg rzecz:
Kazde zanurzenie kwadryki wymiaru 3 w kwadryke wymiaru 4:

Q3 C Qq,

wyznacza izomorfizm 7 czterowymiarowej przestrzeni liniowej V

na V* taki, ze dla kazdego = € Q4 zachodzi = € i(z). Wyznacza takze
utozsamienie F'(X) z przestrzenia tréjwymiarows P3.

Dowéd I (,,dziewigtnastowieczny”). Niech V' oznacza przestrzen afiniczng,
ktérej projektywizacja jest P3. Przy zanurzeniu Q3 C Q4 prosta L jest
zawarta w dokladnie dwéch plaszczyznach Py, Pz, pochodzacych z dwéch
systeméw tworzacych na Q4. Niech P, = {Ic P3:z€el}, B ={lCP3:
! ¢ P}. Wéwczas odpowiedniogé L — z okreéla izomorfizm F(Q3) na P3,
za$ odpowiednioéé L — P okresla izomorfizm F(Q3) na P3".

Dowdd II ( ,wspélezesny”, szkic ). Rozpatrzmy wigzke spinorowa S na
Q3. Jest to wigzka stabilna rangi 2, o klasach Cherna ¢; =1, e = —-1.
Na kazdej prostej L C Q3 mamy S|L = O & O(1). Projektywizacja P(S)
jest rozmaitoécig Fano wymiaru 4. Mozna wykazaé, ze system liniowy §;
definiuje odwzorowanie P(S) w P3 i e jest to kontrakcja w sensie teorii
Mori. Poniewaz S|L = O & O(1), wige w projektywizacji 7 : P(S) — Qs
istnieje krzywa I, ktéra przeksztalca sig izomorficznie na [. Musi byé ona
zatem $ciagnieta do punktu przez odwzorowanie wyznaczone przez system
liniowy £g.

Do badan nad ,geometrig kwadryki” zaliczy¢ mozna tez prace poSwigecone
przestrzeniom moduli algebraicznych wigzek wektorowych na niej. Z ,praktyki
matematycznej” wynika bowiem, ze wiedza o tym, jakie wiagzki wektorowe
moga istnie¢ na danej rozmaitosci, moze dawaé ciekawe informacje o geometrii
tej rozmaitosci. Wspomnimy tu wynik o tym, ze struktura przestrzeni moduli
stabilnych wigzek rangi 2 o klasach Cherna ¢; = 0, ¢ = 2 na @3 daje si¢ opisaé
w terminach geometrii symplektyczno-symetrycznej na P2 to znaczy geometrii
przestrzeni P3, w ktérej dane s3 dwie formy: kwadratowa (symetryczna)

i symplektyczna (skosnie symetryczna).

Segre mogt tylko wyliczyé wymiar rodziny przestrzeni liniowych zawartych
w @Q,. Pytanie o strukture algebraiczna tego zbioru jest znacznie pézniejsze.
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Rozmaitoé¢ parametryzujaca jedng z rodzin przestrzeni liniowych wymiaru
(dim @Q)/2 nosi miano rozmaitosci spinorowej i jest dosé¢ dobrze zbadana.

Dodatek
Wspéblrzedne Pliickera jako éwiczenie z algebry liniowej dla studentéw.

Niech L = L(a,b) bedzie linig prosta przez dwa punkty a = (ao, a1, az, a3) € P3,
b = (bo, b1, b2,b3) € P3. W jezyku pakietu Mathematica funkcje, zwracajaca (jak
to mawiajg informatycy) wspélrzedne Pliickera prostej moze byé

pPlucker[{p_, q_}] :=

Flatten[Minors [{Table [p[[jl], {j.1,4}], Table [q[[j]1],
{j.1,4}1}, 211

Procedura wyznaczajaca prostg, gdy dane s jej wspéirzedne Pliickera. jest
prosta [{ p_{01}_, p_{02}_, p_{03}_, p_{iQ}_, p-{13}_, p_{23}_}] :=

NullSpace %[ {{0, p_{23}, -p_{13}, -
p-{12}}, {p_{23},0,-p_{03},p_{02}}, {p_{13},-p_{03},0,p_{01}},
{p_{12},-p_{02},p_{01},0}}]

i mozna poprosi¢ komputer o sprawdzenie, ze tak jest naprawde.
Kiedy dwie proste si¢ przecinaja?

czyprzecinal {p_,q_}1] :=

If [p.(Times[ {1,-1,1,1,-1,1},Reverselq]l])==0, True, False ]

Nastgpujaca za$ funkcja podaje réwnanie (dokladniej: forme liniows) opisujaca
hiperptaszczyzne zlozong z prostych przecinajacych prosta (o wspélrzednych
Pluckera) p.

przecina(p_] :=p.{p_{23}, -p_{13}, p_{12}, p_{03}, -p_{02}, p_{01}}

Mozna ,poprosi¢” komputer o wyznaczenie prostych przecinajacych cztery
dane, moznsa komputerowo badaé¢ wlasnosci systeméw liniowych. Mozna uzyé
programu Macaulay do ,wyprowadzenia” réwnania kwadryki Kleina i prowadzié
wiele innych badail, ale geometrie kwadryki da. si¢ jeszcze ogarnaé ,Jludzkim”
okiem i umyslem. o
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