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W zadaniach optymalizacji i teorii gier zdarza sig, iz nie udaje sie wyznaczyé
rozwigzania w zadanej klasie strategii. Randomizacja jest wéwczas jednym

z mozliwych rozszerzen klasy strategii prowadzacym do rozwigzania zadania. Dla
ilustracji tego problemu rozpatrzone zostang zagadnienia ze skonczonym zbiorem
strategii.

1. Zadania optymalizacji ze skoficzonymi zbiorami decyzji
1.1. Model 1

Rozwazmy skoficzony zbiér na prostej S = {s1, $2,...,sx} C R i funkcje

f: 8 — R. Elementy zbioru § nazywaé¢ bedziemy strategiami. Na poczatek
zajmiemy si¢ zadaniem maksymalizacji funkeji f(-) na S. Istnieje element s* € S
taki, ze

(1) f(s*) = max f(s).
Niech
K
(2) S ={p=(p1,p2,..-,PK): Zpi =hpp20d=12...K}
i=1
Oznaczmy
K
(3) Esf(S) = pif(ss).
i=1

Liczbg f* = sup;eg E5f(S) nazywaé bedziemy wartoécig rozszerzonego zadania. °
maksymalizacji funkeji f(-).

Lemat 1. Spelniona jest réwnosé f* = f(s*).

Proof. Poniewaz S C &, wigc sup,cs f(s) < f*. Z drugiej strony
f* = supzeg Esf(S) < f(s*), bo p; 2 0. O

Oznacza. to, Ze rozszerzenie zbioru strategii S do zbioru strategii
zrandomizowanych & nie pozwala na powigkszenie wartosci zadania
maksymalizacji. Interpretacja randomizacji w tym przypadku moglaby byé
taka, ze wielokrotnie powtarzamy pewien zaklad i w zaleznodci od stawki s € S
otrzymujemy wyplate f(s). Zastosowanie strategii § polega na tym, ze stawke s;
stosujemy w p; * 100% przypadkéw, i =1,2,...,K.

1.2. Model 2

Rozpatrujemy zbiory strategii jak w podrozdziale 1.1. Okreslimy funkcje celu
f : [min(S), max(S)] — R. Niech

(4) = Sup f(E3S).

Przy tym pode_]scm moze zdarzyé sig, ze f(s*) < f“._ Ponadto, istnieje p*,
skupiona na co najwyzej dwéch punktach, taka, ze f* = f(Ez.S).

Przyktad 1. Niech S = {-1,—-1,1,1} i niech f(z) = —2?, dlaz € [-1,1].

Mamy wéwczas s* = 5 lub s* = -5 Wartos¢ zadania maksymalizacji opisanego
w podrozdziale 1.1 wynosi f(s*) = —% = f*, natomiast f* wynosi0,

=(0,3,3,0) b p* =(3,0,0, 3). Jest wigcej strategii losowania dajgcych
'wartosc problemu 0, np. p* = (3,0, 2,0).

Podane przyklady modeli podejmowania decyzji maja na celu przyblizenie
pojecia randomizacji decyzji i strategii zrandomizowanej. Zrandomizowane
strategie maja duze znaczenie w modelach gler strategicznych. Ograniczymy sie
tutaj do gier dwuosobowych.
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2. Gry skonczone

Matematyczne modele teorii gier strategicznych powstaly w latach trzydziestych
XX wieku. Za twdrce matematycznej teorii gier uwaza sig J. von Neumanna.
Pierwszg monografia teorii gier byla ksigzka von Neumanna i Morgensterna [5].
Inne opracowania tej tematyki mozna znalezé w ksigzkach G. Owena [6],

J. Grenia [1] czy tez popularnym opracowaniu M. Malawskiego, A. Wieczorka

i H. Sosnowskiej [2]. Gry strategiczne sg modelem wielu sytuacji konfliktowych,
w ktérych wystepuja strony dazace do przeciwstawnych celéw. Strony te
nazywamy graczami, a rezultat konfliktu wygrana jednej ze stron. W grze moze
wystepowaé dwdch lub wigcej graczy. Gre, w ktérej wystepujg dwaj gracze
nazywamy grg dwuosobowa. Ograniczymy sie tutaj do takich gier.

Podstawowymi pojeciami teorii gier sg: strategie graczy oraz funkcja wyplaty

w grze. Jesli zbiory alternatywnych akeji graczy sg skoficzone, to méwimy o grze
skonczonej. Funkcja wyplaty gry, to przyporzadkowanie kazdemu wybranemu
przez graczy ukladowi akcji wyplaty przypadajacej kazdemu z nich. Warunki gry
— zbiory strategii i funkcje wyplaty — sg znane graczom.

Definicja 1. Gra G w postaci normalnej nazywamy czwérke (81,82, f1, f2),
gdzie 81 i 87 sg ustalonymi zbiorami strategii odpowiednio gracza 1i 2,
a fr:81 x8 — R, k=1,2, sa funkcjami wyplaty graczy.

Jesli zbiory strategii sg skonczone, to wygodng formg zapisu funkeji wyptaty
sa macierze. Niech ai; = fi(s],s3) i by = fa(s},83), i =1,2,...,181],
i=1,2,...,|52|, gdzie s* € Sk, a |Sk| jest liczba elementéw w zbiorze Sk,

k = 1,2. Wéwczas postaé¢ normalng gry mozemy zapisaé¢ nastepujgco:

(81,82, A, B), gdzie A = (ai;), B = (bi;) i nazywaé gra dwumacierzows. Jesli
B = —A, to méwimy, iz gra jest o sumie zerowej, gdyz przy kazdym wyborze
strategii przez obu graczy suma ich wyplat jest réwna zero. Postaé normalna
tej gry to trojka (51,82, A), a A nazywamy macierza gry. Analiza gier o sumie
zerowej jest prostsza i od tej klasy gier zaczniemy rozwazania.

2.1. Gry macierzowe o sumie zerowej

Przyklad 2. Gra G polega na tym, zZe dwaj gracze 1 i 2 zapisujg jednoczesnie,

w tajemnicy przed sobg, jedna z trzech liczb: 1,2,3. Jezeli suma wybranych liczb
jest parzysta, to gracz 2 placi pierwszemu te sume. Przy sumie nieparzystej gracz
1 placi drugiemu sume zapisanych liczb. Macierz wyplat w tej grze ma postaé:

Decyzje gracza 2— | 1| 2| 3
Decyzje gracza 1 |
(5) 11-2] 3|4
: 2 3|-4| 5
3(-4]| 5|-6
Analizujac ten przypadek, jak i w innych grach dwuosobowych o sumie zerowej,
zakladamy, iz obaj gracze sa rozumnymi i antagonistycznie nastawionymi do
siebie przeciwnikami. Obaj daza do wyboru mozliwie najlepszej strategii i zdaja
sobie sprawe, ze przeciwnik bedzie robit to samo. To oznacza, ze kazdy z graczy
bedzie wybieral najostrozniejsza strategie, czyli najlepsza odpowiedZ na strategie
najlepszg dla przeciwnika.

Sprecyzujemy pojecie rozwigzania gry w nastepujacej (patrz (6] lub [1] w celu
uzupelnienia brakujacych szczeg6iéw) definicji.

Definicja 1. Dla gry G = (51, 82, A) wprowadzamy nastepujace pojecia:
1. liczbe
2

(6) v; = max min fl(s},sj) =

ij
83 ES_[ 8? 652

max min a
1£i<]81|1£5<]8a|

nazywamy dolng wartoscia gry, a strategie s}, € S) taka, ze

vy = min,ges2 fl(s}o,sﬁ) nazywamy maksyminows;
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2. liczbe

7 vy = min max s
( ) 3?652 82651 fl(

1

“S?) =

min  max a;
15182 15:5|S5|
nazywamy gorna wartoscia gry a strategie s?o € &, taka, ze
v = maX,ies, fi(s},s?)) nazywamy minimaksows;

3. jesli zachodzi réwnoéé vy = v = v, to méwimy, ze gra ma wartosé, a liczbg v
nazywamy wartoscig gry.

4. jesli gra skonczona ma wartoéé, to pare strategii s!* € S, i 82" € §;
odpowiadajaca wartosci gry nazywamy odpowiednio strategia optymalng
gracza 1 i strategig optymalna gracza 2;

5. dla gry macierzowej wartoscig gry jest punkt siodlowy macierzy gry A, czyli
element a;. ;- macierzy A o wlasnosci:

(8) [ S Qi = S Qij» 5.
Wyznaczenie strategii optymalnych gracza 1 i gracza 2 oraz wartoéci gry v
nazywamy rozwigzaniem gry.

Rozwiazanie gry skoficzonej nie zawsze istnieje. Jest to zwigzane z tym, ze punkt

siodlowy macierzy n x m rzadko istnieje. Pokazano w [7], [8] (Autor dziekuje

dr Andrzejowi Dabrowskiemu za wskazanie tych artykuléw), ze jesli elementy

macierzy sg obserwacjami niezaleznych, o jednakowym rozkladzie typu cigglego

zmiennych losowych, to prawdopodobienstwo wystapienia punktu siodlowego

w takiej macierzy wynosi min!/(m +n — 1)L

Przyklad 3 (c.d. przykiadu 2). Wartosé dolna v; = —4, a wartesé gérna vy = 5.

Mamy tutaj vy # vo. Oznacza to, Ze warto$é gry zgodna z definicjg 1. nie istnieje.

Sposobem na rozwiazanie problemu istnienia wartosci gry i strategii
optymalnych dla obu graczy jest rozszerzenie zbioru strategii tak, jak w (2).

Definicja 3. Jedli gra G = (51, S, f) jest gra skonczong, to gre I' = (&, 62, K),

gdzie
SN pigif(sl,sd)

s}ESls;’.ES:
> D pigjes
1<i<181] 1< <182

nazywamy mieszanym rozszerzeniem gry G. G, oraz G sg zbiorami wszystkich
zrandomizowanych strategii gracza 1 i 2, odpowiednio.

K(p,q) = E,q f(51,52)

Podobnie jak dla gry G, dla jej mieszanego rozszerzenia I' definiowana jest
wartos¢ dolna i wartoéé gorna. Zbiory strategii G;, 1 = 1,2 sa zbiorami
nieskoficzonymi. Oznaczmy ki = inf; sup; K (5, §) oraz kg = inf; sup; inf; K (5, §).
Ze wzgledu na to, iz zbidr strategii czystych spelnia S; C 6;, « = 1,2, mamy
Lemat 2.

vy S ky < kg <o
J. von Neumann (4] pokazal, ze
Twierdzenie 1. Dla kazdej gry skoriczonej G jej mieszane rozszerzenie I' ma
wartosé.

Zatem w tym przypadku losowo$é jest dobrym sposobem na usuniecie
problemu braku wartosci gry. Strategie optymalne gracza 1 i 2 mozna wyznaczyé
przez sformulowanie odpowiedniego zadania programowania liniowego

i programu dualnego do niego.

Przyklad 4 (c.d. przykiadu 2 i 3). W celu wyznaczenia strategii optymalnej
w grze mieszanej zwigkszamy elementy macierzy wyplat (5) tak, aby wartosé gry
byla dodatnia. Dodajgc 2 otrzymamy macierz wyplat gracza 1

0 5| -2
51 -2 7
-2 7| -4
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Jesli gracz 1 stosuje strategig s1, to stosujgc strategie § gracz 2 przecigtnie traci
5ga — 2q3 1 musi wybrac taki rozklad g, aby 5q; — 2q3 < v, gdzie v jest wartoécig
mieszanego rozszerzenia gry. Analiza taka prowadzi do nastepujgeego zadania
programowania liniowego:
min v
5¢2—2q3 <w
Sq1— 2¢2+7¢3 <
-2+ Tg2—4g3 <
@120 ¢20 ¢20
Qa+ g2+q3 =1
Rozwigzaniem tego zadania programowania liniowego jestv =2 iq = q3 = %,
g2 = % Ze wzgledu na symetrie macierzy wyplat strategia optymalna gracza 1
jest taka sama jak gracza 2. Wartoéé wyjsciowego mieszanego rozszerzenia gry
o macierzy wyplat (5) jest rowna 0.

Dla gier macierzowych o sumie zerowej (patrz takze [3]), gdy zbiér strategii
S = {s1,52} jest dwuelementowy, a macierz gry ma postaé

' al|b
cl|ld

(9) A=

otrzymujemy

Twierdzenie 2. Dla gry dwuosobowej o sumie zerowej z macierzg gry (9) przez
bezposrednie sprawdzenie mamy

1. jesli [a,d] N [b,c] # 0 to gra G = (89,853, A) ma rozwigzanie;

2. jesli [a,d] N [b,c] =0, to gra G nie ma rozwigzania. Mieszane rozszerzenie tej

gry I' ma wartoéé v = b_“c‘f;fi -. Strategia optymalna gracza 1 top; =

b—d
b—a+c—d

a gracza drugiego q; = b—_%j—’f;—d.

2.2. Gry macierzowe o sumie niezerowej

Niech G = (81,82, f1, f2) = (51,52, A, B). Analiza gry dwuosobowe]j o sumie
niezerowej sprowadza si¢ do wyznaczenia punktu réwnowagi Nasha i wartosci
Nasha.

Definicja 4. Méwimy, Ze para strategii (s}, s3) jest w réwnowadze (jest
réwnowaga Nasha), jesli

v] = fi(s1,s3) = fi(s1,s3) dla kazdego s, € Sy,
vy = fa(s], s5) > fa(s], s2) dla kazdego s € Ss.

Pare liczb (vf,v3) nazywamy wartoscia Nasha odpowiadajaca réwnowadze
Nasha (s, 53).

W celu ilustracji tej koncepcji podane zostang przyklady gier dwumacierzowych
z dwuelementowymi zbiorami strategii graczy. Macierze wyplat sg wéwczas
wymiaru 2 x 2. Koncepcja Nasha rozwiazania gry dwumacierzowej nie jest
podejéciem zadowalajacym. Punkt réwnowagi zgodny z definicja 4 nie zawsze
istnieje. Jedli istnieje, to nie musi byé wyznaczony jednoznacznie.

Przyklad 5 (Walka plci). Pewne malzeristwo kazdej niedzieli stoi przed

dylematem: pdjsé ne zawody sportowe albo do kina. Meziczyzna woli, przeciumie

niz kobieta, impreze sportowg niz kino. Spedzanie czasu osobno nie daje

zadowolenia Zadnemu z nich. Mamy zatem Sy = Sk = {s,k} i macierz wyplat

Zona — s k

mez |
s 1(41)](0,0)

‘ k (0,0) | (1,3)

W tej grze mamy dwie pary strategii w réwnowadze: (s, s) oraz (k,k). Dajg one

odpowiednio wartosci Nasha: (4,1) oraz (1,3).
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Przyklad 6. Niech S, = {g,d}, S2 = {l,p} i macierz wyplat

B— l p

Al
d ](41)](8,3)

Ta gra dwumacierzowa nie ma punktu réwnowagi Nasha 2godnego z definicjg 4.

(11)

Przyktad 7 (Dylemat wieznia). Dwdch przestepcdw zlapanych na gorgeym
uczynku osadzono w celach bez mozliwosci porozumiewania sig. Obaj wiedzq, iz
obowigzujg nastepujgce reguly przy wyznaczaniv wysokosci wyroku:

1. jesli sig przyznasz, a kolega sig nie przyzna, to dostaniesz 1 miesige, a kolega
10 miesiecy wiezienia;

2. jesli obaj sie przyznacie, to dostaniecie po 5 miesiecy wigzienia;
3. jesli Zaden z was nie przyzna sig, to dostaniecie po 2 miesigce.

Mamy zatem S; = Sz = {p,n} i macierz wyplat

gz—l P n

' 14 ‘

() P |55 |(1,10
n | (10,1) ] (2,2)

Gracze cheg znaleZé rozwigzanie, ktére zminimalizuje im wyrok (zrealizuje
przeciwne nierdwnodct w definicji 4. W tej grze mamy pare strategii

w réwnowadze: (p,p). Daje ona wartodci Nasha: (5,5). Wprawdzie, jesli obaj
»pomyla si¢” i zagrajq (n,n), to uzyskajq lepszy wynik (2,2). Jednak istnieje
mozliwosé ,wpadki”, jesli jeden z graczy bedzie cheial drugiego przechytrzyé.

Przytoczone przykiady pokazuja, iz podana definicja punktu réwnowagi
Nasha nie jest zadowalajaca. Przyklad 6 nie ma rozwigzania w my$l

definicji 4. Mieszane rozszerzenie gry dwumacierzowej pozwoli na usunigcie tej
niedogodnosci. Wprowadzimy oznaczenie:

Kx(5,3) =B fe(S1,82) = Y D pigifu(sl,sd) =
s1€5) s2€S;

Yo > pigjag(k),
1<ig|8:] 155 S|
gdzie k = 1, 2. Zbiory G, oraz G, sa zbiorem wszystkich zrandomizowanych
strategii gracza 1 i 2, odpowiednio. Jesli elementy zbioréw &; interpretowaé jako
wektory wierszowe, to

I

Ki(5,9) = pAK)T".

Definicja 5. Jesli gra G = (81, S2, f1, f2) = (81,82, A(1), A(2)) jest gra
dwuosobows o sumie niezerowej, skoficzong, to gre I' = (&,, 62, K1, K2),
nazywamy mieszanym rozszerzeniem gry G.
Méwimy, ze para strategii mieszanych (5%, §*) € G; x &, jest w réwnowadze
(jest réwnowaga Nasha), jesli

v] = Ki(p*,§") 2 K1(p,7") dla kazdego p € &,

vy = Ka(p*,7") 2 K2(p", q) dla kazdego 7 € G.
Pare liczb (v§, v3) nazywamy wartoscig Nasha odpowiadajaca mieszanej
réwnowadze Nasha (7*, §*).
Lemat 3 [3]. Niech |S1| = |S2| oraz niech A(k), k = 1,2, bedg macierzamsi
nieosobliwymi wyplat gracza 1 1 2. Oznaczmy = (1,1,...,1). Jesli gra
I' = (61, 62, K1, K2) ma istotnie mieszang réwnowage Nasha (p*,3"), to jest ona
jedyna i mozna jg wyznaczyé ze wzordw:

= U2AH1(2):
g =ud(1)7,

gdzie v, = A—_}@Yy, k = 1,2, jest wartoscig gry.
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Przyktad 8 (c.d. przykladu 5). W przykladzie zwanym ,walka plci” procz dwéch
czystych punktéw réwnowagi jest jeszcze istotnie mieszany punkt réwnowagi.
Z Lematu 3 otrzymujemy p = (3,1), 3= (3, %) i (v}, v3) = (£, 3).

Przyklad 9 (c.d. przykladu 6). Mieszany punkt réwnowagi ma postaé:

p= (%!%)r g= (%: %) oraz (’UI?UE) = (%sg .

3. Ciag dalszy

Przytoczone przyklady zastosowania losowosci w zadaniach optymalizacii

i teorii gier pokazuja jedynie, iz takie zastosowania sg celowe i do$é¢ eleganckie.
Randomizacja, czy tez metody losowe w optymalizacji, nie koficzg sie na
uécifleniach rozwigzan modeli teorii gier. Latwo$é uzyskania losowych wielkosci
z pomocg programéw komputerowych otworzyla wiele metod wczeéniej
niedostepnych w praktyce i stabo zbadanych teoretycznie. Jest to pole
wspdlczesnych badah, dalekie od wyczerpania pytan i probleméw.
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