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W pracy badane sa logiki zdaniowe pod wzgledem iloSciowym. Formuly pewnego
rachunku logicznego dzielimy na frakcje w zaleznosci od ich dlugosci. Dla frakeji
formul o dlugosci n analizujemy stosunek iloéci formul prawdziwych do ilosci
wszystkich formutl. Gdy przy n dazacym do nieskonczonosci ulamek ten posiada
granice nazywamy ja asymptotyczna gestoscig prawdy. Istnienie asymptotycznej
gestosci éwiadezy o jednostajnym rozkladzie formul prawdziwych w zbiorze
wszystkich formut i daje obraz czestosci ich wystepowania. Pozwala takze na
analize¢ pewnych efektéw typowo logicznych metodami analitycznymi. Technika
zliczania obiektéw skohczonych, przedstawiana w pracy, bazuje na typowym
aparacie kombinatorycznym. Techniki dowodowe oparte sg gléwnie na analizie
osobliwoéci funkeji analitycznych jednej zmiennej zespolonej. Pomimo ze
dyskutowane tutaj pojecia maja w znakomitej wiekszosci charakter typowo
matematyczny, wydaje sig, ze analiza gestosci prawdy moze mieé réwniez pewien
wazki aspekt filozoficzny bedac proba odpowiedzi na pytanie, na ile pojecie
prawdy jest zjawiskiem czestym w matematyce.

1. Zliczanie formutl

Nasze rozwazania rozpoczniemy od logiki implikacji. Bardziej formalnie: niech
jezyk F{=} nad k zmiennymi zdaniowymi sklada si¢ z tychze zmiennych
{a1,--..,ar} i bedzie domknigty na tworzenie implikacji.

Po pierwsze musimy ustalié sposéb, w jaki mierzona bedzie dlugosé formuly.
Przez ||¢|| rozumied bedziemy ilosé wystapieni zmiennych zdaniowych
w formule ¢.

Majac miare zlozonosci formul ||¢|| mozna przyporzadkowywaé klasom formul
A c F{=} asymptotyczng gestoéé, rozwazajac ciag utamkéw, w ktérych liczniki
podaja iloéé formul o dlugoéei n z klasy A, mianowniki natomiast sg iloécig
wszystkich formul o dlugoéci n. Przyjmijmy zatem jako gestosé zbioru A
w zbiorze F{=} granice, o ile taka istnieje, nastepujacego ciggu utamkéw

_ o _H{e €Al =n}
- A = L R e FOT gl =)
Oczywiécie nie jest trudno znalezé takie klasy formul, ktére nie posiadaja tak
zdefiniowanej gestoéci. Przykladowo: klasa formul o dlugoéciach parzystych jest
wlaénie takim przykladem.

Azeby obliczyé granice trzeba najpierw policzyé ilosci formul. Przez F*
bedziemy rozumieli iloé¢ formul z naszego jezyka F{—}, ktéra posiada diugosé n,
czyli:

(2) Ff=#{p e F=):||g|| = n}

Jak latwo bedzie zauwazyé, liczby F¥ s3 zadane nastepujagcym schematem
rekursji ze wzgledu na n:

(3) FF=0, Ff =k,
n—1

(4) Fr= Z FFF} ;.
i=1

Latwo réwniez zauwazyé, ze F¥ = k"C,,, gdzie C, jest n-tym wyrazem znanego
w kombinatoryce ciggu Catalana, ktéry to ciag mozna zdefiniowaé za pomoca
bardzo podobnego schematu rekursji:

(5) Co=0, C; =1,
n—1

(6) Co=>_CiCaoi.
=1

Za pomoca prostej indukeji latwo dowiedziemy, ze F¥ = k*C,,. Oczywiicie, dla
formul zbudowanych z jednej zmiennej zdaniowej bedziemy mieli F}} = C,,.
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Bardziej zaawansowane rozwazania na temat ciagu Catalana mozna znalezé
w [5, str. 43—44] lub [3, str. 171]. W szczegolnosm nalezy wspomnie¢ o dobrze
znanej nierekurencyjnej formule

M - Gn= ;11_(21:_—12)

W naszych rozwazaniach dotyczacych zliczania formul wprowadzimy jeszcze
klase formul uzalezniona od pewnego parametru liczbowego p € N. Bedzie to
klasa formul posiadajacych p przestanek. W dalszej czesci pracy postaramy sig
wyliczyé, jaka jest gestosé takiej klasy w zaleznosci od parametru p, a co za tym
idzie, znaleZé rozklad prawdopodobiefistwa.

Zatem przez formule o p przestankach rozumiemy formule postaci

T=7 — (... = (1, = a)), gdzie & jest juz zmienng zdaniows. Niech F*(p)
oznacza liczbe takich formul o dlugosci n w jezyku posiadajgcym k zmienne
zdaniowe. Aby byé w zgodzie z notacjg poprzednio wprowadzona, niech liczba
Cn(p) oznacza F)(p). Latwo zauwazyé, ze F¥(p) = k"Cpr(p). Sprébujmy
zdefiniowaé kolejne liczby F¥(p) za pomoca schematu rekursji ze wzgledu na p.
Wyglada on nastepujaco:

ey K dlan=1
®) F"(O)‘{o dlan#1
ke JO dlan=0
) F(1) = {kF,’f_l dlan >0
n—p
(10) Fr(p) =) FfFy i(p-1).
i=1.

Dowéd przypominajacy uzasadnienie faktu (4) pominiemy.

Do naszych rozwazah potrzebna nam bedzie jeszcze jedna grupa formul, ktérych
ilosci dla danego n bedziemy starali si¢ policzyé. Przez prosta tautologie
rozumiemy formule postaci ;3 — (12 — (... (T — @)...)), gdzie @ jest juz
zmienng zdaniowa, w dodatku taka ze przynajmniej jedna podformula 7; jest
identyczna z a. Jest zupelnie oczywiste, ze prosta tautologia jest tautologia
rachunku zdafi. Niech wigc zatem G% bedzie liczba takich prostych tautologii

o dlugosci n. Analogicznie jak poprzednio, niech réwniez G%(p) bedzie liczba
prostych tautologii o dlugoéci n, ktére majg p przestanek. Naszym celem
bedzie zmierzenie gestoéci tak dobranych zbioréw. Zobaczymy, ze zbi6r
prostych tautologii bedzie asymptotyczne duzy w zbiorze wszystkich tautologii.
Zobaczymy réwniez ze rozklad prawdopodobiefistwa iloéci przestanek dla
prostych tautologii jest diametralnie rézny od tego samego rozkladu dla
wszystkich formul.

Zauwazmy ze liczba GE jest zadana przez nastepujacy schemat rekursji ze
wzgledu na n:

(11) Gk =0,

(12) Gt =k,

(13) ZFJ: Gf + (Fy_y — Gr_y).
i=2

Takiej samej obrébce kombinatorycznej poddamy liczby G (p) i otrzymamy
(14) Gfl(O):{k dlan=1

0 dlan#1
" 3 dlan <p,
(18) Cplptdy= { Siss Fi_iGHp) + (Fi_1(p) — GE_,(p)) dlan>p

2. Kombinatoryka i lemat Szego

Podstawowym narzedziem, z ktérym bedziemy mieli do czynienia w badaniach
nad asymptotycznym zachowaniem sie logik zdaniowych, sg funkcje tworzgce.
Naszym podstawowym zadaniem bedzie wyliczanie granic pewnych ciggéw
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zadanych rekurencyjnie. Kombinatoryka wytworzyla niezwykle praktyczne
i potezne narzedzie do tych celéw w formie funkcji tworzgeych i szeregéw
tworzgcych.

Niech A = (Ag, A1, A2, ...) bedzie ciagiem liczb rzeczywistych. Szereg formalny
Yoo Anz™ bedzie nazywany szeregiem tworzgcym dla ciagu A. Z drugiej strony,
patrzac na z jako na zmienna zespolona, mozna analizowaé funkcje zespolona
fa(z) zakladajac, ze szereg ten jest jednostajnie zbiezny w pewnym otwartym
dysku {z € C : |z| < R}, gdzie R > 0 jest nazywany promieniem zbieznosci.
Latwo zauwazyé¢ odpowiednio$é miedzy ciggami a funkcjami tworzacymi (chyba
ze R = 0). Majac funkcje tworzaca dla danego ciggu A mozemy odzyskaé
elementy tego ciggu biorac _

14"
(16) A= 280
Wiele probleméw dotyczacych asymptotycznego zachowania sig ciggéw moze byé
rozwiagzywanych przy pomocy analizy funkeji tworzacych dla tych ciagéw.

Kluczowym narzedziem dla naszych rozwazan bedzie nastepujacy rezultat zwany
lematem Szegé ([4, Thm. 8.4] poréwnaj réwniez [5, Thm. 5.3.2]). Dla naszych
potrzeb bedziemy stosowali jedynie uproszczona jego wersje. W twierdzeniu tym
symbol [z"]{F'} oznacza wspélczynnik stojacy przy z™ w rozwinigciu funkcji F.
Uogélniony symbol Newtona (2) dla dowolnej liczby zespolonej a we wzorze (18)
oznacza a{a —1)...(a — (n — 1))/nl.

Lemat 1. Niech v(z) bedzie funkcjq analityczng ne okregu jednostkowym |z| < 1
posiadajgeg na okregu |z| = 1 jedyng osobliwodé w punkcie z = 1. Jezeli funkcja
v(z) w otoczeniu z = 1 posiada rozwiniecie w postaci

(17) v(z) =Y up(l - 2)P/?,
p20
to
(18) 1) = w1 (1) -1+ 07,

Lemat Szeg6 daje nam potezne narzedzie do badania zachowania sig ciggow,
zwazywszy ze dowolny element ciagu moze byé wyrazony i oszacowany
z dokladnoéciag O(n~2) za pomoca elementu pierwszego rozwiniecia funkcji
tworzacej dla tego ciaggu. Jezeli zatem bedziemy micli taka sytuacje, ze mamy
dwa ciagi {D,} i {F,}, ktérych odpowiednie funkcje tworzace spelniajg lemat
Szego, to

by (mCBCrL0E)
(19) == = Z(1+0(1)),

n (wl (1’/12)(_1)11 +O(n-—2))- wy

‘gdzie vy i wy s3 wlasnie pierwszymi wyrazami rozwiniecia funkcji tworzacych
dla ciagéw {D,} i {F,}. W takim przypadku jesteSmy w stanie stwierdzié, ze
granica ulamka %: istnieje oraz jest nastepujaca:

(20) i, 8 =2

n—oo F,  wy’

3. Gestos¢é prawdy w logice klasycznej

Rozwazymy ponizej logike klasyczna, w ktérej wystepuje jedynie jedna zmienna
zdaniowa oraz funktor implikacji. Mamy zatem C,, formul o dlugosci n. Pierwsza
rzeczg, ktoérg nalezy zrobié, jest znalezienie funkcji tworzacej fo dla te§o ciggu.
Jest to tatwe. Zauwazmy mianowicie, ze rekurencja zadana przez 3 ;. ; C;Cn_;
odpowiada mnozeniu szeregéw formalnych. Otrzymujemy zatem nastepujace

réwnanie:

(21) felz) = fo(2)? — =

Czesé liniowa —z w tym réwnaniu jest zwigzana z poczatkowym elementem
rekursji C; = 1. Rozwigzanie réwnania kwadratowego wraz z warunkiem
brzegowym fc(0) = 0 (ktéry odpowiada zerowemu elementowi ciggu Cp = 0)
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daje jedno rozwigzanie

(22) ‘ fc(z):%— Vv1—4z

Nastepnie znajdujemy rekurencyjny opis iloci tautologii omawianej logiki. Do
tego celu rozwarstwimy zbiér wszystkich formul na dwa podzbiory. Niech

Cpn = T + N,, gdzie T, jest ilodcig tautologii, a NN, ilodcig nietautologii

o dlugoéci n. Rekurencyjny opis iloéci tautologi i nietautologii moze zostaé latwo
odezytany z nastepujgcego prostego lematu

B | -

Lemat 2. ¢ — 9 nie jest tautologiq wtedy ¢ tylko wiedy, gdy @ jest tautologig i v
nie jest tautologig.

Dowéd tego faktu wynika prosto z analizy tabelki implikacji. Nalezy tutaj
dodaé, ze lemat powyzszy jest prawdziwy wylgcznie dla logiki z jedng zmienng
zdaniows. Przy wigkszej iloéci zmiennych tak nie jest. Lemat 2 latwo daje sie
przelozyé na rekurencyjng zaleznosé miedzy T),, Ny, oraz wezedniej zdefiniowane
Ch:

g n—-1
(23) No=0, Ni=1, No=3 TN,
=1
(24) To=0, T1 =0, T,=C, — N,.

Jezeli zatem przez fy oraz fr oznaczymy odpowiednio funkcje tworzace dla
zbioru nietautologii i tautologii, otrzymamy uklad réwnan, w ktérym fe jest
znang juz tworzgcy dla liczb Catalana

(25) fn(2) = fn(2)(fe(z) = fn(2)) + 2,

(26) fr(z) = fe(z) = fn(2).

Rozwiazujac ten uklad z warunkiem brzegowym fn(0) = 0, dostajemy
(27) fN(Z)=—%—%\/1—4z+%\/2+2\/1—4z+12z,
(28) fT(z)=2——%\/1—4z—-i-\/2+2\/1—4z+12z.

Funkcje fc oraz fr, fn maja osobliwoéé w punkcie z = 1/4. Aby funkcje
te spelnialy zalozenia lematu Szegd (lemat 1) nalezy je rozkalibrowaé przez
podstawienie t = z/4 tak, aby najblizszy zeru punkt osobliwodci znalazl sie
w pozycji z = 1. Dlatego tez po tym podstawieniu otrzymujemy.

(29) felz/4)= 5~ 2V,
(30) fT(z/4)=%—%\/l—z—%\/2+2_\/1—z+3z.

Funkcje te majg rzeczywiscie najblizsza ososbliwoéé w punkcie z = 1. Ponadto
funkcje fr(z/4) i fn(z/4) maja jeszcze osobliwosé poza kolem jednostkowym
w punkcie z = —16/9. Rozwijajac fr(z/4) w otoczeniu osobliwosci z = 1
otrzymujemy

(31) f:r(a/4)=(§—§\/5)+(-§-%\/3) i+
Zgodnie zatem z lematem Szeg6 otrzymujemy

(52) 0= (-3¢0 (") 4ot 4,

(33) T (( 1= %)(—1)" (17/1 2) +0(n‘2))4".

Czynniki 4™ na koncu kazdego wyrazenia sg efektem zastosowania naszego
podstawienia. Dlatego tez, dzigki obserwacjom uczynionym w poprzednim
rozdziale i dzieki wzorowi (20), latwo teraz uzyskaé analityczny wzér na
interesujacg nas granice:

T ~1_-L.5
(34) lim =2 = L_‘x__zo_ﬁ(l +o(1)) ==+

n—oo n _%

sl

= 0,7236067978.. ..

b =
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Jak widaé, gestoéé prawdy w tym przypadku jest zadziwiajaco wysoka. Majac
zatem dluga losowo wybrang formule tej logiki, mamy olbrzymie szanse,
przekraczajace 72%, na to by byla ona prawdziwa. Co ciekawsze, identyczna
granice uzyskamy dla logiki intuicjonistycznej implikacji z jedng zmienng,

z czego daje si¢ latwo pokazad, ze wladnie dla jednej zmiennej logiki te sa
identyczne.

Mozna réwniez udowodnié, aczkolwiek jest to trudne, ze w logice implikacji,
zwiekszajac iloé¢ zmiennych zdaniowych, zawsze uzyskamy prawo
asymptotycznej zbieznosci dla tautologii w sensie logiki klasycznej.

Twierdzenie 3. W klasycznej logice implikacyjnej, dla dowolnego k bedgcego
ilodcig 2zmiennych zdaniowych, zbior tautologii ma prawo asymptotycznej
zbieznodci. Co wiecej, dla kazdego k asymptotyczna gestosé prawdy jest dodatnia,
natomiast cigg tych gestosdci dgiy do 0 wraz k dgigcym do nieskoriczonoéci.

Rozwazmy teraz logike klasyczna opartg na implikacji i negacji dla jednej
zmiennej zdaniowej. Wyniki tej czesici sa zaczerpniete gléwnie z pracy [6].
Tym razem funkcje tworzace dla odpowiednich ciggéw sg znacznie bardziej
skomplikowane. Dlatego tez ponizej przytoczymy jedynie wyniki umozliwiajace
poréwnanie z wynikami poprzedniego przykiadu. W szczegdlnoéei pokazujemy
tutaj, ze gestos¢ prawdy w logice z negacja jest istotnie mniejsza niz logiki
czysto implikacyjne;j.

Twierdzenie 4. W logice klasycznej jednej zmiennej zdaniowej z implikacjq
i negacjg zbidr tautologii ma prawo zbieinosdci. Gestosé prawdy wynosi
T, 1 1

35 l D s +
(35) ntvee p=T . (av13) | (VA7
1 15
+ +
2\/2(V221-9)  2\/442(v221 - 9)
= 0,423238538401941 . ..

Jak widaé, asymptotyczna zawartoéé formul prawdziwych w logice F{—"} jest
duza, wynoszaca okolo 42%, ale znaczaco mniejsza niz w logice F{=} Jest to
spowodowane dodaniem funktora negacji, ktéry obnizyl zawartoéé prawdy w
logice.

Jednoczesdnie jesteSmy w stanie pokaza¢ dwa twierdzenia opisujace relacje
iloéciowe omawianych logik.

Twierdzenie 5. Implikacyjny fragment logiki F{—"} jest asymptotycanie pusty.

Twierdzenie 6. Prawdopodobieristwo warunkowe znalezienia implikacyjnej
tautologii pod warunkiem, Ze jest to tautologia implikacyjno-negacyjna, wynosi 0.

4. Rozklady prawdopodobienstw, typowe formuly,
typowe formuly prawdziwe

W tej czesci przytoczymy wyniki dotyczace wygladu typowej formuly
implikacyjnej w zaleznosci od pewnych jej cech ilosciowych, jak réwniez
pokazemy, jak wygladaja typowe formuly prawdziwe w rozkiadzie wzgledem tej
samej cechy. Rozwazamy tutaj implikacyjne formuly zbudowane z & zmiennych.

Nastepujace twierdzenie ustala asymptotyczna wielkosé frakeji formul o p
przeslankach w stosunku do wszystkich formul.

Twierdzenie 7. Niechp > 0 i k > 0 bedg ustalone.
Fip) _ _p

lim 22—~ = ——,
nooo Fk 2p+1

Konsekwencja tego twierdzenia jest ustalenie rozkladu prawdopodobienstwa,
wystapienia formuly o p przeslankach. Niech X bedzie zmienng losowa, ktéra
przypisuje formule ilosé jej przeslanek. Zmienna ta ma nastepujacy rozktad.
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Twierdzenie 8.
0 dlap=0
X(p) = { sar dlap>1

Jak latwo obliczyé, wartoéé oczekiwana zmiennej X wynosi
o0
= P _
E(X)=) por =3
p=1

wariancja zas

D*(X) = E((X - E(X))*) = E(X?) - (E(X))* = Z_:P22:,_1 ~Re=d;

w takim razie odchylenie standardowe X jest 2.

Mamy zatem dowdd na to, ze typowe formuly implikacyjne powinny mieé 3
przestanki z odchyleniem standardowym +2. Asymptotyczna iloéé formul,
ktérych iloéé przestanek zawiera si¢ miedzy 1 a 5, wynosi, jak latwo obliczyé
z rozkladu X, tyle co 57/64 czyli ponad 89%.

Zupelnie inaczej wyglada podobna analiza dla formul prawdziwych. W nastepnej
czedci tego rozdzialu podamy podobne wyniki dla pewnej znaczgcej grupy
tautologii nazwanej wczeéniej prostymi tautologiami. Klasa ta jest jednak na tyle
liczna, Zze asymptotyczne wyniki jej dotyczace bedg reprezentatywne dla catego
zbioru tautologii. Pokazemy ponizej, jaki jest rozkiad prawdopodobienstwa iloéci
przestanek w przypadku prostych tautologii. Rozklad ten bedzie istotnie rézny
od rozkladu dla wszystkich formul. Dowodzi to tego, ze tak prosta cecha, jak
iloé¢ przestanek w losowo wybranej formule, moze éwiadczyé o jej prawdziwosci.
Ponizsze twierdzenia, ze wzgledu na zlozonoéé i dlugosé, podane zostang bez
dowodu. Wigkszo$¢ ponizszego materiatu zostala zaadoptowana z pracy [7].
Dowdd twierdzenia 9 jest rowniez konsekwencja lematu Szegd w wersji doktadnie
takiej jak w lemacie 1. Nastepujace twierdzenie ustala asymptotyczng wielko$é
frakeji prostych tautologii o p przeslankach w stosunku do wszystkich prostych
tautologii w implikacyjnej logice o k& zmiennych zdaniowych.

Twierdzenie 9. Niechp > 0 i k > 0 bedg ustalone. Granica %S:’—’ istnieje oraz
g Co®) _ @k+1)? [ p (2k-—1)!
nooo GE dk+1 \2H1 P gpetT )¢

Tak jak i w przypadku zbioru formul opisanym twierdzeniami 7 i 8 i tutaj

mozemy policzy¢ wartoéé¢ oczekiwang rozkladu ilosci przestanek dla prostych
tautologii.

Twierdzenie 10. Niech X bedzie zmienng losowq o rozkladzie takim jak w
twierdzeniu 9. Wartosé oczekiwana zmiennej X wynosi

o
& (k412 p (2k—1)P71\ _ 40K?+18k+3
E(X)"le dk+1 \2pr1 P gpprt
p=

T (2k+1)(4k+1)
Warto zwrécié uwage, ze limg_oo z‘%‘ﬁﬂ‘—i‘% =5, co pokazuje, ze w odniesieniu
do prostych tautologii zbudowanych z duzej liczby zmiennych zdaniowych
otrzymujemy wartosé oczekiwana iloSci przestanek bliska 5, co jest zdecydowanie
rozne od tej, ktéra przystuguje wszystkim formulom (patrz twierdzenie 8).
Dokladne badania dotyczace granicznego rozkladu tego prawdopodobiefistwa
s zawarte w pracy [7].

Zestawiajac twierdzenie 9 ze wzorem na asymptotyczna gestodé prostych
tautologii z pracy (2] (patrz Theorem 6.3, strona 590) ktéry stanowi, ze

Twierdzenie 11.
. Gk 4k
lim = = ——,
n—oco FE  (2k+1)2
oraz z faktem opisywanym w twierdzeniu 7, otrzymujemy bardzo elegancki opis
wielkodci frakeji prostych tautologii o p przestankach w stosunku do wszystkich

formul o p przeslankach.
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. 5 5 g 5 G“= p) - Sieth
Twierdzenie 12. Niechp > 1 i k > 0 bedg ustalone. Granica Fﬂ-(%% istnieje oraz

k p—1
lim S _ (M) .
n—co Fk(p) 2k
Yatwo zauwazyé, ze zaleznosé powyzsza jest niezwykle pomocna przy
probabilistycznym ocenianiu szans tautologicznosci losowo wybranej formuly.
Latwo tez mozna sobie wyobrazié, ze sprawdzenie prawdziwosci formul bardzo
dlugich moze by¢ obliczeniowo ekstremalnie trudne. Wiadomo bowiem, ze
problem tautologicznosci formul lezy w klasie zlozonosci coN P, a zatem
mozliwosci automatyzowania testu na tautologicznoéé sa bardzo ograniczone.
Dlatego tez warto stosowaé algorytm probabilistyczny, ktérego podstawa moze
byé¢ twierdzeniem 12. Ot6z, algorytm ten dla zadanej formuly zlicza jedynie jej
przeslanki. Mozna to zrobié bardzo szybko w czasie logarytmicznie zaleznym od
dlugosci formuty. Dla dlugich formul szansa na to, ze formula jest tautologia,
jest bliska 1 — (-2—‘;%1)?_1. Nalezy zwrécié uwage na to, Ze wyrazenie to przy
ustalonym k zbliza sie do 1 wraz z tym, jak ilo$¢ otrzymanych przestanek dazy
do nieskoficzonoéci. Dla dlugich formul o duzej iloéci przestanek mozemy byé
bardzo bliscy pewnosci. Innymi slowy dla kazdego € > 0 istnieje efektywnie
takie p, ze wérdd formul o p przestankach prawie wszystkie formuly, z wyjatkiem
niewielkiej frakeji o rozmiarze €, sg tautologiami. MoZzemy mieé zatem tak duzo
tautologii, jak tylko chcemy, w miare wzrostu p.
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