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Zagajenie

Inspiracjg tego referatu byly cztery znane grafiki M.C. Eschera, stanowiace
artystyczne parkietaze plaszczyzny hiperbolicznej, przedstawione w modelu
Poincaré. W obrazach tych matematyki jest duzo; cheiatem przyjrzeé sie jej
choé trochg. Szansg na to stworzyt mi dostep do komputera — dzigki niemu moge
odnies¢ jakie$ sukcesy, nie bedgc tak pracowity jak Escher.

Poza elementami geometrii nieeuklidesowej, jedng z najbardziej widocznych
rzeczy na tych obrazach s symetrie parkietazy. Aby komputer mégt wykonaé
podobny obrazek, potrzebne jest znalezienie (dostatecznie duzej liczby)
wielokatéw, z ktérych skiada sie parkietaz. Wielokaty te mozna powigzad

z elementami grupy symetrii parkietazu (albo pewnej jej podgrupy), ale trzeba
w tym celu umieé ,eksplorowaé” taks grupe.

Conieco o grupach
Na abstrakcyjna definicj¢ skoficzenie generowanej grupy G sklada sie

e element neutralny E,
e generatory 11,...,T,,
e relacje, tj. warunki o postaci

Tor ol =By s o i
Tg¢ sama grupe mozna zwykle okreéli¢ na wiele sposobéw. Majac dwie definicje

grup o takiej postaci mozna badaé, czy okreélajg one tg sama grupe, albo czy
jedna grupa. jest podgrups drugiej.

Badanie grupy moze ulatwié znalezienie zbioru warstw réwnolegtych do
wskazanej podgrupy H C G. Jesli H jest dzielnikiem normalnym G, to
znajdziemy w ten sposob elementy grupy ilorazowej G/H.

Przyjmijmy, Ze grupa H jest generowana przez elementy S,...,5; € G,
z ktorych kazdy jest przedstawiony w postaci

Pi; Pl ;
S; =’1}j’ ...Tkj"".
Znalezienie zbioru warstw jest pracg zmudng, ktéra moze byé wykonana za

pomocg komputera. Stosujac odpowiedni program mozna lepiej spozytkowaé
czas niz robigc to recznie.

Pierwszy pomyst badania grup poprzez znalezienie zbioru warstw podal Moore
w 1897 r. W roku 1936 Coxeter i Todd ,zmechanizowali” proces wyliczania
warstw grupy, czynigc w ten sposob pierwszy krok do obarczenia tym zadaniem
komputeréw (ktérych wtedy jeszcze nie bylo). Pierwszg implementacie
komputerows zrealizowal Haselgrove w roku 1953 na komputerze EDSAC 1.

Procedura wyliczania warstw

Opis procedury wyliczania warstw grupy podali Coxeter i Moser w ksiazce [1].
Stworzenie programu komputerowego na podstawie tego opisu wymagalo
opracowania pewnych szczegéléw; oto one.

Grupa G, a takze podgrupa H, sa okreslone w postaci opisanej wczesdniej.
Kolejne znalezione warstwy bedziemy oznaczali kolejnymi liczbami naturalnymi,
zaczynajac od 1, czyli od identyfikatora warstwy H.

Celem procedury jest otrzymanie tablicy mnozenia. Indeksem kolumny w tej
tablicy jest generator grupy G lub jego element odwrotny. Indeks wiersza,
Jest numerem warstwy. Element tablicy to numer warstwy, ktéra otrzymamy
przeksztalcajac warstwe okreslong przez numer wiersza, za pomoca elementu,
ktéremu odpowiada kolumna.
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Przyklad: Opisane tu postepowanie
zastosujemy do znalezienia tablicy
mnozenia grupy, ktéra ma dwa
generatory, T i T, spelniajgce relacje
T? = T2 = (T1T2)? = E, przyjmujac
H = {E}.

Tablica mnozenia ma 4 kolumny i
poczatkowo jeden wiersz:

I T T
1fo o o0 o

Poczatkowa zawartoéé tablic relacji
wyglada tak:
n T T, T
1 0 1 1 0 1
hn T h T»
1 0 0 0 1
Poniewaz tablice te nie zawierajg
informacji na temat obrazéw jedynej
jak dotgd warstwy 1 w przeksztatceniu
odpowiadajacym Zzadnemu z generatoréw,
wiec wprowadzamy identyfikator 2,
zakladajac, ze 1T} = 2. Majac stad takie
25["1'1 = 1 otrzymujemy

™ To Th T

1 2 0 0 1

2 0 0 0 2°
Pierwszy wiersz pierwszej tablicy relacji
wypelnil si¢ i otrzymali$my przy tym
informacje 2T = 1, a wigc takze lTl_1 =
= 2. Usuwamy ten wiersz i uzupelniamy
pozostale tablice o znalezione informacje:

n T: Th T:

1 2 0 0 1

2 1 0 o0 2
Pora wprowadzié¢ kolejny identyfikator, 3.
Zakladamy, ze 1T; = 3, a wige 3T = 1.
Wstawienie tej informacji spowoduje
wypelnienie pierwszego wiersza drugiej
tablicy, dzigki czemu dowiemy sig, ze
réwniez 1T; ' = 3 i 3T> = 1, Tablice z
tymi informacjami wstawionymi wszedzie,
gdzie sie dalo, wygladaja tak:

‘Zero w tablicy oznacza miejsce do wypelnienia. Poczatkowo tablica ma tylko

Przyklad kompletnej tablicy mnozenia:
(BT Tt

112 3 3 2
213 1 1 3
3[1 2 2 1

jeden wiersz (odpowiadajgcy warstwie nr. 1), z samymi zerami; kolejne wiersze
bedziemy dodawaé w miare wprowadzania nowych warstw.

Aby znalezé tablice mnozenia, procedura tworzy struktury danych, zwane
tablicami relacji. Kazda z nich odpowiada pewnej relacji wystepujacej w definicji
grupy. Tablica taka sklada si¢ z z nagldéwka, ktéry jest napisem (ciagiem symboli
T; lub T;1), na przyklad relacji

NI T =B

odpowiada nagléwek

D W om o
Oproécz nagléwka tablica ma wiersze, polaczone w listg. Poczatkowo kazda
tablica ma tylko jeden wiersz, np.

" T, T3 T, T

1 0 0 0 0 1

Podobnie jak w tablicy mnozenia, 0 oznacza miejsce do wypelnienia, zas
inne liczby to identyfikatory warstw. Kolejne wiersze beda dodawane, a po
wypelnieniu usuwane.

Dla kazdego generatora S; podgrupy H tworzymy taks sama tablice relacji,

z nagléwkiem i wierszem z jedynkami na koncach. Przetwarzajac taka tablicg
mozemy (po wypelnieniu) usungé wiersz, ale nie dodamy do niej zadnych
nowych.

Dzialanie algorytmu zaczyna si¢ od utworzenia opisanych wyzej tablic.

Nastepnie dazymy do ich wypelnienia, zgodnie z regulami podanymi nizej.

o JeSliw tablicy mnozenia mamy informacje ¢T; = k, to powinniémy mie¢ tez
k’I}“l = i, a ponadto, jesli w tablicy relacji jest

. T-1
_n e T
) 0 0 )
to w miejsce 0 wstawiamy k, oraz jesli
Tj ol
—d— albo ——l——,
0 & “° Tk o

to w miejsce 0 wstawiamy .

o W chwili wypelnienia wiersza w tablicy relacji otrzymujemy informacje, ktora
wstawiamy do tablicy mnozenia. Jeéli otrzymamy
T;
i k
to do wiersza i w kolumnie T; wstawimy k, a do wiersza k w kolumnie Tj“l
wstawimy i. Wypelniony wiersz tablicy relacji mozemy usunaé, poniewaz cala
informacja w tym wierszu jest przepisana do tablicy mnozenia. '

e Jesli w tablicy mnozenia w miejscu, do ktérego wpisujemy informacje, jest
0, to informacja ta jest nowa. Trzeba jg bedzie wykorzystaé¢ do wypelniania
wierszy tablic relacji.

Jedli wstawiany numer warstwy jest identyczny z poprzednia zawartoscig
tablicy mnozenia, to nic nie robimy.

Jedli tam jest inny identyfikator, to oba identyfikatory oznaczaja te sama
warstwe. Wtedy nalezy jeden z nich zamienié¢ wszedzie na drugi. Moze to
doprowadzié¢ do wykrycia innych warstw z wieloma identyfikatorami.

W skrajnym przypadku moze si¢ okazac, ze wszystkie identyfikatory
odpowiadajg tej samej warstwie 1 = G, czyli ze H = G.




Kolejny identyfikator, 4, wstawiamy w
miejsce zera w pierwszej tablicy relacji,
skad mamy 3T = 4, 4T1_1 = 3, a takze,
dzigki wypelnieniu tego wiersza, 4T, = 3,
3T1" = 4. Po wstawieniu tych informacji
do tablic ckazuje sig, ze mozna je
wypelnié do kofica, poniewaz wypelnienie
wierszy w tablicy trzeciej relacji daje
informacje 2T = 4 i 4Tz = 2, Koficzymy
dzielo z takg zawartodcig tablic:

1 2
21 1 4 4
3[4 4 1 1
4(3 3 2 2
™ T T, T
3 4 3 2 4 2
3 4 4 2 4

1 2 4 3 1
2 1 3 4 2
3 4 2 1 3

4 3 1 2 4

Badana grupa jest wiec czteroelementowa.

n/p

e Jeslitablice nie s wypelnione (tj. w pewnych miejscach sg jeszcze zera),
ale cala informacja zawarta w tablicach relacji jest w tablicy mnozenia i na
odwrét, to trzeba wprowadzié¢ nowy identyfikator warstwy. W tym celu

- w tablicach relacji wyszukujemy pierwsze zero,

wpisujemy w to miejsce kolejna liczbg naturalng (identyfikator warstwy) =,

do kazdej tablicy relacji (ale nie dla generatoréw podgrupy M) dotaczamy
wiersz

n 0 ... 0 n o,

do tablicy mnozenia dolaczamy n-ty wiersz, poczatkowo z samymi zerami
- i kontynuujemy wypelnianie tablic.

Procedura koficzy dzialanie po wypelnieniu wszystkich tablic albo po osiagnieciu
ustalonego limitu liczby identyfikatoréw warstw. Oczywiscie, w tym ostatnim
przypadku nie wiemy, ile jest warstw, a nawet nie mamy informacji, czy kazdy
identyfikator odpowiada innej warstwie. W zastosowaniu do tworzenia obrazéw
nasladujacych wspomniane na wstepie grafiki Eschera, otrzymany w ten sposéb
wynik jest jednak uzyteczny.

Mozna zadaé pytanie na temat kosztu algorytmu. Zalezy on oczywiscie od
rozwigzania pewnych szczegéléw implementacji. Mozna je rozwiazaé tak,

aby koszt byl proporcjonalny do liczby utworzonych i wypelnionych miejsc

w tablicach, czyli do iloczynu liczby utworzonych identyfikatoréw warstw i sumy
diugosci nagtéwkéw tablic (tj. sumy dlugosci wyrazen opisujacych relacje
spelniane przez generatory warstw). W tym celu trzeba calkowicie wyeliminowaé
przeszukiwanie tablic. Mozna to zrobié¢ tworzac listy liniowe; w kazdej takiej
lidcie przechowywane sg miejsca w tablicach, do ktérych trzeba bedzie wpisaé
okreslony wynik, gdy tylko sie¢ pojawi.

Grupy przeksztalcenn zwigzane z parkietazami

Grupy symetrii parkietazy, ktére lezg u podstaw obrazéw, jakie chcialbym
otrzymacd, majg trzy generatory, R;, Ry i R3, spelniajace nastepujace relacje:

RiRy = RRy = R3R; = E,

(R1R2)? = (R2Rs)? = (RsR1)* = E,
dla pewnych liczb p i g. OkreSlong w ten sposéb grupe oznacza sie symbolem
{p,q}.

Przeksztalcenia odpowiadajace wymienionym generatorom sg odbiciami
symetrycznymi plaszczyzny wzgledem trzech prostych, na ktérych leza boki
pewnego tréjkata T'. Katy tego tréjkata sg réwne w/p, w/q i /2.

Kazde odbicie jest inwolucjg, co wyrazaja pierwsze 3 relacje. Zlozenie
dwéch réznych odbié jest obrotem, odpowiednio o kat 27/p, 27/q i 7, wokél
odpowiedniego wierzcholka tréjkata T

Tréjkat T jest obszarem fundamentalnym grupy; jego obrazy we wszystkich
przeksztalceniach z grupy stanowig parkietaz plaszczyzny.

Grupa {p, ¢} jest grupa symetrii parkietazu zlozonego z p-katéw foremnych,
spotykajacych sig¢ po ¢ w kazdym wierzchotku. Kazdy taki p-kat sklada sie z
2p tréjkatéw przystajacych do T'. Istniejg podgrupy, dla ktérych taki p-kat jest
obszarem fundamentalnym.

Jedli (p — 2)(q — 2) = 4, to suma katéw trojkata jest réwna m; tréjkat lezy
w plaszczyznie euklidesowej i mamy grupy nieskoficzone

{4,4},{3,6},{6,3}.



Parkietaze, ktérych to sa grupy symetrii, sa pokazane na rysunku nizej.

N AY4 hY4 N

VAVAVAVAY
INONONANA

N /N N N

Jesli (p — 2)(g — 2) < 4, to suma katéw tréjkata jest wigksza od m; mamy
geometrie sferyczna i sa tylko takie przypadki:

{2,q},{p,2},{3,3},{3,4},{4,3},{3,5},{5,3}.

Kazda z tych grup jest skoficzona. Parkietaze sfery, skladajace sie z obrazéw
tréjkata fundamentalnego we wszystkich przeksztalceniach, z ktérych skladaja

si¢ grupy {3,3}, {3,4} i {8,5}, wygladaja tak:

Jedli (p — 2)(q — 2) > 4, to suma katéw tréjkata jest mniejsza niz . Taki trdjkat

mozemy skonstruowaé na plaszczyznie hiperbolicznej, dobierajac odpowiednie
dlugosci bokéw. Grupy {p, ¢} sa w tym przypadku nieskonczone. Aby wykonaé
odpowiadajace im obrazy, trzeba przypomniec¢ kilka podstawowych faktéw z
geometrii hiperbolicznej i pewne wlasnosci modeli plaszezyzny hiperbolicznej.

Modele ptaszczyzny hiperbolicznej
Model Kleina

Modelem plaszezyzny hiperbolicznej, wymys$lonym przez Cayleya,
a dopracowanym w szczegdlach przez Kleina, jest wnetrze elipsy (np. wnetrze
kota). Prosta w tym modelu jest cigciwa obszaru (tj. odcinkiem).

Qdleglo$é punktéw a i b jest okreslona wzorem (zgodnym z oznaczeniami na
rysunku obok)
a—-p b—p

lnq—a'q—b :

1
b)) ==
p(a, ) 2

na ktéry patrzac mozna zauwazy¢, ze dwa rézne modele Kleina sa zwiazane
pewnym przeksztalceniem rzutowym. Przyklad jest przedstawiony na rysunku.

Odbicia symetryczne w modelu Kleina sg odpowiednimi przeksztatceniami
rzutowymi.
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Model Poincaré

Model Poincaré w kole jest wngtrzem kola. Prosta w tym modelu jest érednica
kola lub lukiem okrggu prostopadiego w obu punktach przecigcia do brzegu
kola. Model ten jest wiernokatny, latwo jest wiec w nim skonstruowaé tréjkat
o wskazanych katach.

Odbicie symetryczne w tym modelu jest inwersja; obrazem punktu p jest
punkt p’, taki ze

lop] - |op'| = r*.
Zwiazek modelu Poincaré z modelem Kleina jest przedstawiony na rysunkach
nizej. Przyjatem model Kleina w kole jednostkowym; punkty tego kola (czyli
plaszczyzny hiperbolicznej) mozna zrzutowaé na pélsfere, ktora jest jeszcze
jednym modelem plaszczyzny hiperbolicznej. Nastepnie, wykonujac rzut
stereograficzny, odwzorowujemy go na model Poincaré w kole o dwa razy
wigkszej Srednicy.

Rzut stereograficzny jest inwersjg wzgledem sfery, ktérej érodkiem jest §rodek
rzutowania. Na podstawie znanych wlasnosci inwersji latwo jest pokazaé, ze
obrazem w rzucie stereograficznym pionowego pélokregu (prostej w modelu
sferycznym) jest tuk okregu przecinajacego prostopadle brzeg kota — modelu
Poincaré (czyli prosta w tym modelu). Ostatni rysunek jest dygresja — istnieje
wiele jeszcze innych modeli plaszczyzny hiperbolicznej, na przyklad plaszczyzna
euklidesowa, w ktérej modelami prostych sa proste przechodzace przez pewien
punkt oraz galezie hiperbol, ktérych asymptotami sy te proste.

Obrazy parkietazy

Tworzenie obrazéw parkietazy bylo poprzedzone wykonaniem procedury
wyliczania warstw. Procedura ta znalazla tablice mnozenia dla ok. 6000
elementéw kazdej grupy {p,q} (na tyle wystarczylo pamigci peceta). Nastepnie
obrazek utworzony przez pewne wielokaty byl poddawany przeksztalceniom
nalezacym do wybranej podgrupy grupy {p,q} i rysowany.

Obliczenia numeryczne byly wykonywane w modelu Kleina. Jest on do tego
wygodniejszy od modelu Poincaré, poniewaz pewne proste w tym ostatnim
modelu sg tukami okregéw, a inne $rednicami kola; wykonujac odbicie
nalezaloby stosowaé rézne wzory. Przejicie miedzy modelami, przedstawione
wyzej na rysunkach, jest bardzo tatwe do zaprogramowania.
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Grupa {p, 4} jest grupa symetrii parkietazu zlozonego z p-katéw foremnych,
ktére sy prostokatami. Na rysunkach wyzej p = 5.

Grupa {7, 3} jest pelna grupa symetrii figury na $rodkowym obrazku. Parkietaz
na obrazku z prawej strony jest niezmienniczy tylko wzgledem podgrupy ‘
obrotéw w grupie {7,3}. 5

Zwykle, majac dwie definicje grupy za pomocg generatordw i ich relacji, dosé
trudno jest rozpoznaé, ze to ta sama grupa. To samo dotyczy identyfikacji grupy
na podstawie odpowiadajacych jej obrazéw. Na rysunku jest zilustrowana (na
trzy sposoby) grupa {4,5}.

Powyzsze trzy obrazki odpowiadaja szczegélnemu przypadkowi tzw. grupy
Dycka; jej elementami sa odbicia symetryczne wzgledem prostych, na ktérych
leza boki szedciokatow, z ktorych skladaja sie pokazane tu parkietaze, oraz
osi symetrii obrazka w kazdym takim szeéciokacie. Wszystkie trzy obrazki sa
identyczne z doktadnodcig do przesunigcia.
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