Jest to zapis odczytu wygloszonego na
XXVI Szkole Matematyki Pogladowej:
Twierdzenia z pogranicza.

VI problem Hilberta i modele
Zdzistaw POGODA, Krokéw

W sierpniu 1900 roku David Hilbert wygtosit na II Kongresie Matematykéw
w Paryzu slynny referat, gdzie przedstawil 23 problemy uznane przez niego
za szczegblnie wazne dla matematyki wchodzacej w XX wiek. Wéréd nich sa
konkretne zadania, problemy zarysowane mniej precyzyjnie, a takze tylko idee
pewnych pomystéw lub apele o to, by podja¢ niektére tematy.

- Jeden z probleméw dzi§ moze budzi¢ szczegdlne zdziwienie. Mianowicie,

w VI problemie Hilbert proponuje aksjomatyzacje. . . fizyki. Dokladniej Hilbert
sformulowal problem nastepujaco:

Wzorujgc sie na podstawach geometrii zaksjomatyzowaé te dziedziny fizyki,
w ktorych matematyka odgrywa istotng role: w pierwszej kolejnodci rachunek
prawdopodobieristwa i mechanike.

Skad ten dziwny pomysl, zeby aksjomatyzowaé dziedzine nauki na trwale
powigzang z do$wiadczeniem? I jeszcze ten rachunek prawdopodobiefistwa

jako dziedzina fizyki. Zapominamy jednak, ze wlaénie w XIX wieku rachunek
prawdopodobienstwa byt uznawany za fragment fizyki. Do takiego stanu rzeczy
przyczynila si¢ miedzy innymi kinetyczno-molekularna teoria budowy materii
oraz prace Boltzmanna.

Ponadto, gdy konczyt si¢ wiek XIX, wydawalo sie, ze w fizyce praktycznie
zrobiono juz wszystko. Do rozstrzygniecia zostaly dwa drobiazgi: interpretacja
doswiadczenia Michelsona-Morleya oraz wyjasnienie problemu promieniowania
ciala doskonale czarnego. Gdy u progu XX wieku mlody Max Planck postanowil
zajaé si¢ fizyka teoretyczng, to szczerze mu to odradzano zwracajac uwage, ze
praktycznie jest to dziedzina zamknieta.

Jesli wszystko (lub prawie wszystko) wiadomo, to nadszed} czas uporzadkowania
teorii, a juz Arystoteles zwracal uwage, ze takie uporzadkowanie
nagromadzonych wynikéw najlepiej bedzie realizowane poprzez aksjomatyczne
ujecie teorii. Najstynniejsza realizacja tej idei sa ,, Elementy” Euklidesa.

Zauwazmy tez, ze Hilbert zwraca uwage, iz chodzi o aksjomatyzacje tych
dziedzin, ktdre sa silnie zmatematyzowane.

Nie bez znaczenia byt fakt, ze na rok przed postawieniem stynnych probleméw
Hilbert odnidst powazny sukces w uporzadkowaniu geometrii; ukazaly sie jego
»Grundlagen der Geometrie” (,,Podstawy geometrii”), gdzie zostala podana
wolna od usterek aksjomatyka geometrii euklidesowej. Mozna przypuszczaé, ze
Hilbert, podobnie jak kiedy$ Arystoteles i Euklides, uznat, iz aksjomatyka jest
najlepszym sposobem uporzadkowania teorii.

Sprawy zaczely sie jednak szybko komplikowaé. W 1905 roku ukazala sie
niewielka praca Alberta Einsteina pod specjalistycznie brzmiacym tytulem

»O elektrodynamice cial w ruchu”, w ktérej zostaly podwazone gléwne zasady
mechaniki klasycznej — powstala szczegdlna teoria wzglednosci. Dziesigé lat
pézniej Einstein stworzyl ogélng teorie wzglednosci, teorie wiazaca ze soba
materig, przestrzen i czas w nierozerwalna caloéé. Réwnolegle, wspomniany Max
Planck wprowadzil do fizyki pojecie kwantu. W latach dwudziestych zaczeta

sig krystalizowa¢ mechanika kwantowa. W krétkim odstepie czasu powstaly
dziedziny nieistniejace, gdy Hilbert sformulowal swoje problemy. Wydawato sie
wiec, ze idee aksjomatyzacji fizyki powinny definitywnie upasé.

Jedli jednak propozycje Hilberta potraktujemy jako zadanie polegajace na
budowaniu matematycznego modelu dla danej teorii fizycznej, to problem
pozostaje aktualny. I tu wtasnie okazalo sig, Ze pewne sukcesy sa mozliwe.
W szczegdlnosci udalo sig stworzyé elegancki, choé nalezy przyznaé, dosé
skomplikowany, matematyczny model dla klasycznej mechaniki.

Mechanika byla dziedzina najwczesniej i najlepiej zmatematyzowana. Zasada
wariacyjna, formalizm Lagrange’a i Hamiltona oraz wiele innych pieknych
wynikéw przyczynilo sie do tego, iz u progu XX wieku mechanika miala bardzo
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solidne podstawy matematyczne i to wtasnie ona byla pierwszym kandydatem
do aksjomatyzacji.

Fundamentalnym pojeciem dla modelu matematycznego mechaniki (a takze

i innych) jest pojecie rozmaitosci rézniczkowej, ktére w tej dziedzinie wystepuje
w réznych sytuacjach i pod réznymi nazwami — jedna z podstawowych to
przestrzen konfiguracyjna. Ogélnie przestrzeri konfiguracyjna dla punktu lub
uktadu punktéw jest to zbiér mozliwych polozen tegoz punktu lub uktadu.

Rozwazmy na przyktad plaskie wahadlo matematyczne. Zbiér potozen kofica
tego wahiadla jest okregiem (dopuszczamy, ze wahadlo moze obracaé si¢ dokota
punktu zaczepienia). Jesli na koricu tego wahadla zaczepimy drugie wahadto
plaskie, to otrzymamy wahadlo plaskie podwdjne. Przestrzenia konfiguracyjna
dla tego wahadla (tj. dla jego konca) bedzie torus - iloczyn kartezjanski dwéch
okregow. Potozenie konica wahadla podwéjnego moze byé opisane za pomoca
dwéch liczb, katéw wychylenia od ustalonych polozen poczatkowych.

Dla uproszczenia mozemy zapisaé S' x S! przyjmujac na przyklad, ze wahadla
majg jednostkowg diugos¢. Przestrzen konfiguracyjna dla wahadta ptaskiego
potréjnego (trzy wahadta plaskie, jedno zaczepione na koficu drugiego) jest
torusem tréjwymiarowym S x S? x S'. Zamiast wahadta plaskiego mozemy
bada¢ wahadla sferyczne (zbiér dopuszczalnych polozen konica jest sfera) -

ich kombinacje i kombinacje z wahadtami ptaskimi prowadza do przestrzeni
konfiguracyjnych postaci §% x §%, 52 x S, §2 x §1 x S, §2 x §2 x §! x S!
itp., ktére sa juz rozmaitoSciami wielowymiarowymi.

I jeszcze jeden przyklad. Rozwazmy tréjkat prostokatny o wierzcholkach A, B, C
obracajacy si¢ wokél wierzchotka C' kata prostego. Przestrzenia konfiguracyjng
dla tego tréjkata jest przestrzen RP3 - rzeczywista przestrzeh rzutowa. Inna
reprezentacja tej rozmaitosci to grupa obrotéw przestrzeni tréjwymiarowe;j
majaca tradycyjne oznaczenie SO(3). Jest to z jednej strony rozmaitosé, a

z drugiej grupa. Takie obiekty nazywane s3 grupami Liego. Nieco wczeéniej
pojawila si¢ tu juz inna grupa Liego — jest nig S*, zbiér liczb zespolonych

o module 1.

Rozmaitoé¢ rézniczkowa, naturalne uogdlnienie powierzchni, stala sie jednym

z fundamentalnych poje¢ matematyki. Mozna je badaé globalnie, jak figury
geometryczne oraz lokalnie przez wprowadzenie ukladéw wspélrzednych, dzieki
czemu rozmaitoéci lokalnie przypominajg przestrzen euklidesowa odpowiedniego
wymiaru. Uklady wspéirzednych umozliwiaja tez przeniesienie na rozmaitodci
technik analizy matematycznej.

W przestrzeni euklidesowej R" mamy wiele naturalnych pojeé, takich jak
metryka, iloczyn skalarny, pozwalajacych lepiej badaé obiekty w tej przestrzeni.
Pojecia te przenosza si¢ elegancko na rozmaitosci za pomoca przestrzeni
stycznych. Jesli rozmaitos¢ jest uogélnieniem powierzchni, to przestrzen styczna
uogoélnia pojecie prostej stycznej i plaszczyzny stycznej do powierzchni. Prosta
styczna do krzywej w punkcie jest przyblizeniem tej krzywej w poblizu punktu,
podobnie jest z plaszczyzng styczna i powierzchnia. Przestrzen styczna lokalnie
zastepuje rozmaitos¢; pozwala to z rozmaitosciag wigzaé struktury typowe dla
przestrzeni wektorowej.

Prosta styczna do krzywej wyznaczona jest przez wektor styczny (wektor
predkosci) i pomysl ten zostal wykorzystany przy konstrukcji przestrzeni
stycznej. Wektory styczne do wszystkich krzywych (odpowiednio gladkich)

w danym punkcie rozmaito$ci tworza przestrzen wektorowa — przestrzen styczna.
Waszystkie przestrzenie styczne dla danej rozmaitosci uktadaja sie w obiekt
nazywany wigzka styczna, ktéry tez jest rozmaitoscia. W mechanice wiazka
styczna nazywana jest przestrzenia fazowa: zbiér mozliwych polozeri i predkosci
(a czasem pedéw) punktu i ukladu punktéw.

Wspblczesny matematyczny formalizm dla mechaniki klasycznej stanowia

tak zwane rozmaitosci symplektyczne. Rozmaitosé symplektyczna, méwiac
bardzo ogélnie, jest rozmaitoscia z pewnym wyréznionym specjalnym obiektem
nazywanym formga symplektyczna. Ta z kolei na kazdej przestrzeni stycznej
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okreéla co$ w rodzaju iloczynu skalarnego. Zwykly iloczyn skalarny jest
symetryczny, a ,Symplektyczny” - antysymetryczny; matematycy méwig,

ze jest to dwuforma rézniczkowa. Spelnione musza byé jeszcze pewne
dodatkowe warunki, ktére umozliwiaja opisanie odpowiednich réwnan ruchu

i zinterpretowanie ich rozwigzan. Zawilo$¢ calej konstrukcji polega na tym, ze ta
rozmaito$cia symplektyczna jest w mechanice nie przestrzeri konfiguracyjna, lecz
przestrzen fazowa, czyli nalezy rozwazaé przestrzenie styczne do wiazki stycznej.

Wspomniane dodatkowe warunki oraz precyzyjna definicja rozmaitoéci
symplektycznej moga pelni¢ role aksjomatéw w matematycznym opisie
mechaniki klasyczne;j.

Chociaz pojecie rozmaitosci pozwolilo na stworzenie bardzo eleganckiego
opisu dla mechaniki klasycznej, to jednak wczeéniej zyskalo aprobate fizykéw
dzieki innej wielkiej teorii XX wieku — ogélnej teorii wzglednoéci. Einstein
wykorzystujac rachunek tensorowy i najnowsze w drugiej dekadzie wyniki
geometrii rézniczkowej (ich znajomosé¢ zawdzieczal Marcelowi Grossmanowi)
stworzyl eleganckie matematyczne podstawy ogélnej teorii wzglednosci i mégt
pokusi¢ sig nawet o skonstruowanie modelu Wszechéwiata. Stad juz byl tylko
krok do wykorzystania pojecia rozmaitos$ci.

Podstawowym obiektem ogdlnej teorii wzglednosci jest rozmaitoéé riemanowska,
a dokladniej rozmaito$¢ pseudoriemanowska, czyli rozmaitosé (fizycy zadowalaja
sie rozmaitoécia czterowymiarowa) z wyréznionym tensorem metrycznym.
Termin ,tensor” skutecznie odstrasza wielu zainteresowanych wynikami
Einsteina od dokladniejszego studiowania ogdlnej teorii wzglednosci.

Pojecie tensora jest naturalnym uogélnieniem wektora - jest to zreszta wektor,
tylko w innej, wiekszej przestrzeni wektorowej, co pozwala uznaé za tensory
dobrze znane nam twory, ktérych pewnie nigdy byémy o ,,tensorowoé¢”

nie podejrzewali. Takim obiektem jest na przyklad iloczyn skalarny.

W algebrze liniowej iloczyn skalarny definiowany jest jako forma dwuliniowa

z dodatkowymi warunkami, a forma dwuliniowa to wtasnie tensor typu (0,2).
Ten ostatni symbol mozna by interpretowaé w taki sposéb, ze dwém wektorom
przyporzadkowana jest liczba. Czesto zamiast o tensorach méwimy o polach
tensorowych. Najprostsze z nich to pole skalarne: kazdemu punktowi rozmaitoéci
(przestrzeni) przyporzadkowana jest liczba (liczba to tez tensor typu (0,0)).
Najlepiej znane sg pola wektorowe. A jesli punktowi rozmaitosci przypiszemy
iloczyn skalarny w przestrzeni stycznej w tym punkcie, to dostaniemy

pole tensorowe nazywane wlaénie tensorem metrycznym albo tensorem
riemanowskim. Rezygnujac w definicji iloczynu skalarnego z naturalnego
warunku, ze kwadrat skalarny wektora niezerowego jest nieujemny, otrzymamy
metryke pseudoriemanowska, a odpowiedni tensor nazywany jest wlagnie
pseudoriemanowskim.

Tensor metryczny pozwala wprowadzi¢ odleglo$é na samej rozmaitosci, a takze
badaé zakrzywienie i inne wlasnosci rozmaitosci (Wszechswiata). W geometrii
rézniczkowej zostaly stworzone bardzo wyrafinowane narzedzia do badania
rozmaitosci i obiektéw na nich. Pozwolilo to na podjecie powaznych préb
stworzenia matematycznego modelu Wszechswiata i fizyki w nim obowiazujace;j.

Okazalo si¢ jednak do$¢ szybko, ze nawet tak skomplikowane i abstrakcyjne
obiekty jak rozmaitosici z dodatkowymi wymyslnymi strukturami sa zbyt proste,
by ogarna¢ skomplikowang rzeczywistosé. Co na przyklad zrobié z takimi
osobliwosciami jak czarne dziury?

Réznie prébowano przeskoczyé te trudnosci. Oto szkic jednej propozycji.

Niech M bedzie rozmaitoscig czterowymiarowa z zadanym tensorem
pseudoriemanowskim najczesciej oznaczanym przez g. Jak poprzednio
rozwazamy réwniez wiazke styczna TM sktadajaca si¢ z przestrzeni stycznych
T, Mdla wszystkich punktéw p € M. W przestrzeni stycznej T, M mozemy
wybraé¢ baze, bedzie to odpowiednik ukladu wspélrzednych w punkcie p.

Takich baz w ustalonym punkcie jest wiele. Wybierzmy te, ktére sa

zwigzane z ,iloczynem skalarnym” g - odpowiedniki prostokatnych ukladéw
wspolrzednych. Zbiér baz tego typu w punkcie p oznaczmy O,M. Czesto nazywa
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si¢ ten zbiér przestrzenia reperéw (ortogonalnych) w punkcie p. Przestrzenie
reperéw we wszystkich punktach tworza wigzke reperéw OM na rozmaitoéci M.
To jest nowa rozmaito$¢ i mozna na niej okresli¢ w pewien naturalny sposéb
tensor metryczny a co za tym idzie metryke.

W fizyce (i nie tylko w niej) wazne sa uklady wspélrzednych oraz przejécia

z jednego ukladu do innego. Odbywaja si¢ one za pomoca specjalnych
przeksztalcen zachowujacych tensor g (zgodnych z iloczynem skalarnym). Zbiér
tych przeksztalcen tworzy grupe Liego O(g). W ogdlnej teorii wzglednosci
grupg ta jest grupa Lorenza O(3,1). Symbol ten mozna troche nieprecyzyjnie
interpretowac nastepujaco: przeksztalcenia przeprowadzaja bazy ortogonalne
(wektory wzajemnie prostopadle) na ortogonalne, przy czym trzy wektory

z kazdej bazy sy takie, Ze ich kwadraty s3 dodatnie a kwadrat czwartego ujemny.
Elementy grupy O(3,1) dzialaja na elementy rozmaitosci OM - obrazem bazy
jest baza. Jesli jedna baze przeksztalcimy przez wszystkie elementy grupy, to
otrzymamy zbidr baz nazywany orbita tej bazy. Okazuje sie, ze w odpowiednich
warunkach zbidr orbit jest identyczny z wyjsciowa rozmaitoscia M.

Powréémy teraz do przestrzeni OM. Wspomnieliémy, ze da si¢ na niej okresli¢
w naturalny z punktu widzenia geometrii rézniczkowej sposéb metryke.
Przestrzen metryczna mozna uzupelnié tak, jak sie uzupelnia zbiér liczb
wymiernych do zbioru liczb rzeczywistych. Dzialanie grupy O(3, 1) rozszerza
si¢ na tak uzupelniong przestrzei i uzyskuje sie przy okazji rozszerzone orbity.
Zbiér nowych orbit tworzy przestrzefi M, ktéra mozna interpretowaé jako
rozszerzenie rozmaitosci M. Wyjéciowa rozmaitoéé M zanurza sie odpowiednio
w M. Dodatkowe punkty dotozone do ,,porzadnej” przestrzeni interpretuje sie
jako osobliwosci tejze. Problem zaczyna si¢ jednak w momencie, gdy prébujemy
opisa¢ strukture takiej przestrzeni z osobliwociami. Jest to obiekt bardzo
dziwny i matematycznie trudny do badania. Czesto nie da sie na przyklad
oddzieli¢ dwéch réznych punktéw roziacznymi otoczeniami.

Znane sg inne pomyslowe konstrukcje pozwalajace dotaczyé do zakrzywionej
czasoprzestrzeni osobliwosci. Zadna jednak nie zostala powszechnie
zaakceptowana. Poszukiwania trwaja.

Zwré¢my uwage na fakt, ze model Wszechéwiata to fizyka w skali makro, a jest
przeciez jeszcze mikro$wiat z jego mechanika kwantowa. I w tym przypadku
stworzono réwniez modele matematyczne. Podstawowg teoriag wykorzystywang
przez mechanike kwantows jest teoria przestrzeni Hilberta. Nie bedziemy
jednak rozwija¢ tego tematu. Natomiast nawigzujac do problemu matematyzacji
fizyki zwréémy uwage na niezwykle wazny i modny problem unifikacji teorii
fizycznych. Wielkim marzeniem fizykéw jest stworzenie jednolitej, uniwersalnej
teorii opisujacej wszystkie podstawowe zjawiska. Unifikacja wymaga stworzenia
odpowiedniego aparatu matematycznego, a sprawa jest wyjatkowo trudna. Jak
bowiem pogodzi¢ teori¢ grawitacji, teori¢ nieliniowa wykorzystujaca rozmaitosci
pseudoriemanowskie i mechanike kwantowa, gdzie kréluja liniowe, nieskoficzenie
wymiarowe przestrzenie Hilberta?

Pomystéw jest bardzo wiele. Prébuje si¢ pseudoriemanowska scene ogélnej teorii
wzglednosci obudowaé wyszukanym aparatem algebraiczno-topologicznym.
Powstala intensywnie rozwijana teoria superrozmaitosci, gdzie rozmaitoéé
rozszerza si¢ o czlon algebraiczny. Do wspélrzednych ,geometrycznych” dopisuje
si¢ ,wspdlrzedne algebraiczne” spelniajace warunki antysymetrii. Inne pomysty
nawiazuja do algebry nieprzemiennej. Przygladajac si¢ obiektom algebraicznym
zwigzanym z rozmaitoéciami (algebry funkcji, moduly pél wektorowych,

form itp.), analizuje si¢ abstrakcyjne struktury algebraiczne i bada rozmaite
interpretacje geometryczne. Jest to przedmiot zainteresowan bujnie rozwijajacej
si¢ geometrii niekomutatywnej (nieprzemiennej).

Wszystkie te pomysly s3 w pewnym sensie echem idei Hilberta przedstawionej
w VI problemie. Cho¢ o samym problemie juz si¢ praktycznie nie wspomina, to
matematyzacja teorii fizycznych jest obecnie niezwykle daleko posunieta i byé
moze Hilbert bylby zadowolony z realizacji swojego pomystu.
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