Jest to konspekt jednego z trzech zajeé
warsztatowych poprowadzonych na
XXV Szkole MAtematyki Pogladowej:
Elementarne, ale niebanalne.

Bez dowodu
Krzysztof OMILJANOWSKI, Wroctaw

Ponizsze zadania nie s3 zestawem do samodzielnej pracy ucznia (studenta). Jest
to raczej ,$ciaga” (konspekt?) dla prowadzacego zajecia. Rola prowadzacego
jest miedzy innymi przekazanie stuchaczom intuicji zwiazanych z pojeciem
homeomorfizmu. Badane tu pojecie polozenia zbioru jest pretekstem do pewnej
refleksji na temat wlasciwosci topologicznych podzbioréw prostej i ptaszczyzny.
(W topologii teoria polozenia "zaczyna si¢” w tréjwymiarowej przestrzeni
euklidesowej — teoria wezléw bada polozenie krzywej zwyczajnej zamknietej

w R3.) Wydaje si¢, ze przy rozwiazywaniu tych zadan (np. zad. 0-8) nie jest
konieczna znajomo$¢ formalnych terminéw jezyka topologii.

Zadanie 0. Pomyslmy, ze figury w ksztalcie liter alfabetu sg zrobione z
miekkiego drutu i Ze dozwolona operacja to wyginanie, ale nie rozcinanie

czy lutowanie. Powiemy, ze D i sg réwnowazne przez wyginanie
(homeomorficzne), ze naleza do tej samej grupy (klasy przestrzeni). Do innej

grupy naleza: \3J, : N i inne. Pogrupuj wszystkie figury w ksztalcie liter.

UwAGA: Trzeba najpierw sprecyzowaé (rysujac!) jak wygladaja litery; np. B
i B nie naleza do tej samej grupy, natomiast i s3 rownowazne przez
wyginanie — mozna wygina¢ w przestrzeni!
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DEFINICIA. Zbiory A;, A; zawarte w X sa jednakowo potozone w X, je§li mozna
tak zdeformowaé (homeomorficznie) X na X, ze A; przejdzie na A,.

Zbiér A = [0,1] U {2,3} ma doktadnie dwa polozenia w R (X = R), mianowicie:

e Qraz e ==
UWAGA; @ e == jest tym samym polozeniem co == o e (odbicie).

Zadanie 1. Niech X =R, A =[0,1]U{2,3,4} U[5,6] U {7,8}. Znajdz (narysuj)
wszystkie polozenia A w X. Sprébuj zakodowaé wszystkie polozenia zbioru A
tak, by tatwo méc zliczyé wszystkie polozenia, w przypadku gdy A jest suma n
przedzialéw i m punktéw.

Zadanie 2. Niech X =R, A = {0} U {1/n: n € N}. ,Narysuj wszystkie”
polozenia A w X.

Zadanie 3. Niech X =R, A = {-1,1}U{(-1)" +1/n: n € N}. ,Narysuj
wszystkie” polozenia A w X.

Zadanie 4. Niech X =R?, A = _I_H_ Narysuj inne polozenie A w X.

Zadanie 5. Niech X =R?, A= A (suma trzech odcinkéw). Narysuj wszystkie
(rézne) polozenia A w X.

Zadanie 6. Jak w zadaniu 5 dla innych ,liter”.

Zadanie 7*. Podaj (odgadnij) wszystkie zbiory domkniete i ograniczone, ktére
majg tylko jedno polozenie w X = R (wykonaj rysunki).

Zadanie 8. Podaj przyklady zbioréw domknietych, ograniczonych i spéjnych
(nskladajacych sie z jednego kawalka”), ktére maja tylko jedno polozenie w
X =R? (wykonaj rysunki).
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Zadanie 9. Czy istnieje zbi6r zwarty (domknigty i ograniczony), ktéry ma
nieprzeliczalnie wiele réznych polozed w X = R?

Zadanie 10. Czy istnieje przeliczalny zbi6r zwarty, ktéry ma nieprzeliczalnie
wiele réznych polozen w X = R?
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Zadanie 11. Czy istnieje nieprzeliczalnie wiele przeliczalnych zbioréw zwartych,
ktére maja nieprzeliczalnie wiele réznych polozed w X = R?

Zadanie 12. »Narysowa¢” nieprzeliczalnie wiele przykladéw zbioréw zwartych i
spéjnych, ktére maja tylko jedno polozenie w X = R2.

Zadanie 13. Czy istnieje zbiér zwarty i spéjny, ktéry ma nieprzeliczalnie wiele
réznych polozer w X = R??

Zadanie 14. Czy istnieje nieprzeliczalnie wiele zbioréw zwartych i spéjnych,
ktére maja nieprzeliczalnie wiele réznych polozenh w X = R??

Zadanie 15. Powiedz, dlaczego kazde dwa przeliczalne, geste (tzn. przecinajace
kazdy przedzial) zbiory A;, A; sa jednakowo polozone w X = R.

Zadanie 16%. Zapisz homeomorfizm z zadania 15.
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Dalsze zagadnienia do zbadania:

I. Czy zmieniy sie¢ odpowiedzi do poszczegdlnych zadan gdy zamiast podzbioréw
proste]j rozwaza¢ bedziemy podzbiory przedziatu [0,1] (zamiast podzbioréw
plaszczyzny — podzbiory kwadratu [0, 1]2)?

II. Podaj liste ,brakujgcych twierdzei”, tzn. twierdzen potrzebnych do tego, by
méc tatwo uzasadni¢ (a nie tylko odgadywaé) rozwiazania powyzszych zadan.

ITI. Czy co$ ciekawego mozna otrzymaé badajac analogon polozenia w innej
teorii, np. teorii grup?

Powyisze zadania sa reakcja wyzej podpisanego na zadanie jakie zobaczyl na
pierwszej liscie zadan dla studentéw pierwszego roku matematyki: ,,Udowodnij,
ze liczba parzysta jest podzielna przez dwa.”

Wydaje sig, Ze czesto zapominamy (my = uczacy innych), ze rozumowanie
matematyczne mozna uzewnetrznia¢ nie tylko poprzez formalny cigg formul, ale
rowniez np. poprzez rysunek.

Rozwiazywanie zadan to jak trening i — jak na treningu - chodzi o to, by sie
rozwija¢ (niekoniecznie bijac rekordy). Na przyklad w zadaniu 7 powyzej nie jest
wazne, by faktycznie znalez¢ wszystkie poszukiwane zbiory (latwo zapomnieé

o zbiorze Cantora lub o odcinku z ,dolepionymi” do obu kohcéw zbiorami
Cantora). Wazne, by uzmystowi¢ sobie, e jest wiele typéw poszukiwanych
zbioréw, a stwierdzenie, ze wymieniliémy wszystkie, wymaga uzasadnienia.

Niektérzy uczacy analizy matematycznej wyrazaja prowokacyjnie teze: ,tyle jest
pieknych rzeczy do wyrachowania, ze szkoda czasu na dowody” - dorzuémy do
tego jeszcze ,i do narysowania”.
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