O pewnym zastosowaniu analizy harmonicznej
w rachunku prawdopodobienstwa

Krzysztof OLESZKIEWICZ, Warszawa

Jest to zapis odczytu wygloszonego na
XXVI Szkole Matematyki Pogladowej:
Twierdzenia z pogranicza.

Zwiazki analizy harmonicznej z rachunkiem prawdopodobiefistwa dotycza na
ogdl wlasnoéci przeksztalcenia Fouriera i szeregéw trygonometrycznych. Tym
razem rozwazymy jednak jej inne, znacznie bardziej elementarne zastosowanie
probabilistyczne. Wiéréd wszystkich funkcji o wartoéciach rzeczywistych
okreslonych na kostce dyskretnej {—1,1}" (czyli na zbiorze 2" wierzchotkéw
n—wymiarowe] kostki [~1,1]"™) wyréznijmy rodzing 2" funkecji (wa)ac{1,2,...,n}s
zwang ukladem Walsha. Funkcja w4 przyjmuje w punkcie z = (21,22,...,Zn)
wartoéé bedacg iloczynem tych wspélrzednych z;, ktérych indeks i nalezy do A.
Innymi stowy
wa(z) = H z;,
icA
przy czym przyjmujemy, ze wp przyjmuje na calym zbiorze {—1,1}" wartos¢ 1.
Jesli zdefiniujemy iloczyn skalarny funkcji f,g: {—1,1}" — R wzorem
1
(=5 Y, fla)g(a),
ze{-1,1}n
to latwo bedzie sprawdzié, ze (wa,wp) =0, jesli A # B, oraz (wa,ws) =1
(dowéd pozostawiamy Czytelnikowi jako proste éwiczenie). Wynika stad, ze
uklad Walsha jest ukladem ortonormalnym wzgledem wprowadzonego iloczynu
skalarnego. Zatem kazda funkcja f : {—1,1}"* — R daje si¢ w co najwyzej
jeden sposéb zapisaé jako kombinacja liniowa 2AC(1,2,...,H} aswa, (as € R),
bo wéwczas

(fiwp) = Z aa{wa, ws) = ap,
Ac{12,...,n}

czyli z funkeji f moina odczytaé jej wspéiczynniki a4. Z drugiej strony kazda
funkcje f : {—1,1}"* — R mozna zapisaé w postaci takiej kombinacji. Mozna to
uzasadnié na dwa sposoby. Po pierwsze, mozna powolaé si¢ na fakt, ze wymiar
liniowy przestrzeni wszystkich funkcji rzeczywistych na {—1,1}" (nad R) jest
réwny 2™ i w zwiazku z tym uklad Walsha, jako ukiad 2" funkcji niezaleznych
liniowo (bo ortogonalnych) jest baza, a wiec takze rozpina liniowo te przestrzen.
Po drugie, mozna uniknaé odwolywania si¢ do zaawansowanej algebry liniowej
- oczywiscie (dlaczego?) kazda funkcje rzeczywista na {—1,1}" mozna zapisaé
jako kombinacje liniows funkeji (fy)ye(-1,13», Przyjmujacych wartoéci fy(y) =
1; fy(z)=0dlaz #y. Zatem wystarczy przedstawi¢ kazda z funkcji fy jako
kombinacje liniowg funkcji Walsha, to za$ jest proste:

n
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fu@) =] % =i > JI  wwale)

i=1 AC{1,2,..,n} i€{L2,...n}\A4
(zauwazmy, ze iloczyn jest zerem, jesli ktérykolwiek z jego czynnikéw jest
zerem).
Funkeji f : {~1,1}" — R przyporzadkujmy nowa funkcje Lf : {-1,1}" — R
wzorem

LH@)= X 1)
ye{-1,1}":d(z,y)=1

gdzie d(z,y) oznacza liczbe wspdélrzednych, ktérymi réznia sie punkty
z,y € {—1,1}", tzn. liczbe tych 1 < i < n, dla ktérych z; # y; (jest to tzw.
metryka Hamminga). Innymi slowy wartoé¢ funkcji Lf w punkcie z definiujemy
jako sume wartosci funkcji f we wszystkich wierzcholkach sasiadujacych z z.
Latwo zauwazy¢, Ze operator L jest liniowy, czyli

LO axfi)=) ox-Lfs; ax € R.
k=1

k=1
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Pozostawmy Czytelnikowi sprawdzenie, ze Lws = (n — 2|4|) - w4, gdzie |A|
oznacza liczbg elementéw zbioru A (co w jezyku algebry liniowej oznacza, ze
funke¢je Walsha sa wektorami wlasnymi operatora L).

Czas na oczekiwane zastosowanie w rachunku prawdopodobiefistwa. Rozwazmy
czastke bladzaca losowo po wierzcholkach n—wymiarowej kostki. Bladzenie
zaczyna si¢ w chwili t = 0 w wierzchotku (1,1,...,1), a potem bladzenie
odbywa si¢ wedlug nastepujacych regul: jesli czastka w chwili ¢ znajduje

si¢ w punkcie y, to w chwili ¢ 4+ 1 z prawdopodobiefistwem 1 /n bedzie w
wierzchotku z sasiadujacym z y (poniewaz kazdy wierzcholek ma dokladnie

n sasiadéw, znaczy to, ze do kazdego z nich czastka przejdzie z jednakowym
prawdopodobiefistwem). Sprébujmy odpowiedzieé¢ na pytanie, z jakim
prawdopodobiefistwem czastka w chwili ¢ bedzie sie znajdowala w punkcie

z € {-1,1}".

Oznaczmy to prawdopodobieristwo przez p;(x). Z zasad bladzenia wynika, ze
Pe41 = Lpi/n, a zatem p, = n~t . Lipy, gdzie L oznacza t—krotne zastosowanie
operatora L. Skoro na mocy zalozen

1
bo = f(1.1,.,.,1} = on Z WA,

Ac{1,2,...,n}
z liniowosci operatora L wynika, ze

1
Lipg = = Z (n— 2|A|)t “W4.
AC{L,2,..n}
Otrzymujemy zatem jawny wzér

p:(m)=2in 3 (1-2—|;3A_I)tm(x).

AcC{1,2,...n}

Poniewa |A] € {0,1,...n}, wiec [1 - 24| < 1, 0ile A# 0i A#{1,2,...,n).
Wynika stad, ze dla duzych wartoéci czasu ¢ prawdopodobiefistwo p; () mozna

z bardzo duza dokladnoscia przyblizyé przez 5;1:1-, jesli liczba wspdéirzednych,
kt6rymi  rézni sig od (1,1,...,1) ma inng parzysto$é niz t, przez 0 zaé, jesli ma
te samg parzystosc.

Pozostawmy Dociekliwemu Czytelnikowi przemyélenie, jak zmieni sie sytuacja,
jesli btadzaca czastka bedzie z prawdopodobiefistwem ﬂLH przechodzi¢ do
sgsiedniego wierzchotka, a z prawdopodobieristwem RL - pozostawaé w tym

+1
samym wierzchotku.
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