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Twierdzenia z pogranicza.
Dzialanie systemu immunologicznego jest bardzo skomplikowane i, jak wiekszosé
proceséw biologicznych, nie do korica jeszcze zbadane i poznane. W pracy
systemu immunologicznego bierze udzial wiele skladnikéw, w tym rézne
populacje komdrek i specyficzne biatka. W modelowaniu tak skomplikowanych
proceséw wyréznia sie zazwyczaj dwie tendencje:

e budowanie prostych modeli, ktére w miare tatwo poddaja si¢ (przynajmniej
w podstawowym zakresie) analizie jako$ciowej, ale moga precyzyjnie opisaé
tylko pewne, specyficzne procesy;

¢ budowanie modeli bardzo ztozonych, skladajacych sie z duzej liczby réwnan,
ktdre staraja si¢ dokladnie odzwierciedlaé mechanizmy wywolujace opisywane
zjawiska, ale ktore silg rzeczy, ze wzgledu na swoja budowe, nie poddaja sie
analizie wcale lub w bardzo ograniczonym stopniu i jedyne, co mozna w takim
przypadku zrobi¢, to dostatecznie duza liczba symulacji komputerowych.

W przypadkach konkretnego modelowania ilo§ciowego modele drugiego typu
moga by¢ (i bywaja) bardziej przydatne, ale jakosciowo modele uproszczone
sa w stanie opisaC te same zjawiska, zatem z analitycznego punktu widzenia
sg znacznie lepsze. W obu przypadkach mozemy oczywiscie uzywaé réznego
aparatu matematycznego. Najczesciej spotykane sa modele formulowane

w jezyku ukladéw réwnan rézniczkowych zwyczajnych lub czastkowych, choé
oczywiscie sa takze modele stochastyczne.

Zajmiemy sie najpierw sposobem budowania modeli za pomoca réwnai
rézniczkowych zwyczajnych. Sposéb ten bazuje na klasycznym modelu
Lotki—Volterry, ktéry opisuje zachowanie dwéch populacji — drapiezcy i ofiary
— w $rodowisku. Zmiana liczebnosci kazdej z populacji odbywa sie zgodnie
z regula:

zmiana liczebnosci = rozrodczoéé (przyrost) — $miertelnosé (ubytek)
W przypadku modelu Lotki-Volterry oznaczmy przez V (¢) liczebnoéé
(zageszczenie) populacji ofiar, a przez P(t) liczebnosé drapiezcéw w momencie
czasu t. Powyzsza reguta dla obu populacji przyjmie postaé:

V=rV- aVPm, P =abVP - sP,

co oznacza, ze jesli nie ma drapiezcéw, to liczba ofiar przyrasta liniowo (bez
ograniczen), ze stalym wspélczynnikiem wzrostu r, a jesli nie ma ofiar, to
drapiezcy ging (takze liniowo) z powodu braku pozywienia. Jesli w érodowisku
wystepuja oba gatunki, to drapiezcy poluja na ofiary, wiec ofiar ubywa,
a drapiezcéw przybywa, przy czym zakltada sig, Zze oba procesy zachodza
proporcjonalnie do liczebnosci obu populacji (podobnie jak w fizyce liczba
swobodnych zderzerl).

Wiekszoé¢ tzw. modeli populacyjnych, w tym takze modele walki systemu
immunologicznego z nowotworem, maja swéj rodowéd w tym wlasnie
modelu, choé¢ mogg opisywac rozrodczo$é lub $miertelnoéé za pomoca innych
funkcji. Na przyklad rozrodczoéé moze by¢ modelowana przy pomocy funkcji
logistycznej, czyli zamiast czynnika rV w pierwszym réwnaniu wstawiamy
rV(1 — V/K), co odzwierciedla ograniczonoéé pojemnosci srodowiska —
liczba osobnikéw nie moze rosnaé w nieskoriczono$é, ustala sie na pewnym,
optymalnym dla danego srodowiska, poziomie. Mozna takze rozpatrywaé
imigracje lub emigracje osobnikéw, co zmienia odpowiednio rozrodczoéé lub
$miertelnoéé. Przy modyfikowaniu funkcji opisujacej oddzialywania miedzy
dwoma populacjami, ktéra w modelu Lotki-Volterry jest biliniowa, czesto
stosuje si¢ tzw. funkcje przelaczenia. Sa to funkcje ograniczone, najczescie]

o wartoéci 0 na poczatku, monotonicznie dazace do pewnej maksymalnej
wartodci granicznej. Uzycie takich funkcji motywuje sie np. w reakcjach
enzym - substrat (model Michaelisa-Mentena) wysyceniem reakcji. Podobnie
w modelu populacyjnym mozemy powiedzieé, ze drapiezca nie jest w stanie
zjes¢ w skoniczonym czasie nieograniczonej ilosci ofiar, nawet jesli jest ich

w $rodowisku bardzo duzo. Uzywa si¢ zatem zamiast funkcji wielomianowej V P
funkcji wymiernej typu VP/(1 + V).
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Przyjrzymy si¢ teraz dwém prostym modelom [1, 2] nowotworéw, ktére
zbudowane s na podobnej zasadzie. W najprostszym przypadku rozpatrujemy
dwie populacje — komérki nowotworowe T'(t) oraz efektywne komérki systemu
immunologicznego (komérki efektorowe) E(t). W obu modelach w bardzo
podobny sposéb opisuje si¢ wzrost liczebnosci populacji komérek raka, przy
czym jedyna réznica polega na uzyciu funkcji wzrostu liniowego w modelu [1],
a funkcji logistycznej w modelu [2]. Mamy zatem

I'=rT-kTE Ilub T=rT(1-0bT)-kTE
odpowiednio, gdzie r jest wspélczynnikiem maksymalnego wzrostu nowotworu,
a k oznacza liczbe wigzan pomiedzy komérkami nowotworowymi a efektorowymi,
ktére prowadza do zniszczenia komérek raka. W modelu [2] wspétezynnik
1/b odzwierciedla pojemno$é srodowiska, czyli maksymalna liczbe komérek
nowotworowych w organizmie. W sposéb istotny réznig si¢ natomiast funkcje
opisujace zmiang liczebnosci komérek efektorowych w omawianych modelach.
W modelu pierwszym:
E = f(T)+9(E) - dE,
przy czym funkcja f(T') opisuje stymulacje systemu immunologicznego przez
komérki nowotworowe, g(E) odpowiada za autostymulacje systemu, natomiast
dE odzwierciedla skoriczong dtugo$¢ zycia komérek efektorowych. Funkcje f i g
maja nastepujaca postac:
o i En
f(T)= e oz g(E)= e
gdzie u < v i wszystkie stale s3 dodatnie. Funkcja f moze mie¢ rézny przebieg
w zaleznoéci od parametréw u,v (rys. 1).

Funkcja g ma przebieg podobny do funkcji f (przypadek n = 1 odpowiada
sytuacji u = v = 1, przypadek n > 1 - sytuacji u = v > 1).

W modelu [2] réwnanie na zmiang stgzenia komérek efektorowych ma bardziej
tradycyjna postac:

ET
= —— —mET —
E s+pg+T m dF,

przy czym s oznacza normalny (bez stymulacji) naptyw komérek efektorowych
do miejsca lokalizacji nowotworu, drugi skladnik prawej strony opisuje
stymulacjg systemu w obecnosci komérek rakowych (funkcja przelaczeniowa),

m jest liczba wigzan miedzy komérkami efektorowymi a nowotworowymi,
natomiast d odzwierciedla w tym przypadku nie tylko $miertelnoé, ale takze
migracje.

Trudno wyrokowa¢, ktéry z modeli jest lepszy, zaré6wno w przypadku dwéch
zaprezentowanych wyzej, jak wielu innych istniejacych (np. [5] i literatura
tamsze). Mimo réznic, w modelach [1, 2] mozna zaobserwowaé podobne

efekty. W przypadku modelu [1] autorzy zwracaja uwage na mozliwe
paradoksalne wyniki szczepienia (obecnie coraz intensywniej bada sie mozliwoéci
wykorzystania szczepieh w walce z nowotworami). Przy pewnych uktadach
parametréw podwyzszenie poziomu komérek efektorowych moze spowodowaé
szybki wzrost liczebnoéci komérek nowotworowych i tym samym émieré chorego,
podczas gdy bez ingerencji z zewnatrz stan dazylby do punktu stacjonarnego, co
oznacza utrzymywanie si¢ liczby komérek raka na pewnym ustalonym poziomie
(odpowiadajace tym sytuacjom orbity ukladu zostaly zaznaczone na rysunku 2).
Podobnie w modelu [2] autorzy szczegélnie podkreslaja mozliwoéé wystapienia
efektu wymknigcia si¢ nowotworu spod kontroli organizmu, tj. przejicia przy
nieznacznej zmianie parametréw badz stezeri z obszaru o ograniczonej liczebnosci
komérek rakowych do obszaru, gdzie ta liczebno$¢ wzrasta nieograniczenie.
Oczywiscie analogie w zachowaniu rozwigzai wystepuja, gdy w modelach mamy
np. taks sama liczbe punktéw krytycznych o tym samym charakterze, natomiast
dla omawianych modeli nie zawsze tak bedzie. W modelu [1] moze wystapié

az 5 punktéw krytycznych, podczas gdy w modelu [2] maksymalna liczba tych
punktéw wynosi 4. Niemniej jednak w wielu przypadkach zachowanie bedzie
analogiczne, bez wzgledu na to, ktéry model zastosujemy.
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Drugim, chyba najpopularniejszym sposobem modelowania, jest rozwazanie raka
jako bryly, ktérej objetosé przyrasta dzigki doplywowi substancji odzywczych
z zewnatrz, tzn. przez pobieranie ich z organizmu, w ktérym nowotwér wzrasta.
Dla przykladu przyjrzymy si¢ sposobowi modelowania tego zjawiska w pracach
H. Byrne (np. (3, 4] i literatura tamze). Gléwnymi zmiennymi w tym modelu
sa R(t) — promien nowotworu jako kuli oraz s(r,t) — stezenie sktadnikéw
odzywczych, ktére dyfunduja do wnetrza bryly. Zakladamy, ze s spelnia
réwnanie reakcji dyfuzji ze stala D, = 1 dla uproszczenia, przy czym skladniki
pokarmowe sg konsumowane przez komérki nowotworowe ze stala predkoscia G.
Poniewaz modelujemy wzrost raka, ktérego czas podwojenia objetosci jest rzedu
tygodni, a nawet miesiecy, natomiast zjawiska dyfuzji pozywienia zachodza
znacznie szybciej (skala w godzinach), to mozemy przyjaé dla uproszczenia
przyblizenie quasi-stacjonarne:
ds
— =10
ot

i otrzymujemy bazowe réwnanie:

_1d f ,0s
b= ( a)‘a’

co oznacza, ze konsumpcja i dyfuzja réwnowaza si¢. Prawo zachowania masy
daje nam réwnanie wzrostu objetosci nowotworu:
1d /4 5\ _ _,dR
4 dt (SFR ) S e
gdzie 5(t) oznacza proliferacjg (przyrost komérek), a Q(t) - apoptoze (naturalny
ubytek), przy czym:
R(t) R(t)

S(t) = ] asrdr, Q) = /a?rzdr,

0
gdzie w najprostszym przypadku 3 = const jest pewna stala.

Omawiane zagadnienie nalezy do klasy zagadnien z ruchomym brzegiem.

W modelu podstawowym zaklada sig, ze s(R(t),t) = s,, czyli stezenie
skladnikéw pokarmowych na powierzchni bryly jest stale, réwne stezeniu

w organizmie. Dodatkowo zaklada sig tez, ze R(0) = Ry oraz %(0, t)=0.

Jest to model bazowy, w ktérym mozna uwzgledniaé rézne inne zjawiska,

np. wzrost czedci nekrotycznej nowotworu, czyli takiej, ktéra obumiera z braku
pozywienia (cz¢$¢ ta moze znajdowaé si¢ w srodku nowotworu w poczatkowej
fazie wzrostu, gdy nowotwér nie wytworzy jeszcze naczyh doprowadzajacych
pokarm do wewnatrz, a objetosé bryly stala sie juz zbyt duza, aby pozywienie
mogto dotrze¢ do wszystkich komérek na drodze dyfuzji). W takim przypadku
trzeba jeszcze w modelu dopisa¢ dodatkowy czynnik ubytku przez nekroze oraz
rozpatrze¢ dodatkowy promien r,(t) — wewnetrznej czeéci nekrotycznej.

Przedstawione modele s3 bardzo uproszczone, ale moga one odzwierciedlaé
pewne charakterystyczne zjawiska i w takim celu zostaly stworzone. Wydaje
si¢, Ze nalezaloby, nadladujac modele w fizyce, dazy¢ do pewnej unifikacji, gdyz
w literaturze za duzo jest modeli, ktére réznig si¢ w nieznacznym stopniu i nie
wnoszg, istotnych zmian w stosunku do modeli wczesniejszych. Na swojego
autora czeka model, ktéry bylby na tyle prosty, aby poddawal sie analizie, ale
na tyle ogélny, aby uwzglednial pewne charakterystyczne cechy innych modeli.
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