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Haslo ,entropia” wystepuje w termodynamice, teorii prawdopodobienstwa, teorii
informacji, teorii ukladéw dynamicznych (w ktérej wyrézniamy teorie proceséw
stochastycznych, teori¢ ergodyczna i dynamike topologiczna), a ponadto ma

tez ona swoje obiegowe, potoczne znaczenie. Postaram si¢ dokonaé przegladu

i poréwnania wszystkich tych znaczen. Przy tym nacisk polozony bedzie na
interpretacje entropii jako miary chaosu czy tez, jak kto woli, losowojci.

Pojecie entropii stworzy! niemiecki fizyk zajmujacy sie termodynamika — Rudolf
Clausius w roku 1854. WiazZe sie ona bezposrednio ze sformulowana wczeéniej
przez francuskiego inzyniera i fizyka Sadi Carnota II zasads termodynamiki
(ktéra wtedy nie nosila tego miana, poniewaz I zasada byla sformulowana
pézniej).

Najkrécej rzecz ujmujac, zmiana entropii w elemencie objetoéci przy
(nieskoriczenie malej) zmianie stanu jest réwna stosunkowi zmiany zawartosci
ciepla do temperatury:
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Zmiana entropii jest odpowiednig calks po przestrzeni i czasie. Pozwala to
wyznaczy¢ entropie dowolnego ukladu z dokladnoscia do stalej uniwersalnej C.
(Wyznaczenie tej stalej jest mozliwe dzieki tzw. III zasadzie termodynamiki, my

jednak pozwolimy sobie na jej wybdér w sposéb dla nas dogodny).

Najczesciej rozwaza sie gaz zamkniety w jakim$ zbiorniku poddawany sprezaniu
lub rozprezaniu i emitujacy lub pobierajacy cieplo z otoczenia (lub gaz w kilku
takich zbiornikach). II zasada termodynamiki méwi, ze entropia dowolnego
ukladu zamknietego (np. calego wszech$wiata) jest funkcja niemalejaca czasu.
(Réwnowazna wersja: nie istnieje proces, ktérego jedynym rezultatem jest
przekazanie ciepla ze zbiornika o temperaturze nizszej do innego zbiornika

o temperaturze wyzszej.) Zasada ta jest niezalezna od zasady zachowania energii
(czyli I zasady termodynamiki), poniewaz ta nie podaje zadnej zaleznosci

od czasu. Aby zilustrowaé znaczenie II zasady rozwazymy prosty, choé tak
naprawde bardzo ogélny przyktad.

Rozwazmy zbiornik w ksztalcie zamknigtego cylindra z ruchomym (bez tarcia)
tlokiem ustawionym w polozeniu p, wypelniony gazem po obu stronach ttoka

(rys. 1).

W chwili poczatkowej po obu stronach tloka panuje to samo cisnienie P,

i temperatura Ty, taka sama jak na zewnatrz. W takim stanie obecnoéé

i polozenie tloka sg z punktu widzenia termodynamiki nieistotne i mozna réwnie
dobrze uwazaé, ze znajduje sie on na Srodku (jest to jedno z tych stwierdzen
fizykéw, przy ktérych matematycy odczuwaja lekki niepokdj). Oznaczmy ten
stan przez A. Teraz powoli przesuwamy tlok na $rodek cylindra, pozwalajac na
calkowita wymiane ciepla z otoczeniem przy stalej temperaturze. Ciénienie po
prawej stronie tloka jest oczywiscie wigksze niz po lewej (stan B) (rys. 2).

W chwili, gdy tlok znajdowal sie¢ w polozeniu z, dzialala na niego sila
proporcjonalna do réznicy ciSnien

F:C(P{)l_p —ng).
I

l-2z
Zatem praca jaka wykonaliSmy wynosi
1/2
f Fdz = cPy((1 - p)log(1 — p) + plogp + log 2).
P

Z zasady zachowania energii wynika, Ze praca ta jest réwna z zbilansowanemu
cieplu wyemitowanemu przez uklad. Poniewaz wszystko to odbywalo sie
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w temperaturze stalej (w czasie i przestrzeni), zatem zmiana entropii wynosi

B
AS = c?z( — (1 —p)log(1 - p) — plogp — log 2).

Zal6zmy, ze cinienie i temperature dobraliSmy tak, aby c¢Py /Ty réwnalo

si¢ jednodci. Poprzez dobdr stalej dowolnej C mozna zatem przyjaé, ze
entropia stanu poczatkowego A wynosi Sy, = log2 (bo ta nie zalezy wartoéci
parametru p), stanu za$ koficowego B

Sp =—(1-p)log(1l - p) - plogp.
Oczywiscie funkcja ta jest dodatnia i osiaga maksimum dla p = 1/2.

Jesli teraz zaizolujemy nasz ukltad i zwolnimy tlok, to uklad wréci po pewnym
czasie do stanu wyjéciowego A, nie wymieniajac energii z otoczeniem ani

w postaci ciepla, ani pracy. Nastapi jednak wymiana ciepla poprzez tlok, przy
czym po réznych stronach tloka beda panowaly rézne temperatury, skutkiem
czego entropia na powrdt wzroénie (i wyniesie tyle co na poczatku, czyli log2).
Pokazuje to, ze uklad zamkniety przyjmuje samoistnie stan o najwyzszej
entropii. Mimo Ze nie przeczyloby to zasadzie zachowania energii, uklad bez
ingerencji z zewnatrz nigdy nie przyjmie stanu o nizszej entropii, np. stanu B.

Inny wybitny fizyk, Ludwig Boltzmann z Uniwersytetu Wiedenskiego,
dzialajacy w okresie poprzedniego przelomu wiekéw, powiazal entropie
z prawdopodobienistwem, co nadalo ostatniej naszej obserwacji nowa
interpretacje. Usuiimy tlok z naszego cylindra i obliczmy z jakim
prawdopodobienstwem uktad przyjalby samorzutnie stan réwnowazny w sensie
termodynamicznym ze stanem B. Zakladajac, ze w cylindrze znajduje si¢
N bladzacych niezaleznie i z rozkladem jednostajnym czastek, logarytm
prawdopodobienstwa tego, ze w lewej poléwce znajdzie sie ich pN, (a w prawej
reszta, czyli (1 — p)N) wynosi
N!
log ((pN)!((l YT .2 N) ~ N( - (1-p)log(l —p) —plogp) — Nlog2,

(przyblizajac ze wzoru Stirlinga: logn! ~ nlogn — n). Przy czym liczba N log 2
to logarytm liczby ,wszystkich” stanéw, a N( — (1 — p)log(1 — p) — plogp)
(réwna NS,), to logarytm liczby stanéw ,sprzyjajacych” B. Widzimy przy tym,
ze dla p = 1/2 liczba stanéw sprzyjajacych réwnowadze w obu poléwkach jest
dla duzych N tak bliska liczbie wszystkich stanéw, ze prawdopodobieristwo
takiej réwnowagi jest prawie 1, za$ przy p # 1/2 prawdopodobienistwo to jest
znikome. Oto sens II zasady termodynamiki: uktad nie przyjmie samorzutnie
stanu B, poniewaz jego prawdopodobieristwo jest bliskie zera.

Z takich rozwazan wywodzi sie potoczne rozumienie entropii, jako rosnacej
funkcji ,prawdopodobienstwa” zajscia takiego, a nie innego zdarzenia.
Utozsamia ja sie z ,,miara nieporzadku” lub ,chaosu”. Mozna to zilustrowad
nastepujaco: podzielmy (w wyobrazni) przestrzen cylindra wypelnionego
gazem na kilka obszaréw i ,pomalujmy” czasteczki w kazdym z nich innym

skolorem”. Nastepnie pozwélmy na swobodny ruch czastek. Po pewnym czasie
zaobserwujemy, ze w kazdej czedci cylindra wystepuja te same proporcje
koloréw. Prawdopodobienstwo powrotu do stanu wyjéciowego jest pomijalnie
male. Mozna te zasade stosowacé do dyfuzji gazéw, ale tez do rozprzestrzeniania
si¢ gatunkéw zwierzat, choréb, czy nawet naszych rzeczy osobistych w obrebie
mieszkania. Nieporzadek narasta samorzutnie, przywracanie porzadku wymaga
nakladu pracy (i wzrostu nieporzadku gdzie indziej).
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Mimo Ze méwimy o znaczeniu potocznym entropi, Jjestesmy bardzo blisko
znacznie bardziej sformalizowanego (ale tez bardziej ogdlnego) pojecia entropii
w procesach stochastycznych.

Niech (X, X, i) bedzie przestrzenia probabilistyczna, a o = (A1, Ag, ..., Ag)
skoriczonym rozbiciem mierzalnym przestrzeni X na zbiory (zdarzenia losowe)
o prawdopodobiefstwach py, ps, ..., pr. Funkcje informacji I, rozbicia o
definiujemy jako funkcje prosta na X przyjmujaca na kazdym zbiorze A;
wartoS¢ — log p;. Interpretacja jest taka: im mniej prawdopodobne zdarzenie,
tym wigksza wartos¢ informacji, jesli je zaobserwujemy. Przyktad: nazwisko
Nowak mniej dokladnie identyfikuje osobe niz np. nazwisko Morayne. Do pelnej
identyfikacji Nowaka potrzebujemy dodatkowej informacji. Entropia rozbicia o
Jest zdefiniowana jako calka z funkeji informacji

H(e)=-) pilogpi.

Podstawowe wlasnosci entropii s3 nastepujace: jest ona

e nieujemna;

e réwna zeru tylko dla rozbicia trywialnego;

e przyjmujaca dla rozbi¢ na k zbioréw maksymalng wartosé log k dla rozbié¢ na
zbiory o jednakowych miarach (réwnych 1/k).

e entropia polgczenia rozbi¢ stochastycznie niezaleznych jest suma ich entropii.

Mozna wykazaé, ze wlasnosci te determinuja postaé wzoru na entropie rozbicia.

Niech teraz

(X +n)n>1 bedzie stacjonarnym procesem stochastycznym okreélonym na
przestrzeni {2 o wartoSciach w X i rozkladach jednowymiarowych p. Dla
zadanego rozbicia o zmienne X3, X,,..., Xy indukuja rozbicie al przestrzeni
{2 bedace polaczeniem odpowiednich przeciwobrazéw rozbicia . Jednym

z podstawowych faktéw teorii entropii w ukladach dynamicznych jest to, ze
ciag entropii H" (@) jest podaddytywny, zatem po podzieleniu przez N dazy
do swojego infimum. Entropie procesu (X,,) wzgledem rozbicia o definiujemy
wlaénie jako te granice:

h(e) = lim Fir-H(afN).

Wielkos¢ t¢ mozna interpretowaé jako graniczny éredni przyrost informacji
uzyskanej w jednym kroku ewolucji. Zauwazmy, ze jedli (X,) jest ciagiem
niezaleznych zmiennych losowych, to k() = H(a). Wréémy na chwile do
naszego przykladu. W stanie A wprowadziliémy podzial « cylindra na

dwie czeéci o prawdopodobieristwach p i 1 — p. Wrzucajmy teraz do tego
cylindra niezaleznie N czastek, kazda z rozkladem jednostajnym. Jak wiemy,

z prawdopodobiefistwem bliskim jednosci uloza si¢ one w proporcji pN

i (1 —p)N. Obliczylismy wczesniej, ze logarytm liczby takich konfiguraciji wynosi
w przyblizeniu NSy, czyli NH(a) = H(a). Oczywiscie wszystkich konfiguracji
przy podziale na dwie czedci jest zawsze 2V, ale jeéli nie sa to réwne potéwki,
to wiekszoS¢ z nich bedzie nieprawdopodobna (zatem podziat taki wprowadza
w naszym modelu takie stosunki iloéciowe, jakie obserwujemy w stanie B, mimo
ze modelujemy go w stanie A). Uzyskujemy wniosek, ze exp(H (a™)) to liczba
kombinacji skladajaca si¢ na nosnik prawie catego prawdopodobieristwa. Teza,
ktéra wlasnie sformulowali$my, jest treécia jednego z najwazniejszych twierdzer
o entropii, udowodnionego przez twérce teorii informacji, Amerykanina Claude
Shannona (1948), i udoskonalonego pézniej kolejno przez B. McMillana (1953)

i L. Breimana (1957). Twierdzenie to w pelnej ogélnosci méwi, ze nie tylko
~nH(aN) (réwne calce z jednej N-tej funkcji informacji dla o) dazy do
entropii, ale e zbiezno$¢ ta zachodzi bez calki - prawie wszedzie:

.1
llg{n FJ’QN (w) = h(a) p.w.

Innymi stowy, typowa klatka rozbicia o™ ma rozmiar w przyblizeniu réwny
exp(—Nh(a)). Praktyczne znaczenie tego twierdzenia polega na tym, ze pozwala
ono oblicza¢ entropi¢ w oparciu o jedng losowo wybrana trajektorie. Twierdzenie
to nie wymaga (bardzo mocnego) zalozenia o niezaleznosci, trzeba jedynie
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zalozy¢ tzw. ergodyczno$é procesu, tzn. ze przestrzen 2 nie jest istotna suma
zbioréw, na ktérych proces ewoluuje roztacznie.

Nastgpnym krokiem w definiowaniu entropii procesu jest pozbycie sie ustalonego
rozbicia . Uzyskuje sie to definiujac entropie procesu jako supremum po
wszystkich rozbiciach skoficzonych entropii wzgledem tych rozbi¢. Tak
zdefiniowana warto$¢ moze by¢ nieskoficzona. Jesli jednak jest skoficzona, to
istnieje rozbicie skoriczone a, ktére realizuje entropie, co wiecej, caly proces

jest izomorficzny z odpowiednim procesem o skoficzonej liczbie stanéw k. Jest
to treéé twierdzenia Kriegera o generatorach z roku 1970.

A zatem, w przypadku entropii skoficzonej, przestrzen 2 utozsamié mozna

ze zbiorem wszystkich ciagéw nad alfabetem k-elementowym (trajektorie
procesu). Proces stochastyczny mozna interpretowaé jako miare na trajektoriach,
a stacjonarnos¢ procesu jest réwnowazna niezmienniczosci miary na przesuniecie
indeksowania trajektorii, czyli tak = ny shift. Odpowiednik ciggu niezaleznych
zmiennych losowych nosi teraz nazwe uktadu Bernoulliego. Najbardziej
spektakularnym wynikiem ilustrujacym znaczenie entropii jako niezmiennika
izomorfizmu miedzy uktadami dynamicznymi jest stynne twierdzenie Donalda
Ornsteina z roku 1970, méwiace, ze dwa uklady Bernoulliego 83 izomorficzne
wtedy i tylko wtedy, gdy maja réwne entropie.

Z punktu widzenia zastosowan, najwazniejszych interpretacji entropii dostarcza
teoria informacji. Zalézmy, ze ktos (lub cos) wysyta do nas informacje

w postaci ciggu znakéw ze skoriczonego (o k elementach) alfabetu (na przyklad
odbieramy bardzo dlugi telegram, najlepiej zaszyfrowany). To, co w teorii
procesow nazywa si¢ ,trajektoria”, w teorii informacji nazywa sie ,sygnalem”,
a ,proces” przemianowany jest na ,irédto”. Zakladamy, ze odbierany sygnat
jest ,typowy” dla danego Zrédta, co znaczy, ze mamy do czynienia z trajektoria
procesu pochodzaca ze zbioru pelnej miary, o ktérym méwi twierdzenie
Shannona-McMillana-Breimana. Czymze objawia sie zatem entropia zrédia
(sygnatu)? Bedzie to parametr méwiacy co$ o sposobie pojawiania sie bardzo
dlugich sekwencji. Mianowicie, jesli utworzymy liste wszystkich sekwencji
dlugosci N (jest ich k%), i kazdemu z nich przypiszemy jego frekwencje
pojawiei, to entropia powie nam jak bardzo taki rozklad rézni sie od rozkladu
réwnomiernego (1/k™,1/k",...,1/kN). Gdyby entropia byla maksymalna

(log k) oznaczaloby to, ze obserwujemy sygnal catkowicie losowy (czyli nie

do rozszyfrowania). Entropia zero natomiast wskazuje na ubéstwo jezyka, (na
przyklad powtarzane jest w kétko to samo). W przypadkach poérednich entropia
méwi nam zatem o stopniu losowosci czy tez nieprzewidywalnoéci sygnatu.
Przyklad z zycia: przeméwienie dzialacza partyjnego ma tym wieksza entropie
im czesciej nie wiemy, jak potoczy si¢ dalej jego wywdd. Przy malej entropii
przez wigkszo$¢ czasu mozemy z latwoscia zgadnaé, co bedzie powiedziane dalej.

Entropia ma niezmiernie wazne zastosowania. Oto inny przyktad: Wyobrazmy
sobie plik komputerowy = w postaci bardzo dlugiego (o dtugosci n) ciagu

o skonczenie wielu wartoéciach, dla utatwienia dwéch: 0 i 1. Podzielmy go na
kawalki réwnej dtugosci N (tzw. stlowa; zakladamy, ze n jest wielokrotnodcig N,
n = mN). Mozemy uwazaé, ze mamy do czynienia z ciagiem z diugosci m,

o symbolach w zbiorze B wszystkich stéw B dhugosci N. Kazdemu z tych

stéw przypisujemy jego czgstos$¢ pojawieri p(B), czyli liczbe wystapien w z
podzielong przez m. Entropia takiego ciagu (a wlasciwie jej przyblizenie
zwigzane z parametrem N) wynosi oczywiscie

he) =5 3 p(B)log; o(B).
BeB

(W teorii informacji wygodniej jest uzywaé log,, jest to oczywiicie tylko kwestia
czynnika normujacego: teraz maksymalna entropia (rozkladu (1/2,1/2))
wynosi nie log 2, tylko 1). Wykazemy, ze istnieje algorytm kompresji danych
pozwalajacy w sposéb wzajemnie jednoznaczny odwzorowaé wszystkie ciagi
dlugosci n na ciagi binarne w taki sposéb, by dlugoéé obrazu kazdego ciagu

z wynosita okolo nh(z). Wyniknie stad kolejna interpretacja entropii — jako
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parametru opisujacego stopiefi mozliwej kompresji. Najpierw zauwazmy,
ze lepszej kompresji danych nie mozna si¢ spodziewad, gdyz wszystkich ciagéw =
o ustalonej entropii h jest, jak juz wiemy, okoto 2™ tyle samo co ciagéw
binarnych dtugoéci nh. Zatem ciggéw binarnych o mniejszej dlugosci po prostu
by nam zabraklo. Najprostszy algorytm moze by¢ nastepujacy: po Jjednej
stronie wypisujemy wszystkie ciagi « dtugosci n porzadkujac je niemalejaco
wedlug entropii, obok wypisujemy wszystkie mozliwe stowa binarne porzadkujac
je niemalejaco wedtug dlugoéci. Kazdemu ciggowi z przyporzadkowujemy

Jego sasiada, az do wyczerpania ciagéw . Nie bede prezentowal szczeg6léw
oszacowall, ale takie przyporzadkowanie spelnia nasze wymagania. Musimy
sobie zdawaé sprawe, ze w ogblnym rozrachunku nie dokonaliémy prawie zadnej
kompresji danych. Przytlaczajaca wigkszoéé ciagéw z ma bowiem maksymalng
entropi¢ 1, a takie nie ulegly kompresji. Smaczek tkwi jednak w tym, ze cala

ta masa ciagéw jest prawie zupelnie bezuzyteczna jako pliki komputerowe (nie
skompresowane). W praktyce pliki maja duzo wyzszy stopien zorganizowania,
czyli znacznie mniejszg entropie, a te podlegaja istotnej kompresji. (Po
kompresji staja si¢ plikami krétszymi, ale na ogét juz o maksymalnej entropii

— gdyby nie, mozna byloby je kompresowaé drugi raz).

Na zakoniczenie czesci dotyczacej entropii teorio-miarowej przytocze jeszcze
jedno przepigkne twierdzenie o czasie powrotu, ktére zacytuje w wersji podanej
przez Ornsteina i Weissa w roku 1993. Jesli obserwujemy proces o entropii A,
to prawie kazda (w sensie prawdopodobieristwa) trajektoria z spelnia dla
duzych N nastepujacy warunek: poczatkowe stowo diugosci N powtérzy sie

Po raz pierwszy po czasie réwnym w przyblizeniu exp Nh. Wyjasnia to stynny
paradoks polegajacy na sprzecznoéci 11 zasady termodynamiki z podstawowym
twierdzeniem teorii ergodyczne]j — twierdzeniem Poincaré o powracaniu. Wedlug
tego twierdzenia uklad izolowany powréci kiedy$ samorzutnie do stanu bardzo
zblizonego do stanu poczatkowego (w tym tez takiego o malej entropii —
wystarczy od takiego zacza¢). Wyjasnienie tego paradoksu jest nastepujace.
Zaden uktad fizyczny nie jest tak naprawdg izolowany, w zwigzku z tym nie
realizuje on procesu idealnie stacjonarnego. Natomiast w procesie o dodatniej
entropii moment teoretycznego powrotu ukladu do stanu poczatkowego jest tak
odlegly w czasie, ze ewolucja zdazy juz odchyli¢ sie od teoretycznej na tyle,

ze migdzy stanem faktycznym a teoretycznym nie bedzie juz wtedy zadnego
podobieristwa. Czyli twierdzenie Poincaré nie stosuje si¢ do zlozonych uktadéw
fizycznych.

Inng dziedzing uktadéw dynamicznych, gdzie pojawia sie entropia jest dynamika
topologiczna. Zamiast przestrzeni probabilistycznej rozwaza sie tu przestrzen
topologiczng (najczesciej metryczng i zwarta) i zadana na niej transformacje
ciagly T. W definicji entropii rozbicia zastepuje si¢ przez minimalne pokrycia
otwarte A (czyli takie, z ktérych nie mozna wybraé istotnych podpokryé),

z braku ustalonej miary wszystkie elementy takiego pokrycia traktuje sie jako
wjednakowo prawdopodobne”, stad

Hiop(A) = log #.A.

Entropia h(T, A) transformacji T’ wzgledem pokrycia A jest okreslona

jako granica 1/N powyzszych entropii pokry¢ AN zdefiniowanych jako
podpokrycia minimalne odpowiednich potaczen pokryé. Entropia topologiczna
transformacji T jest réwna supremum entropii po wszystkich pokryciach
otwartych:

h(T) = up h(T, A).

Topologiczne uklady dynamiczne sa tylko z pozoru ubozsze od proceséw
stochastycznych czy transformacji zachowujacych miare. Z klasycznych
twierdzeri o punkcie stalym wynika bowiem, ze w kazdym takim ukladzie
(zwartym) zbiér borelowskich miar niezmienniczych jest niepusty (ponadto

Jest on zwartym sympleksem Choqueta). Mozemy zatem nasz uklad traktowaé
jako uklad z co najmniej jedna, a najczesciej wieloma miarami niezmienniczymi
naraz. Kazda z tych miar ma w tym ukladzie swoja wtasna entropie miarows.
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W tym sensie uklad topologiczny moze okazaé sie znacznie bogatszy od
miarowego. Najwazniejsze chyba twierdzenie dotyczace entropii topologicznej
nosi nazwe zasady wariacyjnej (Goodwyn, Goodman, 1969) i méwi, ze entropia
topologiczna jest réwna supremum po wszystkich miarach niezmienniczych
entropii tych miar. W szczegélnosei, jesli uktad topologiczny ma tylko jedna
miare niezmiennicza, to pojecia entropii topologiczne] i miarowej sa réwnowazne.

Ogdlnie, entropia topologiczna jest parametrem bardziej ,zgrubnym” niz
entropia miarowa, jednak w niektérych sytuacjach pozwala sie stosunkowo latwo
obliczyé. Na przyklad w ukladach symbolicznych, czyli takich, gdzie przestrzenia
X jest pewien domkniety i niezmienniczy na shift zbiér ciagéw o skoficzenie
wielu symbolach, a transformacja tenze shift, entropia topologiczna wyraza

sie jako granica z jednej N-tej logarytmu mocy rodziny By wszystkich blokéw
dlugoéci N wystepujacych (choéby raz) w calym ukladzie.

W dynamice topologicznej waznym pojeciem jest zjawisko zwane chaosem

(w sensie Li-Yorke’a). Definiuje si¢ go jako istnienie nieprzeliczalnego podzbioru
w X, ktéry ma te wlasnosé, ze dowolne dwa jego punkty w procesie ewolucji
bywaja nieskoniczenie wiele razy dowolnie bliskie i zarazem nieskonczenie wiele
razy dalekie. Zwigzek entropii topologiczne]j z tak zdefiniowanym chaosem byl
badany od doé¢ dawna. Znane sg przyklady uktadéw chaotycznych o entropii
zero, co 0znacza, ze istnieje rodzaj losowosci nie wyczuwalny przez entropie.
Pytanie o implikacje przeciwng bylo przez dlugi czas otwarte. Rozwiazali je
dopiero w zeszlym roku Blanchard, Glasner, Kolyada i Maas: dodatnia entropia
topologiczna zawsze implikuje chaos Li-Yorke’a.

Wspomniane wezedniej twierdzenie Kriegera méwi, ze kazdy proces stacjonarny
o entropii skoficzonej jest izomorficzny (w sensie miarowym) z takim wlaénie
uktadem symbolicznym (z pewna miara niezmiennicza na shift). Spytajmy,

czy podobne twierdzenie mozna sformulowaé dla uktadéw topologicznych: czy
kazdy uklad topologiczny o entropii topologicznej skoficzone]j jest topologicznie
sprzezony z ukladem symbolicznym (tym razem izomorfizm uktadéw mialby
by¢é jednocze$nie homeomorfizmem przestrzeni)? Oczywiscie nie. Kazdy uktad
symboliczny spelnia dwa warunki, ktére sa niezmiennikami topologicznego
sprzezenia: przestrzen jest calkowicie niespdjna, a transformacja jest
ekspansywna (dwa rézne punkty znajda si¢ kiedy$ w odleglosci 1). Kazdy ukliad
sprzezony z symbolicznym musi oba te warunki spetniaé, a zaden z nich nie
wynika ze skoriczonosci entropii. (Nawiasem méwiac, G.A. Hedlund udowodnit
w latach pieédziesiatych, ze zestaw tych warunkéw jest juz réwnowazny istnieniu
sprzezonego ukladu symbolicznego.) Istnieje jednak mozliwo$é zanurzania
uktadu w ukladzie symbolicznym i wymienione warunki nie sa do tego
konieczne. Przez jaki§ czas rozwazano hipoteze, ze kazdy uklad topologiczny

o skoficzonej entropii mozna topologicznie zanurzy¢ w ukladzie symbolicznym.
Hipoteze obalit kilka lat temu Amerykanin Mike Boyle, konstruujac odpowiedni
kontrprzyklad. Moim skromnym wkladem do teorii entropii bylo znalezienie
odpowiednich warunkéw réwnowaznych. Wyrazajg sie one poprzez wtasnosci
topologiczne funkcji entropii k(v) okreslonej na zbiorze miar niezmienniczych.
Fakt ten zwraca uwage na waznos¢ niezmiennika topologicznego sprzezenia,
jakim jest para (K, h) gdzie K oznacza zbiér miar niezmienniczych, a h funkcje
entropii. Ostatnio, wspdlnie z Jackiem Serafinem, pracuje nad podaniem

pelnej charakteryzacji par sympleks-funkcja, ktére moga byé zrealizowane

jako zbi6ér miar niezmienniczych i funkcji entropii w ukladzie topologicznym.
Na ukoriczeniu jest dowéd twierdzenia, ze moze to byé dowolny (zwarty
metryzowalny) sympleks Choqueta z dowolng afiniczna funkcja o wartosciach
w przedziale domknietym [0, o0], ktdra jest granica punktowa rosnacego ciagu
funkcji gérnie pélciaglych (klasa Sierpiniskiego Lo; zawiera ona I klase Baire’a).
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