Jest to zapis odczytu wygloszonego na
XXVI Szkole Matematyki Pogladowej:
Twierdzenia z pogranicza.

Czestoét zdarzenia jest to liczba pojawien
sig tego zdarzenia, podzielona przez liczbe
wazystkich zdarzen.

Obrazy zaleznoS$ci
Andrzej DABROWSKI, Wroctaw

Mapy zaleznoéci

Obraz wart jest tysiac siéw — czesto wiec postugujemy si¢ przedstawieniem tego,
co chcemy powiedzieé, za pomocg obrazu, wykresu czy diagramu. Mozliwosé
zobrazowania graficznego zaleznosci miedzy jakimis wielkosciami, zobaczenia

tej zaleznosci, bardzo wzmacnia sile intelektualng badajgcego takq zaleinosé.

1, str. 150] Gdy wyniki obserwacji, s3 wyrazone liczbami, mozemy uzyé
wynalezione]j przez Kartezjusza metody wspélrzednych. (Pod warunkiem, ze tych
wspdirzednych nie jest za duzo. Najlepiej, gdy sa to dwie wspélrzedne.) Ale co
zrobié, gdy nasze obserwacje dotycza zjawisk wyrazonych w jezyku opisowym?
Jedyne, co mozemy zrobi¢ w takiej sytuacji, to zapisaé, jak czesto pojawity sie
w naszych obserwacjach poszczegdlne kategorie obserwowanych zjawisk. Macierz,
zawierajaca takie informacje, nazywa sie tablicg kontyngencyi.

W grupie 100 osob, w kitdrej byto 50 kobiet i 50 mezczyzn, przeprowadzono
ankiete na temat ulubionego sposobu spedzenia czasu wolnego. Ankietowani mieli
do wyboru jedngq z trzech odpowiedzi A, B, C. Wyniki ankiety zamieszczone sg

w tablicy kontyngencyi:

A | B | C | Razem
kobiety 30 (10110 50
mezczyzni | 10 (40 | 0 50
Razem 40 [ 50 | 10 | 100

Chcieliby$my znalez¢ taki sposéb przedstawienia danych, aby méc uwidocznié
zwiazek, o ile taki istnieje, miedzy plcia a sposobem spedzenia czasu wolnego.
Najprostsze, co przychodzi do glowy, to przypisanie odpowiedziom pochodzacym
od kobiet jakiej$ wartosci punktowej, podobnie odpowiedziom od mezczyzn, czy
tez przypisanie wartosci punktowej kazdej odpowiedzi typu A, B, C. Oczywiscie,
takie przypisanie musi by¢ w jakim$ sensie rozsadne. Przyjrzyjmy sie skutkom
wyboru skali punktowej dla tych danych.,

Przypiszmy na poczatek odpowiedziom, dawanym przez kobiety, 2 punkty

a przez mezczyzn 1 punkt. Jakie wartosci punktowe powinniémy przypisaé
wtedy odpowiedziom A, B i C? OdpowiedZ A zgromadzitaby 70 punktéw

(70 =30-2+10-1), B - 60 punktéw, C — 20 punktéw. Gdybyémy wiec kazdej
odpowiedzi A przypisali 1,75 punktu (1,75 = 70/40), odpowiedzi B - 1,2
punktuy, a C - 2 punkty, to otrzymaliby$my laczna liczbe punktéw za kazdy typ
odpowiedzi, zgodng z wymyslonym przez nas systemem punktowania dla plci.

Przyjmijmy wigc ten system punktowania odpowiedzi A, B, C za obowiazujacy
i zobaczmy, czy potwierdzi sig¢ wyjsciowy system punktacji. Odpowiedzi kobiet
zgromadzilyby 84,5 punktu (84,5 = 30-1,75+10-1,2 + 10 - 2), a odpowiedzi
mezezyzn 65,5 punktu (65,5 = 101,75 +40- 1,2+ 0+ 2), co w przeliczeniu

na jedng odpowiedZ daje 1,69 punktu dla kobiet i 1,31 punktu dla mezczyzn.
Z tego wynika, ze nasza propozycja punktacji za odpowiedzi wedtug plci nie
byla dobra, bo nie byliémy w stanie uzgodni¢ jej z punktacja za odpowiedzi A,
B, C.

Sprébujmy opisa¢ zastosowana procedure w sposéb ogélny. Niech & oznacza
wektor (wektory bedziemy zawsze pisaé w kolumnach) punktéw za odpowiedzi
wedlug cechy, opisanej w wierszach tablicy kontyngencji ( w naszym przypadku
jest to pte¢) a y — wektor punktéw za kategorie cechy, opisanej w kolumnach.
Ocena punktowa dla cechy kolumnowej, generowana przez wektor z, jest
wektorem, ktérego wspéirzedne mozna wyrazié wzorem K7 x, gdzie w j-tej
kolumnie macierzy K wystepuja czestoéci pojawiania sie odpowiedzi z j-tej
kolumny, symbol T oznacza transpozycje macierzy. Podobnie, ocena punktowa
dla cechy wierszowej, generowana przez wektor y, jest wektorem, ktérego
wspdlrzedne mozna wyrazi¢ wzorem Wy, gdzie w i-tym wierszu macierzy W
wystepuja czgstosci pojawiania si¢ odpowiedzi z i-tego wiersza. Macierze K
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i W bedziemy nazywaé odpowiednio profilami kolumnowymi i wierszowyms.
Z definicji profili wynika, ze suma elementéw w kazdej kolumnie profilu
kolumnowego wynosi 1, podobnie jak suma w kazdym wierszu profilu
wierszowego.

Dla naszego przykladu profile majg postaé
_ 1075 0,2 1 _|06 02 0,2
#= [0,25 0,2 U] : hrs [0,2 0,8 .0,0]

a oceny punktowe, generowane przez wektory z¥ = [2 1]iyT = 1,75 1,2 2]
maja postaé

KT o %725 00*285 2] 11725 0,6 0,2 0,2 11725 1,69
""’—’1 A g I A 0,2 0,8 0,0] | 7| 7 [1,31

Warunek zgodnoéci ocen, generowanych przez z i y tworzy uklad réwnan

z dwoma nieznanymi wektorami z i vy=KTz, o= Wy. Po podstawieniu y
do drugiego wzoru otrzymamy réwnanie z = WK Tz, réwnowazne réwnaniu
Jjednorodnemu (I — WK7T)z = 0, gdzie I oznacza macierz jednostkowa 2 x 2.

Macierz
_ r_ |03 -0,31] _ 1 -1

T=Wkr = [—0,31 0,31 | =035
Jest kwadratowa, symetryczna i ma wyznacznik 0, a wigc réwnanie zawierajace
niewiadomg z ma nieskoriczenie wiele rozwiazan postaci 2T = a[l 1] dla
dowolnej statej a. Od razu otrzymamy tes rozwigzanie yT =a[l 1 1], co
daje nam zgodny system punktacji, dajacy te same wartoéci punktowe dla
kazdej kategorii cechy wierszowej jak i kolumnowej. Trzeba przyznaé, ze to
rozwigzanie moze rozczarowaé, tym bardziej, ze nietrudno zauwazyé¢ (bo suma
w kolumnach/wierszach profili jest réwna 1), iz zachodzi twierdzenie:

Wektoryz™ =a[l 1 ... 1]iyT=ql 1 ... 1) sq rozwigzaniem
uktadu réwnariy = KTz, x = Wy, gdzie K i W sq profilami danej macierzy
kontyngencji D.

Takie nieinteresujace rozwigzania nazwiemy trywialnymi. Ta trywialnoéé
wynikla z bardzo sztywnego warunku y = KTz, ¢ = Wy definiujacego zgodny
system punktacji. Warto przeciez zauwazy¢, ze dwa wektory: = i réwnolegly do
niego wektor Az, w istocie stanowia réwnowazny system punktacji.

W takim razie mozemy wprowadzié definicje

uktadem punktacji zgodnym z macierzq kontyngencji D o w wierszach i k
kolumnach, nazywamy pare nietrywialnych wektordw z iy spefniajocych uktad
réwnar
— T

® A

Ar =Wy
dla pewnych niezerowych skalaréw p i X. Macierze K i W sq kolumnowymi
i wierszowymi profilami D.

Rozwigzanie uktadu (1) metoda podstawienia daje nam réwnanie
WK Tz = Mz

co jest réwnowaine stwierdzeniu, ze z jest wektorem wlasnym macierzy WK7T,
odpowiadajacym niezerowej wartosci wlasnej Ap. Macierz WKT Jjest nieujemnie
okreslong macierza kwadratowa o rozmiarze w x w, a wartoé¢ wlasna Ay jest
liczba rzeczywista dodatnia. '

Podobnie, y jest wektorem wlasnym macierzy K TW, o rozmiarze k x k,
odpowiadajacym tej samej wartosci wlasnej Apu. A wiec kazdej wartosci wlasnej
WKT odpowiada para wektoréw wlasnych (z,y) odpowiednio macierzy W KT

i KTW realizujacych, zgodny z macierza kontyngencji D, system punktacji. Par
tych jest co najwyzej min(w, k).
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A CZAS WOLNY
a L0 a
-2 1 1 2

W rachunku prawdopodobienistwa
niezaleznosé dwéch zdarzen oznacza, ie
prawdopodobiefistwo jedno go ich
zajécia jest iloczynem prawdopodobieristw
zajécia kazdego z nich.

W naszym przykladzie oznaczaloby to
niezalezno&é ptci i sposobu wykorzystania
czasu wolnego.

Warto zauwazy¢, ze uklad (1) jest réwnowazny ukladowi
(2) { py* = KTz*

pz* = Wy*
dla pewnego p > 0. Wystarczy bowiem podstawié p = vy, * =z, y* = \/g,
a otrzymamy uklad (2). Parametry p,z*,y" stanowia tréjke rozwigzan
ukladu (2) (a wiec rozwigzanie zagadnienia zgodnego z D systemu punktacji
cech). Wektor z* jest wektorem wlasnym macierzy W KT, odpowiadajacym
niezerowej wartosci wlasnej p?, a y* jest wektorem wtasnym macierzy K Tw,
odpowiadajacym tej samej wartosci wlasnej p*. Jedna z wartosci wlasnych jest
p = 1, ktérej odpowiada rozwiagzanie trywialne dla wektoréw z i y. Tak wiec
nietrywialnych rozwiazah jest co najwyzej min(w, k) — 1.
W naszym przyktadzie, WKT = [g:gﬁ g: ggl}
i 0,38. Wektory wlasne, odpowiadajace tym warto$ciom majg wspolrzedne
[I 1]i[l - 1]. Pierwsze rozwiazanie, jako trywialne odrzucamy. Pozostaje
nam jedno nietrywialne rozwiazanie z7 = [1 — 1] (odtad bedziemy
podawaé rozwigzania réwnan (2) i opuszczaé gwiazdki w oznaczeniach
wektoréw) z p = /0,38 ~ 0, 616. Tak wiec poprawna punktacja, przyznana za
odpowiedzi kobiet wynosi 1, a za odpowiedzi mezczyzn —1 (z doktadnoécia do
wspblczynnika proporcjonalnosci). Punktacjg za odpowiedzi A, B, C otrzymamy
z réwnan (2):

], wartoéci wlasne sg réwne 1

] , [o.75 0,25 0,811
u=-KTg= ooms | &2 0.8 1 -1)=|-0,970
P ; 1 0 1,622

Majac jednoznaczny system punktacji dla plci i odpowiedzi o wykorzystaniu
czasu wolnego (jest tylko jeden nietrywialny zestaw wektoréw (z,y)) mozemy

je narysowaé na osi liczbowej. Przyjeto sig, Ze rysujemy je we wspolnym
uktadzie osi. Nie jest to bez znaczenia, gdyz blisko$¢ punktéw, odpowiadajacych
parom wartoéci obu cech, jak sig za chwilg okaze, $wiadczy o ich czestym
wspolwystepowaniu.

Przyjmujac te interpretacje widzimy, ze aktywno$¢ typu A zwigzana jest

2 kobietami, typu B z mezczyznami, natomiast aktywnos¢ C jest stabo zwigzana
z plcia, choé najblizej tu do punktu, reprezentujacego odpowiedzi kobiet. Do
tych wnioskéw mégt dojé¢ od razu uwazny czytelnik tablicy kontyngencji.

W innych sytuacjach tak prosta analiza tych tablic nie jest jednak mozliwa.

Zaproponowany wyzej sposéb wyznaczenia punktéw, zgodny z macierza
kontyngencji ma jeszcze jedng zaletg — w bardzo istotny sposéb wiaze
sie z zagadnieniem niezaleznoéci cechy, wystepujacej w wierszach i cechy
wystepujacej w kolumnach. W tablicy kontyngencji typowy element n;; jest
liczba obserwacji takich, ze i-ta warto$¢ cechy wierszowej zachodzi jednoczesnie
z j-ta wartoscig cechy kolumnowej. Niezaleznos¢ cech wierszowej i kolumnowej
oznacza, e czestosé jednoczesnego zajécia dowolnej pary wartosci jest iloczynem
czestoéci zajécia kazdej z nich. Oznacza to spelnienie, dla kazdego i oraz 14
réwnosci

Mg _ T n.g
) W T hn
gdzie n;. jest liczbg obserwacji w i-tym wierszu, n.; — liczbg obserwacji w j-tej
kolumnie, a n laczng liczba wszystkich obserwacji.

W rzeczywistosci wzér (3) nie musi zachodzié. Niezgodnos¢ z postulatem
niezalesnoéci mozna ocenié, obliczajac dla kazdego elementu tabeli kontyngencji

btad wzgledny
me MR

pra n_n
i = T my N )

nn
albo jeszcze lepiej jego kwadrat e;. Sredni (oczekiwany) kwadratowy blad
wzgledny, gdy cechy wierszowa i kolumnowa s niezalezne, mozna obliczy¢ ze
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Wielkodé n®? oznacza si¢ symbolem x2,
zwigzanym z powszechnie znanym testem
xz Pearsona.

Aby méc ustalié, czy inercja jest

duza, uzywa si¢ tzw. miary V

Craméra, zdefiniowanej wzorem

V =¢/,/min(w, k) — 1. Miara V ma
wartoé¢ maksymalna, réwna 1, gdy cechy
83 w najwyiszym stopniu zaleine, 0 —

gdy sa niezalezne. W naszym przykladzie,

V=0,616.

WZoru

w k
. M.y
o = — g2,

.Z Z non

i=1 j=1
Wielkosé ®%, zwana inercja, mierzy, na ile obserwacje, zapisane w tablicy
kontyngencji sa niezgodne z postulatem niezaleznosci cech. Im wigksza inercja
- tym bardziej obserwacje przecza hipotezie niezaleznoéci.

W naszym przykladzie macierz bledéw wzglednych ma postaé

A B C
kobiety 05 [ -0,6| 1
mezczyzni | —0,5 | 0,6 | -1

a inercja ®? wynosi 0,38. Uwainy Czytelnik przypomni sobie, 7e z wartoscia
0,38 spotkat sig przy okazji wyznaczania zgodnego systemu punktacji. Nie jest
to przypadek. Zachodzi bowiem twierdzenie:

Dia macierzy kontyngencji D suma wartosci wltasnych macierzy WK7T (lub
KTW) réznych od 1 jest réwna inercji 2.

Kazda warto$¢ wlasna ma swéj udzial w inercji. Im wiekszy udzial —

tym bardziej zalezno$¢ miedzy cechami opisuje odpowiadajaca jej para
wektoréw wlasnych (x,y). Tak wiec systemy punktowe dla cech wierszowych

i kolumnowych mozemy uporzadkowaé wzgledem ich malejacego udziatu

w wyjasnianiu zaleznosci. Udzial ten na ogél wyraza sie w procentach calkowitej
inercji.

Zazwyczaj rysuje si¢ wykres dwuwymiarowy, opierajac si¢ na dwéch pierwszych

parach wektoréw wlasnych: parze z7 = [x); 12 ... T3]
iyl =[y1n %12 --- ¥), odpowiadajacych najwiekszej warto$ci wlasnej
Pf, oraz parze mr{ = [:321 T2 ... Ezw] i y;{ = [y21 Y2z ... 'yzk],

odpowiadajacych drugiej wartoci wlasnej p2. Punkt P; o wspdlrzednych

(@14, T2:) reprezentuje i-ta warto$é cechy wierszowej, punkt o wspéirzednych
(415, T2;) reprezentuje j-ta wartoé cechy kolumnowej. O zaleznosci miedzy
wartoscia cechy wierszowej i kolumnowej §wiadczy kat miedzy wektorami
umiejscowionymi w poczatku uktadu wspélrzednych i koficach w punktach P;
oraz (;: im ten kat mniejszy tym wieksza zaleino$é (kwadrat cosinusa tego kata
jest réwny kwadratowi wspélczynnika korelacji). O braku zaleznodci $wiadczy
rozwarty lub prosty kat miedzy tymi wektorami.

Osie ukladu wspélrzednych tez maja swoja interpretacje: s3 one zwigzane z tymi
wartosciami cech, ktdre sa reprezentowane przez punkty lezace najblizej osi.

Metoda obrazowania zaleznoéci migdzy cechami opisowymi nosi nazwe analizy
odpowiedniosci (nazywanej tez analizg korespondencji). Zostala ona stworzona
przez Francuza, libafiskiego pochodzenia, Jeana-Paula Benzécriego, w latach 60
dla zastosowania w badaniach jezykoznawczych.

Weimy, jako przyklad, zestawienie odczytéw wygloszonych na pierwszych 17
Szkotach Matematyki Pogladowej. Odczyty te zostaly przeze mnie podzielone
na 5 grup tematycznych: G (geometria, topologia), A (analiza, algebra,

teoria liczb), D (dydaktyka), Z (zastosowania matematyki i probabilistyka),
H (historia). (Podzial jest arbitralny; odczyty na pograniczu podzialéw zostaly
przydzielone do wszystkich grup, do ktérych naleza.)

Oto tablica kontyngencji tych danych

112(3|4|5|6|7|8|9|10|11]12]13[14[15[16]17
Gl10jo[6[7|2[4][7[2|9]6 8851576
Al 9|10 |4)1/12[7[5[4|1|9[3[3[8|[6|5 49
D33 |0ojof2(|1]|1f{ojof15|[0 20|01 [1]4
Z]1]11/0[5]1[4]|0|3|3|2 2206|1314
Hioj1(3[of1]ojo]9fojo]oJof11[o| 200D
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Réwniez wartoéé x? = 248,7 przy tym
rozmiarze tablicy oznacza istotna
zaleznoéé miedzy tematyka a numerem
Szkoly.

Inercja dla tych danych wynosi 0,8548, miara Craméra V = 0,4623, co
potwierdza istotng zalezno$é¢ tematyki i numeru Szkoly.

Pierwsze dwa wektory wlasne o wartoéciach wlasnych 0,3612 i 0,2201
wyczerpujg odpowiednio 42% i 26% inercji catkowitej, co oznacza, ze oparcie
si¢ na tych dwdch systemach punktacji wyjaénia 68% inercji, bedacej, jak
pamietamy miarg stopnia zaleznoéci cech.

Wykres punktéw, reprezentujacych obie cechy: tematyke i numer Szkoty
w ukladzie dwéch pierwszych wektoréw wiasnych przedstawia ponizszy rysunek:

Analiza odpowiedniodcl
O4 x: historii (42%) O y: zastosowa (26%)
2
® TEMATY
15 o) L O SZKOLY
1 z
(oA T
05 4
&8
oH
<13
<15
A 3
8 ¢
-1

-1 05 L} s 1 15 2

Na wykresie zaznaczony zostal kierunek, zwigzany z zastosowaniami
matematyki, co pozwala zauwazy¢, ktére Szkoty byly mocno zwigzane

z ta tematyka. Byly to Szkoly 2 (szkola catkowicie probabilistyczna),

14 (Aproksymacje) i 4 (Geometria innym). Szkoly wewnatrz kata prostego
utworzonego przez kierunek zastosowarn byly z ta tematyks blisko zwigzane.
Wszystkie punkty, reprezentujace Szkoty, lezace w drugiej pélplaszczyznie nie
sg z tg tematyka zwigzane.

Uklad wspélrzednych zwigzany jest z osia historii i geometrii (0$ odcietych)

i osig algebry i zastosowari (0§ rzednych). Geste ulozenie punktéw wzdiuz osi
odcigtych wskazuje, ze tematyka geometryczno — historyczna dominowata w tych
17 Szkolach.

UloZenie punktéw w podkowe wskazuje na szczegdlng postaé tablicy
kontyngencji. Po przegrupowaniu wierszy tak, aby odzwierciedlaty porzadek
rzutu cech wierszowych na o$ odcietych (D, Z, G, A, H) otrzymamy macierz

z duzg liczbg obserwacji na przekatnej, co $wiadczy o tym, ze duzo Szkét bytlo
monotematycznych i byly one $cisle zwigzane z wybranymi przeze mnie grupami
tematow.

Mapy réznic

Dane sg wzajemne odleglosci (w km) miedzy: Amsterdamem, Berlinem, Paryzem,
Warszawg © Rzymem:

A B P W R
Al 0 675 | 523 | 1261 | 1807
B| 675 0 |1176.| 586 | 1735
P| 523 | 1176 | 0 | 1690 | 1574
W[ 1261 | 586 | 1690 | 0 | 1867
R) 1807 | 1735 | 1574 [ 1867 | 0O

Odtwdrz mape, na kidrej potozone sg te miasta.

Wydaje sig, ze jest to nadzwyczaj proste zadanie konstrukcyjne. Wystarczy
skonstruowa¢ tréjkat z bokami, laczacymi dowolne trzy wierzcholki,
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Metody, ktére przedstawiamy ponizej
pozwalajg skonstruowaé taka mape, e
maksymalna réznica wynosi 27 km.

Dla kazdych trzech punktéw nieréwnosé
tréjkata jest réwnoscig. Jest to oczywiste,
gdyz punkty sg scharakteryzowane jedna
cechs, a odleglosé miedzy nimi jest
euklidesowg odlegloécig na prostej.

Pierwszy uzyl seriacji do datowania
znalezisk W.M.F. Petrie w 1899 roku.
Technika komputerowa oraz nowoczesne
metody statystyczne (program Bonn
Archeological Statistical Package)
pozwalaja uzyé metody seriacji w bardzo
trudnych do analizy archeologiczne;j
przypadkach.

W naszym przykladzie z odleglosciami
miast, odleglodci kazdych trzech z nich
speiniaja nieréwnosé tréjkata, co moze
dwiadczyé o tym, e odlegloéci byly
mierzone po prostej, a nie po linii
geodezyjnej.

Na przyklad, trzy pary rozbieinoéci 1,2,5
nie pozwalaja zbudowaé tréjkata.

Srodek ciezkosei ukladu punktéw jest
w punkcie, ktérego wspélrzedne sa
srednimi arytmetycznymi punktéw
uktadu.

np. tréjkat ABP o bokach AB = 675, AP = 523, BP = 1176, nastepnie trdjkaty
ABW (punkty A,B,W leza na prostej) i ABR. Do konstrukeji tych pieciu
punktéw wykorzystaliémy jedynie odlegtosci, umieszczone w zacieniowanych
polach tablicy. Niestety, pozostale wielkoci sa rézne od odleglosci miedzy
skonstruowanymi przez nas punktami. Dla Paryza i Warszawy odlegloéé

z konstrukcji wynosi 1756 km (réznica 66 km), dla Paryza i Rzymu 1835 km
(réznica 261 km!), dla Warszawy i Rzymu 1878 km (réznica 11 km). Jest to
Jeszcze jeden dowdd na nieptaskoé¢ Ziemi i na to, ze tych pieciu punktéw nie da
si¢ umiesci¢ na plaskiej mapie nie deformujac odleglosci. Gdyby$my sie jednak
uparli i chcieli narysowaé je na plaskiej mapie, to nasze zadanie nalezaloby nieco
zmodyfikowaé:

Skonstruuj mape plaskq, na ktérej odlegtosci miedzy miastami najmniej réznig sie
od zadanych.

W wielu praktycznych sytuacjach chcemy zilustrowaé na mapie réznice miedzy
elementami danej zbiorowosci, opisanej przez okreslony zestaw cech. Na
przyklad, chcemy zilustrowaé réznice pomiedzy elektoratem kilku partii, notujac
dla kazdej z nich rozktad wyksztalcenia, plci, miejsca zamieszkania (miasto,
wie$), nazwy regionéw, w ktérych partia uzyskata najwieksze i najmniejsze
poparcie. Réznice miedzy para partii powinna wyrazaé funkcja rozbieznoéci,
ktérej argumentami s obserwowane cechy, a wartoéciami liczby rzeczywiste
nieujemne. Otrzymamy, podobnie jak w przykladzie z miastami, tablice
rozbieznoici. Na podstawie tej tablicy chcemy skonstruowaé mape taka, ze
odlegtosci migdzy punktami, symbolizujacymi partie, beda jak najdokladniej
zblizone do miary rozbieznosci miedzy nimi.

Ocenimy réinice migdzy liczbg mieszkaricéw miast, ktérych potozenie na ptaskiej
mapie odtwarzalismy na podstawie tabeli odleglosci. Naturalng miarg rozbieinoscs
miedzy dwoma miastami bedzie tu modut réinicy liczby ludnosci tych miast.

Ludpos¢ f A | B | P |W | R
ALY [0 [28]96]05]29
B (39 [28] 0 [68]23]0,1
P (10,7) [ 9,6 [68] 0 [9,1]6,7
W (1,6) [05[23[91] 0 |24
R (40 [29[01[67[24] 0

Latwo sprawdzi¢, ze kazde trzy punkty musza lezeé na linii prostej, a wiec
mapa, reprezentujaca rozbieznosci miedzy ludnoécia tych miast, bedzie
jednowymiarowa. :

AW

L ]

BR

LK ] [ ]

Jednowymiarowo$¢, choé bardzo rzadko spotykana, umozliwia uporzadkowanie
obiektéw wedlug podobieristwa cechy. Uporzadkowan takich, noszacych nazwe
seriacji, szuka si¢ w archeologii. Na przyktad, uporzadkowanie skorup naczyn
wedlug podobiefistwa motywéw pozwala na datowanie znalezisk. Na og61 ten
wymiar jest wiekszy i préba umieszczenia mapy zréznicowania na plaszczyzinie,
lub w przypadku seriacji na prostej, wymaga znalezienia najlepszej reprezentacji
0 danym wymiarze, mato deformujacej rozbieznosci.

Najczgiciej nie tylko mamy problem z wymiarami, ale réwniez z tym, ze
rozbieznoéci nie spetniajg nieréwnoéci tréjkata, co powoduje, Ze nie istnieje
przestrzen euklidesowa, w ktérej odlegloéci miedzy punktami sg réwne
rozbieznoéciom.

Przypusémy, ze punkty Py, Py, ..., P, o p wspélrzednych leza w przestrzeni
p-wymiarowe]. Poczatek uktadu wspétrzednych wybierzemy w érodku ciezkosci
tego ukladu punktéw. Jaki warunek musi spelniaé ich macierz odleglosci
euklidesowych?

Oznaczmy przez X macierz X = |;;] rzedu n x p, gdzie lzi; 22 zip)
oznaczaja wspélrzedne punktu P;. Niech d2, oznacza kwadrat odleglosci
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euklidesowej miedzy punktami P, i P,. Wtedy
P

P P P

g ; 32 — 2 2

&, = E (2rj — 245)° = E Tir + E :csj—QE Epyilips:
j=1 j=1

=1 Jj=1
Oznaczajac przez Q = [grs] macierz X X7 otrzymamy réwnoéé

p
Grs = Z TyiTgj
=1
oraz tozsamos¢
(4) d‘;z*s = Grr + G55 — 2Grs.

Dodajac ostatnie réwnania stronami najpierw po r, potem po s, a nastepnie
jednoczesnie po r i s otrzymamy uktad réwnosci:

des = A+ ng,,

(5] Z d’za =A+ NGrr g
zs: > d2, =2nA
] T

gdzie A=Y g,.l.

W réwnoéciach tych uwzgledniono, ze warunek polozenia poczatku uktadu
wsp6lrzednych w drodku ciezkoéci punktéw jest réwnowazny zachodzeniu, dla
?
kazdego r, réwnosci ) &.; = 0.
j=1
Redukujac parametr A z réwnan (5) i wstawiajac do réwnania (4) otrzymamy

tozsamosé

1
(6) drs = _E(dzs - df- - d»zs + dt‘,-)!

: 1 1

gdzie d?. = ngs’ dvzs = szgs’ d? = ffzzdﬁs:-
8 T r 8

Wzér ten oznacza, ze

dysponujge macierzq odlegtodci punktéw potrafimy odtworzyé macierz Q, ktéra
jest kwadratem macierzy X, réwnym X X7T.

Macierz @ jest symetryczna, a jako kwadrat macierzy X jest nieujemnie
okreslona. Z ogdlnej teorii takich macierzy wynika, Ze istnieje macierz
ortogonalna T oraz macierz diagonalna A takie, ze Q = TATT. Kolumny
macierzy T sa wektorami wlasnymi, a elementy przekatnej A odpowiednimi
nieujemnymi warto$ciami wlasnymi macierzy @ (jest ich n — 1, bo rzad
macierzy @ jest co najwyzej réwny n — 1). W macierzy T mozna tak przestawié
kolumny t,,t2,...,t,—1 i odpowiadajace im wartosci wlasne A1, Az, ..., An—1,
aby zachodzily nieréwnosci A1 > Aa > ... > A, _;. Co wiecej, prawdziwe jest
nastepujace stwierdzenie

Niech dana bedzie macierz rozbieznosci D = [dy,] dlar,s = 1,2,...,n. Jezeli
istnieje zbior punktow Py, Pa,. .., Py, dla ktdrych D jest macierzq odlegtosci
euklidesowych, to ich wspdtrzedne sq wierszami macierzy X, wyznaczonej ze
wzoru:

X =TVA,
gdzie macierz Q, obliczong z (6) mozna przedstawié w postaci
Q =TATT

dla pewnej macierzy ortogonalnej T ¢ diagonalnej A. Liczba wspdlrzednych
punktéw P; jest réuma liczbie niezerowych wartosci wtasnych Q.

Ograniczajac sie do pierwszych dwdch kolumn macierzy X otrzymamy
dwuwymiarowsa reprezentacje macierzy rozbieznosci D. Jest to optymalna
reprezentacja w tym sensie, ze sposrdd wszystkich prostopadtych rzutéw
ukiadu punktéw Py, P,..., P, na plaszczyzne najmniejszy blad, réwny
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A3 +Ag + ... + An_1, ma rzut na plaszczyzne, rozpieta przez pierwsze dwie
kolumny macierzy X.

Aby istniala euklidesowa reprezentacja macierzy rozbieznosci D, powstala

z niej macierz @ musi by¢ nieujemnie okreslona. W przeciwnym przypadku
taka reprezentacja nie istnieje. Wtedy szuka si¢ ,w poblizu” macierzy D takiej,
ze powstata z niej macierz Q jest nieujemnie okreslona i dla niej szuka sie
odpowiedniej reprezentacji.

Metoda, opisana w tym punkcie, znana jest pod nazwa skalowania
wielowymiarowego. Pozwala ona nadaé¢ cechom niekoniecznie liczbowym ich
waloréw punktowych. Jest wiec podobna do metody analizy odpowiednioéci,
gdzie punktacja ma opisa¢ sit¢ zaleznosci miedzy dwiema cechami. W metodzie
skalowania wielowymiarowego odleglosci miedzy punktami wyrazaja rozbieznoéci
migdzy wartosciami jednej cechy.

Dla ilustracji postuzymy sie przyktadem, w ktérym wykorzystamy
metodg skalowania wielowymiarowego do analizy pewnych obserwacji
w jezykoznawstwie.

W ksigzce (3, str. 138], jezykoznawca, prof. Witold Maticzak opisat
przeprowadzone przez siebie badania nad podobieristwem jezykdw
indoeuropejskich. Celem badari byto odtworzenie drogi, jakg jezyk
praindoeuropejski wedrowat po terytorium Europy. W tym celu pordwnat on

te same fragmenty ewangelii w thumaczeniu na jezyki albariski (A), hindi (H),
irlandzki (1), litewski (L), niemiecki (N), nowogrecki (NG), ormiasiski (O), polski
(P) i whoski (P). Podobieristwo dwdch jezykdw okreslone byto jako liczba stéw
jednego jezyka, majgcych odpowiedniki etymologiczne w drugim jezyku.

PILIN|W|I|NG|HJOTJA

P 824 | 565 | 412 | 448 | 277 | 287 | 253 | 271
L |824 942 | 377 | 390 | 219 | 283 | 231 | 204
N | 565 | 542 407 | 378 | 296 | 236 | 243 | 223
W | 412 | 377 | 407 311 | 320 | 302 | 306 | 248
I |448 390|378 | 311 158 | 204 | 130 | 104

NG | 277|219 | 296 | 320 | 158 220 | 302 | 215
H | 287 | 283 | 236 | 302 | 204 | 220 274 | 146
O [253 231243 | 306 [ 130 | 302 | 274 164
A |271 204|223 |248 | 104 | 215 | 146 | 164

Aby zbudowa¢ tablicg rozbieznosci nalezaloby znaé liczbe stéw jednego jezyka,
nie majacych odpowiednikéw etymologicznych w drugim jezyku. Nie dysponujac
ta liczba, przyjalem, ze érednio tekst ttumaczenia ewangelii zawieral 1000 siéw,
wigc tablica rozbieznosci moglaby mieé postaé:

P|IL| N[W|I|NG(HJOTJA

0 | 176|435 | 588 | 552 | 723 | 713 | 747 | 729
176 | 0 | 458 | 623 | 610 | 781 | 717 | 769 | 796
435 [ 458 | 0 | 593 [ 622 | 704 | 764 | 757 | 777
588 | 623 [ 593 | 0 | 689 [ 680 | 698 | 694 | 752
552 | 610 | 622 | 689 | O [ 842 | 796 | 870 | 896
723 | 781 | 704 | 680 | 842 | 0 | 780 | 698 | 785
713 [ 717 | 764 | 698 [ 796 | 780 | 0 [ 726 | 854
747 | 769 | 757 | 694 [ 870 | 698 [ 726 | 0 | 836
729 | 796 | 777 | 752 | 896 | 785 [ 854 [ 836 | 0

>ofm| &~ =] 2o

Wyznaczymy dla tej tablicy ptaska mape jezykéw. Kazdy jezyk reprezentuje
punkt ma plaszczyznie, ktérej wspélrzedne sa tak wybrane, aby odlegtosci
migdzy punktami odpowiadaly rozbieznosciom w tablicy. Na przykiad, jezyk
polski ma wspélrzedne [275, —19], wloski [~106,66] co daje odleglosé 389, gdy
rzeczywista rozbieznos¢ wynosi 588. Nalezy jednak pamietaé, ze mamy tu do
czynienia z rzutem z przestrzeni 8-wymiarowej na plaszczyzne.
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SKALOWANIE WIELOWYMIAROWE
Podobleristwo jezykéw indoeuropejskich

800 7

600 +

Na naszym wykresie punkt,
reprezentujacy jezyk litewski praktycznie
pokrywa sie z punktem dla jezyka
polskiego (moja uwaga).

-800 +

Punkty na wykresie zostaly polaczone odcinkami, tworzacymi minimalny graf
rozpinajacy. Jest to najkrétszy graf niecykliczny laczacy te punkty.

Autor ksiazki nie przygotowal takiego wykresu, ale jego wnioski s doskonale na
nim widoczne:

Litewski, niemiecki, wloski, irlandzki © albariski sq podobne przede wszystkim
do polskiego. Fakt (ten)(...) idzie w parze z (... ) wnioskiem, ze praojczyzne
indoeuropejskq nalezy lokalizowaé w dorzeczu Wisly ¢ Odry. Natomiast-jak
interpretowad fakt, Ze nowogrecki, ormianski ¢ hindi sq spokrewnione przede
wszystkim z wloskim? Wydaje sie, Ze nalezy z tego wnosié, Ze plemiona
indoeuropejskie, ktére sig osiedlily w Italii, Grecji, Armenii i Indiach,
wywedrowaly z jakiego§ obszaru poloZonego gdzies na Pétwyspie Batkariskim.
Jak widaé, wszystko da si¢ narysowaé. Matematyk tez to potrafi.
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