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Istnienie wielo$cianéw foremnych

Zdzistaw POGODA, Krakow

Dlaczego istnieja wieloéciany foremne? Pytanie wydaje
sie nieco dziwne, przeciez sprawa jest oczywista.
Kazdy wie, jak wyglada szeécian lub o$mioécian, wiec
w czym problem?

Podczas Miedzynarodowego Kongresu Matematykéw
w Warszawie w jednym z pomieszczen Palacu Kultury
i Nauki miala miejsce wystawa modeli wieloécianéw.
Odwiedzajacych ‘wystawe intrygowal twér umieszczony
na $rodku sali wykonany z plastikowych wielokatnych
plytek i podpisany ,nieistniejacy wielo$cian”. Wielu
gosci dziwito sie ,jak to nieistniejacy, przeciez go
widze”. Model mial tak wiele $cian (ponad 90), ze
nietrudno byto je odrobine powygina¢ w taki sposéb,
iz naprawde nie byly plaskimi wielokatami, ponadto
przyleganie $cian zapewne bylo tylko przyblizone.
Skonstruowany obiekt po prostu byt tylko przyblizona
wersja wielo§cianu, a dokladniejsza analiza polozenia
§cian, wierzcholkéw i krawedzi moglaby wykazaé, ze
odpowiedni wieloScian nie moze istnied.

Pewne idee zwigzane z wieloscianami foremnymi
zostaly podpowiedziane przez przyrode. Sél kuchenna
w mineralogii nazywana halitem ma ladne szescienne
krysztaly. Fluoryt krystalizuje w postaci oémioéciandw
foremnych, a w odpowiednich warunkach krysztaly
pirytu moga przybra¢ forme dwunasto$cianu
foremnego. Czy jednak krysztaly, podobnie jak
yhieistniejacy wieloscian” nie sa tylko przyblizeniami
form, ktérych naprawde nie ma?

Wielodcianami foremnymi interesowali sie
pitagorejczycy. Pierwszy opis tych bryl znajdujemy

u Platona w dialogu Timajos. Natomiast dowdd faktu,
ze wieloéciandw foremnych jest dokladnie pieé typdw
wraz z uzasadnieniem ich istnienia zostal umieszczony
w trzynastej ksigdze Elementdw Euklidesa.

Sprawdzenie, ze wielo$cianéw foremnych jest co
najwyzej pie¢ typdw nie jest trudne i wynika

z przeanalizowania liczby 1 typéw wielokatow
foremnych, ktére mogg si¢ zbiegad w jednym
wierzchotku wieloscianu.

Wykazanie istnienia poszczegélnych wieloécianéw
wymaga przeprowadzenia ich konstrukcji. Euklides
proponuje nastepujace konstrukeje.

Konstrukcja czworoécianu foremnego.

Rozwazmy pétkole o $rednicy NS. Wybierzmy na tej
Srednicy punkt Q o tej wlasnosci, z2e NQ : QS =

= 2: 1. Przez punkt Q poprowadZzmy prostopadia

do érednicy, ktéra przecina pélokrag w punkcie P.
Nastepnie skonstruujemy tréjkat réwnoboczny

- Sciang czworoécianu foremnego. W tym celu
konstruujemy tréjkat réwnoboczny wpisany w okrag

o promieniu QP. Wierzchotki tego tréjkata beda
trzema wierzchotkami czworodcianu. Teraz przez
srodek narysowanego okregu ($rodek ciezkoéci
tréjkata) prowadzimy prostopadla do plaszczyzny
trojkata. Odkladamy na niej z punktu przeciecia

z plaszczyzna odcinek QN. Drugi koniec odcinka
wyznacza czwarty wierzchotek czworoécianu. Fatwo, za
pomoca nieskomplikowanego rachunku, sprawdzamy,
ze rzeczywiscie otrzymamy czworoécian foremny.

A wiec, QN jest wysokoscia czworoscianu, NP jest
krawedzig, odcinek NS natomiast ma dltugosé srednicy
sfery opisanej na skonstruowanym czworoscianie.
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Podobnie przebiega konstrukcja oémiodcian
foremnego. :

Rozpoczynamy od péikola o érednicy NS. Punkt

Q wybieramy teraz w érodku érednicy, prowadzimy
przez niego prostopadla, ktéra wyznaczy na pélokregu
punkt P. Konstruujemy kwadrat o boku dlugoéci
takiej samej jak NP. Ze érodka kwadratu prowadzimy
prostopadla do jego plaszczyzny i odkladamy na tej
prostej odcinek NQ z jednej strony i QS z drugiej.
Konce tych odcinkéw i wierzchotki kwadratu wyznacza
wierzchotki oémioscianu foremnego. Odcinek NS jest
érednica sfery opisanej na oémioécianie.
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Konstrukcje szescianu mozna przystosowaé¢ do
poprzednich.

Na érednicy NS pétkola wybieramy punkt @ taki, ze
NQ : QS =2:1. Jak w obu poprzednich przypadkach
przez () prowadzimy prostopadla wyznaczajaca na
poélokregu punkt P. Teraz konstruujemy kwadrat

o bokach dlugodci NP. Dalej mozemy sie domysleé

co bedzie. Przez kazdy wierzcholek kwadratu
prowadzimy prostopadla do plaszczyzny tego
kwadratu i odktadamy odcinki tez o dlugosci takiej
jak NP. Dostajemy w ten sposéb osiem wierzcholkéw
szeScianu. Sfera opisana na szeScianie ma érednice N S.

Rys. 3

Inaczej przebiega konstrukcja dwunastoscianu
foremnego.
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Obudowujemy szeician przystajacymi ,pryzmami”.
W kwadracie ABC D, ktéry jest sciang szeScianu
wybieramy érodki E i F odpowiednio bokéw AB

i CD i taczymy je odcinkiem. Srodek tego odcinka
oznaczamy przez S. Dzielimy FS w zlotym stosunku
punktem X tak, ze EX jest krétszym odcinkiem
podziatu. Podobnie na F'S wybieramy punkt Y.
Przez X i Y prowadzimy prostopadle do plaszczyzny
kwadratu. Zaznaczamy na nich punkty K i L takie,
ze XK =XS=YL. Punkty A,B,C,D,KiL
wyznaczaja wierzcholki odpowiedniego wieloscianu —
przykrywki. Do kazdej $ciany szecianu przyklejamy
odpowiednio skonstruowane obiekty i otrzymamy
dwunastoscian foremny.
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Wreszcie konstrukcja dwudziestoscianu foremnego.

Wykorzystamy oznaczenia poprzedniej konstrukcji.
Tam w kwadracie wyznaczyliémy punkty X i Y. Jesli
w kazdej Scianie sze$cianu wskazemy odpowiednie



punkty z zachowaniem orientacji odpowiadajacej
konstrukeji dwunastoécianu dostaniemy dwanaécie
wierzchotkéw dwudziestoscianu foremnego.
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Oczywiécie, konstrukcje wielo§cianéw foremnych
mozna przeprowadzi¢ na rézne sposoby. Zalézmy na
przyklad, Ze mamy juz szeécian (istnieje wiele prostych
jego konstrukeji). Wybierajac pewne przekatne jego
Scian, po jednej na kazdej écianie dostaniemy szkielet
czworoécianu foremnego.
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Natomiast érodki Scian tegoz szescianu sa
wierzcholkami odmio$cianu foremnego.
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Rys. 7

Z o$mioscianu foremnego z kolei mozemy otrzymadé
dwudziestoscian foremny. Wybierzmy jedna Sciane
oSmioscianu ~ tréjkat réwnoboczny i podzielmy

jego boki w zlotym stosunku tak, by punkty
podzialu wyznaczyly wierzchotki nowego tréjkata
réwnobocznego, ktéry jest réwnoczesnie $ciana
dwudziestoscianu. Podzial jednej éciany wyznacza
jednoznacznie podzialy wszystkich écian o$miosciany.

Rys. 8

Zwré¢my uwage na jeszcze jedna konstrukcje
dwudziestoécianu foremnego. Rozwazmy trzy proste
wzajemnie prostopadle w przestrzeni przecinajace
si¢ w jednym punkcie O. Od tego punktu przeciecia
od}ézmy dwa odcinki o dtugoéci a na kazdej prostej
np. OX i0X',0Y i0Y' oraz 0Zi 0Z'. Nastepnie
na koricach tych odcinkéw umiesémy odpowiednio
nowe odcinki o dtugosciach a(v/5 — 1). Odcinki te
powinny by¢ zawarte w prostych réwnoleglych do
XX, YY'i ZZ' (np. odcinki zaczepione w punktach
X i X' moga by¢ réwnolegte do Y'Y, w punktach
Y,Y' réwnoleglte do ZZ', a zaczepione w punktach
Z i Z' réwnolegte do X X'). Ich érodkami sa punkty



X, X"\Y,Y' Z, Z' Korce tych odcinkéw wyznaczaja
wierzcholki dwudziestoscianu foremnego.
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Wieloéciany foremne mozemy ulozyé w kompozycje
typu ,jeden w drugim”.
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Gdy wiemy juz, ze istnieja wieloéciany foremne, to
pojawiaja sie nowe pytania o istnienie wieloicianéw
archimedesowych tez zbudowanych z wielokatéw
foremnych, ale niekoniecznie tego samego typu, o
istnienie wielo$cianéw gwiazdzistych foremnych,
ktérych Scianami moga by¢ wielokaty foremne
gwiazdziste. Czy z wielokatéw wypuklych da sie
skonstruowa¢ wieloscian foremny, lecz juz niewypukty?
Wreszcie mozna zapytaé si¢ o istnienie wielo$cianéw
jednorodnych, ktére sa uogdlnieniami wieloscianéw
archimedesowych — w kazdym wierzcholku schodzi sie
taka sama liczba wielokatéw danego typu (nie musza
by¢ wypukte) w odpowiednim ustalonym porzadku.
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Pytanie o istnienie wielo§cianéw foremnych jest

z jednej strony zadaniem elementarnym — rozwiazuje
sig je prostymi Srodkami geometrii klasycznej -

i z pozoru wydaje si¢ banalne, z drugiej strony jednak
stanowi punkt wyjécia do innych probleméw z teorii
wielo$cianéw, ich uogélnien oraz przeréznych czesto
niezwykle waznych zastosowan.

Czytelnikowi, ktéry mimo wszystko uwaza, ze
problemy dotyczace istnienia wielo$cianéw sa
zagadnieniami banalnymi, proponujemy na rozgrzewke
udowodnienie twierdzenia:

Gdy zrezygnujemy z wypukltosci wielodcianu, to istniejg
Jjeszcze doktadnie cztery wieloSciany foremne.




