Zastosowania twierdzenia
o zwartosci poza logika

Adam KOLANY, Katowice

Twierdzenie o zwartosci

DEFINICJA. Niech V bedzie dowolnym zbiorem nieskoriczonym. Zbiorem formut
zdaniowych 2V jako zbiorem zmiennych nazywamy najmniejszy zbiér Frm (V)
spoéréd tych F', ktére spelniaja warunki:

1. VCF;,

2. Jesia€eF,to-a¢€F,

3. Jedlio,feF,toaVvVB, arf,a—=B,a—[BEF

Elementy zbioru Frm(V) nazywamy formutami zdaniowymi.

Symbolem At(a) oznaczaé bedziemy zbiér zmiennych zdaniowych wystepujacych
W a.

FakT. Niech V bedzie dowolnym zbiorem nieskoiczonym. Dla dowolnego

v:V — {0,1} istnieje doktadnie jedno h” : Frm(V) — {0,1}, dla ktérego h*[V = v
oraz

L. h*(aAB)=min(h*(a),h*(8)),

2. b*(aVpB) =max(h*(a), h*(8)),

3. b"(a — f) = min(1,1 - §°(a) + h*(8)),

4. b°(a = f) = min(1 - §(a) + 5°(8), 1 - °(8) + h*(a)),

5. §¥(-~a)=1-h"(a) dla dowolnych a, B € Frm(V).

Ze wzgledu na jedynoé¢ zamiast h¥(a), piszemy v(a). Liczbe v(a) nazywamy
warto$cig formuly o przy wartosciowaniu zmiennych v.

Ponizszy fakt stwierdza, ze wartos¢ formuly zalezy jedynie od wartosciowania jej
zmiennych.

UWAGA. Jezeli w[At(a) = v[At(a), to v(a) = w(a).

DEFINICJA. Niech V bedzie zbiorem nieskoriczonym, niech o bedzie formuts
zdaniowa i niech X’ bedzie zbiorem formul. Powiemy, ze:

1. v spetnia @, jezeli v(a) = 1.

2. v spetnia zbiér formut X, jezeli v spelnia wszystkie formuly zbioru X.

3. Zbiér X jest spetnialny, jesli istnieje v spelniajace X.
UWAGA. Niech A bedzie dowolnym zbiorem, niech V = {p,  : a,b € A} i niech
Xo bedzie nastepujacym zbiorem formut:

Ao = {pa,b A Ppe — Pa,c : 4, b;C € A}U
U{Pab « “Poa: a,bE A a#b}U{-psq: a€ A}

i niech v bedzie warto$ciowaniem spelniajacym Ay. Wéwczas relacja dana
wzorem:
(1) a<sb <= v(pap) =1
jest liniowym porzadkiem na A.

UWAGA. Niech A bedzie dowolnym zbiorem i niech < bedzie czesciowym
porzagdkiem na A. Jezeli zamiast Xy rozwazymy zbiér
X =XU{pa: a<b,a,be A},

to relacja <, dana wzorem (1) jest liniowym porzadkiem rozszerzajacym ~.
Jest tez w pewnym sensie na odwrét:

UwaGA. Niech <, bedzie liniowym porzadkiem na zbiorze A i niech v realizuje
warunek (1). Wéwczas v spelnia wszystkie formuly zbioru Xp. Jezeli <, jest
liniowym porzadkim rozszerzajacym porzadek <, to v spelnia wszystkie formuly
zbioru Aj.
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Twierdzeniem o Zwartosci nazywamy nastepujace:

TWIERDZENIE. Zbidr formut X jest spetnialny wtedy i tylko wtedy, gdy spetnialny
Jjest kazdy jego skoriczony podzbidr.

Bezpoérednim wnioskiem z poprzednich rozwazar i tego twierdzenia sa
nastepujace dwa fakty:

TWIERDZENIE (Ordering Principle, OP). Kazdy zbidr mozna uporzqdkowaé
liniowo.

TWIERDZENIE (Ordering Extension Principle, OEP). Kazdy czesciowy porzgdek
mozna rozszerzyé do porzqdku liniowego.

Ultrafiltry

DEFINICJA. Niech A bedzie dowolnym zbiorem. Filtrem w A nazywamy dowolna
niepustg i wlasciwg rodzine § podzbioréw zbioru A, spelniajaca warunki:

I Jedli X, YeF, toXNY €3;

2. JSi XeFiXCY, toY €3

Ultrafiltrami nazywamy elementy maksymalne w klasie filtréw. Filtry postaci
(X)a={Y C A: X C Y} nazywa si¢ filtrami gtdwnymi.

UwaAGa.

1. Niech § bedzie filtrem w A. Wéwczas 0 ¢ 51 A€ 3. 2. Niech X € A.
Woéwczas (X) 4 jest ultrafiltrem wtedy i tylko wtedy, gdy X = {a} dla pewnego
ac A

Interesujace jest, czy wogéle istnieja ultrafiltry niegléwne? Najpierw definicja:
DEFINICJA. Niech C bedzie niepusta rodzina zbioréw. Rodzina C Jjest

scentrowana, jezeli
Xin...nX, #0, dla dowolnych X,,..., X, €C.

Korzystajac z twierdzenia o zwartosci mozna wykaza¢ nastepujace:

TWIERDZENIE. Niech A bedzie zbiorem nieskoriczonym i niech C bedzie
scentrowang rodzing pozdzbioréw rodziny A. Wéwczas istnieje ultrafiltr F w A
zawterajgcy C.
DowoOD. Niech V = {px : X C A} i niech
X ={px Apy = pxny : X,Y C A} U{px — py : XCYCAlu
U{-px & pax: X CA}U{px: X € C}U {-py}

Wéwczas kazdy skoticzony podzbidr zbioru X jest spelnialny. W istocie.
Niech Ay bedzie skoficzonym podzbiorem zbioru X i niech {X1,...,X,} beda
wszystkimi elementami C wystepujacymi w formutach zbioru Apy. Niech takze
Xo € C. Oczywiscie Y = XoN X; N...N X, jest niepusty. Niech a € Y i niech v
dane bedzie wzorem

(X)=1 <= aeX.

Wykazemy, ze vy speinia formuly zbioru Xj. Istotnie. Niech o € Ap- Jezeli a jest
postaci px A py — pxny, to mamy

v0(px APy = pxny) = min{1,1 - vo(px A py) + w(pxny)} =

=min{1,1 - vo(px) - vo(py) + vo(Pxry)} = 0
< vlpx) =v(py)=1 i w(pxny)=0

Jednakze vo(px) - vo(py) = 1 oznacza, e a € X ia€ Y, a vo(Pxny) = 0 oznacza,
ze a ¢ X NY, co nie jest mozliwe. Przypadki, gdy o Jjest postaci px — py
i =px © pa\x rozpatrzy¢ mozna podobnie. Jezeli o Jest postaci px dla pewnego
X €C, to X jest jednym sposréd X1, ..., X,. Wéwczas, oczywiscie,a € Y C X,
skad vo(px) = 1. Jesli w koficu a byto formula —py, to, skoro a ¢ 0, mamy
vo(=pe) = 1 — vp(pg) = 0.
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f"A, to obraz A przez f.

Tym samym vg spelnia wszystkie formuly zbioru Ay, co wobec dowolnoéci tego
ostatniego dowodzi, Ze kazdy skoficzony podzbidér zbioru X jest spelnialny.

Korzystajac z Twierdzenia o Zwartosci, stwierdzamy istnienie v, ktére spelnia
wszystkie formuly zbioru X. Nietrudno zauwazyé wéwczas, ze
F={X C A: v(px) =1} jest ultrafiltrem w (A) zawierajacym C. m

Y
Jesli chodzi o filtry niegléwne, to mamy: t{\i

Wn10SEK. Niech A4 bedzie zbiorem nieskoficzonym. Istnieje wéwczas ultrafiltr
niegléwny w A.

DowoOD. Jako C przyjmujemy rodzing zbioréw ko-skofczonych
C={X e A: A\ X jest skoniczony}. Oczywiscie C jest scentrowana i niepusta.
Ponadto kazdy ultrafiltr zawierajacy C jest niegléwny. m

Twierdzenie Tichonowa

Podczas kursu topologii prezentuje si¢ studentom nastepujace twierdzenie
Tichonowa:

TWIERDZENIE. Produkt niepustych przestrzeni topologicznych zwartych jest
niepusty i zwarty.

W dowodzie tego twierdzenia uzywa sie tzw. Pewnika Wyboru — zasady
stwierdzajacej, ze produkt dowolnej rodziny zbioréw niepustych jest niepusty.
Jak sie jednak okazuje, zaloZenie prawdziwosci twierdzenia Tichonowa implikuje
prawdziwos¢ Pewnika Wyboru (twierdzenie Kelly’ego). W rzeczy samej. Niech
{A;: j € J} bedzie rodzina zbioréw niepustych i niech e bedzie elementem spoza
;e Aj. Niech dalej X; = A; U {e} i niech jedynymi zbiorami otwartymi w X
beda zbzory 0, X;, A; oraz {o} Oczywiscie przestrzeme te sg zwarte. Wiec, na
mocy?éw-mka.lﬁﬁ;oru, produkt X = [],c; X; jest zwarty. Poniewaz rodzina

{m T it Aj; 1 j € J} jest scentrowana rodzing zbioréw domknietych, jej przekréj
jest niepusty. Ale przeciez ﬂjeJ ;1 “A = Hje.f Aj.

Wiadomo przy tym, ze Twierdzenie o Zwartosci jest istotnie stabsze od
pewnika wyboru.

Okazuje sie, ze jezeli w twierdzeniu Tichonowa ograniczymy sie do przestrzeni
topologicznych Hausdorffa, to do jego dowodu wystarcza juz Twierdzenie

o Zwartosci. Ze wzgledu na brak miejsca pominiemy dowdd tego faktu odsylajac
zainteresowanego czytelnika do literatury. Wykazemy za to jak Twierdzenie

o Zwartosci wynika z zalozenia o zwartosci tzw. kostek Cantora, tj. produktéw
dyskretnych przestrzeni dwupunktowych. Niech A bedzie zbiorem formut
zdaniowych, ktérego kazdy skonczony podzbidr jest spelnialny. Wowczas, dla
dowolnego o € X zbidr Sat(a) = {v € €: v(a) = 1} jest skoficzona suma
zbioréw bazowych produktu € = V{0, 1}, te za$ z kolei sa otwarto-domkniete, co
oznacza, ze Sat(a), a € X sa otwarto-domkniete. Na mocy zalozenia twierdzenia
o zwarto$ci, rodzina C = {Sat(a) : a € X, } jest scentrowana. Skoro € jest
zwarta, C ma niepusty przekréj. Wowczas kazde v € [ C spelnia wszystkie
formuly zbioru X.

Widzimy wiec, ze twierdzenie o zwartosci mozemy traktowaé jako stwierdzenie
zwartosci kostek Cantora.
Wybory o-niesprzeczne

W poprzednim paragrafie stwierdzono, ze Twierdzenie o Zwartosci jest istotnie
slabszym wnioskiem z Pewnika Wyboru, W tym paragrafie zobaczymy jak
daleko od pewnika wyboru znajduje sie to twierdzenie.

Niech A = {4;: i € J} bedzie parami rozlaczna rodzing zbioréw niepustych
i niech o bedzie relacja binarna na | J A. Wyborem o-niesprzecznym na A
nazwiemy funkcje f : J — |J A, dla ktérej f(i) € A4;, i € J oraz

f)o f(7), dlaijeld, i#j
46



Symbol )X\ sluzy do oznaczenia

koniunkeji; podobnie symbol w shuzy
do oznaczenia alternatywy.

Uporzgdkowanie réznowartosciowe zbioru
(skoriczonego), to réinowartosciowy cigg
wszystkich elementéw tego zbioru.

weV

Przy zalozeniu Twierdzenia o Zwartodci wykaza¢ mozna nastepujace:

TWIERDZENIE (O wyborach o-niesprzecznych). Niech A i o oznaczajg to co
wyzej. Jezeli kazda skoriczona podrodzina rodziny A ma wybdr o-niesprzeczny,
to rodzina A tez ma wybdr o-niesprzeczny.

DowoD. Niech V = |J A i niech
A= {MN{WE: € jest réznowartosciowym uporzadkowaniem
zbioru 4;}: i e J}U
U~(acd): abe UA, a #b}.

Na mocy zalozenia kazdy skoriczony podzbiér zbioru X’ jest spelnialny, wiec
istnieje v spelniajace wszystkie formuty zbioru X. Wéwczas f={{i,a): v(a) =
1,a € A;, i€ J} jest o-niesprzecznym wyborem dla A. u

Okazuje si¢, ze prawdziwosé twierdzenia o zwartosci réwnowazna, jest
prawdziwoéci twierdzenia o wyborach o-niesprzecznych. Pozostaje to prawda,
jesli ograniczymy sie do rodzin zbioréw 3-elementowych. Analogiczna
réwnowaznoéé dla rodzin zbioréw 2-elementowych kachodzi.

Widzimy zatem, ze twierdzenie o zwartosci réwnowazne jest wzmocnionej wersji
Pewnika Wyboru dla rodzin zbioréw skoficzonych — ACY;,.

Na zakoniczenie powiedzie¢ trzeba, ze znakomitym kompendium wiedzy na temat
stabych wersji Pewnika Wyboru, a w szczegélnoéci Twierdzenia o Zwartodci,
jest dzielo Paula Howarda i Jean Rubin pt. ,Weak AC Project”, wydane
przez American Mathematical Society w 1998 roku. Stamtad dowiemy sie, iz
z twierdzenia o zwartoéci wynika, ze:

e kazda abelowa grupa beztosyjna daje sie liniowo uporzadkowaé;

* kazde cialo, w ktérym —1 nie jest sumg kwadratéw daje sie liniowo

uporzadkowad;

® kazde cialo ma algebraiczne domkniecie;

¢ kazde dwie bazy przestrzeni wektorowej sa réwnoliczne;

¢ istnieja zbiory niemierzalne w sensie Lebesgue’a.

Najbardziej jednak zaskakujacym jest, to, ze wnioskiem z twierdzenia
0 zwartosci jest znane twierdzenie Hahna-Banacha o rozszerzaniu funkcjonaléw
liniowych ciagtych.

TWIERDZENIE. Niech X bedzie przestrzenig unormowang i niech Y bedzie Jej
podprzestrzenig. Wowczas dla dowolnego liniowego i cigglego f: Y — R istnieje
liniowe i ciggte F' : X — R, dla ktdrego

FIY=f oraz ||f||=|F].
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