Jest to streszczenie odczytu wygloszonego
na XXV Szkole Matematyki Pogladowej
»Elementarne, ale niebanalne”.

Co moze maly zbiér?
Wiktor BARTOL, Warszawa

Céz moze by¢ bardziej elementarnego niz maty zbiér? Zapewne tylko zbiér
jeszcze mniejszy. Przypatrzmy si¢ wiec najmniejszym zbiorom.

Zbidr pusty to podstawa calej konstrukeji teorii mnogosci; od niego zaczyna sie
hierarchia Zermelo—Fraenkla, a dochodzi. . .

Niemniej potezne sa zbiory jednoelementowe. Mozna z nich zbudowaé, element
po elemencie, dowolny zbiér. Co wiecej, jednoelementowa np. grupa pochtlania
przez homomorfizmy wszystkie grupy, a ze homomorfizmy zachowuja strukture,
to w jednym elemencie skupiajg si¢ struktury wszystkich grup. Jak we
Wszechéwiecie przed Wielkim Wybuchem.

Zbiér dwuelementowy takze wiele potrafi. Na przyklad, dwuelementowa algebra
Boole’a jest doskonalym reprezentantem klasy wszystkich algebr Boole’a: zadna
réwnos¢ nie bedzie w tej klasie prawdziwa, jesli nie jest prawdziwa w algebrze
dwuelementowej. Nie méwiac juz o tym, ze ze zbioru dwuelementowego mozna
zbudowaé kazdy zbiér potegowy. ..

Zbiér trzyelementowy. .. Taki wlaénie zbidr jest jednym z gltéwnych bohateréw
opowiesci, ktéra wypada juz rozpoczaé. Najpierw potrzebne jest jednak pewne
przygotowanie, aby zbiér trzyelementowy wypadt na jego tle bardziej okazale.

Wiele klas algebr jest opisywanych przez réwnoéci. Na przyklad, grupa jest
kazda algebra (G,-,!,e) z jedna operacja dwuargumentows, -, jedng operacja
jednoargumentowa ~! i jedng stala, (czyli operacja zeroargumentowa) e, w ktérej
prawdziwe sa réwnosci

z-(y-2)=(z-y) 2
z-e=uz,
e =z,
x-a:“1=e,

2l z=e

Nietrudno zauwazy¢, ze we wszystkich grupach jest prawdziwych jeszcze
nieskoficzenie wiele innych réwnosci, jak choéby taka:

(@-9)- (™ 2)- ) =50
Dlaczego wiec, definiujac grupy, nie podajemy wszystkich réwnosci, ktére maja
by¢ w nich prawdziwe? Oczywiscie dlatego, ze w kazdej algebrze, w ktdrej
prawdziwe sg réwnosci wystepujace w tradycyjnej definicji grupy, prawdziwe
sg takze wszystkie inne réwnodci, takie jak réwnos$é¢ z powyzszego przykladu.
»Takie”, to znaczy wynikajace z definiujacego zbioru réwnosci. Inaczej méwiac,
6w definiujacy zbidr réwnoéci stanowi baze dla zbioru wszystkich réwnosci
prawdziwych w klasie grup.

Sprecyzujmy te pojecia. Niech ¥ bedzie dowolnym zbiorem réwnosci (pewnej
ustalonej sygnatury algebraicznej). Powiemy, e zbiér £y C ¥ jest bazg
réwnosciowq zbioru I, gdy kazda algebra, ktéra jest modelem zbioru T, jest
jednoczesnie modelem calego zbioru T. Réwnowaznie, 5y jest baza dla zbioru &
gdy oba zbiory generuja ten sam zbiér réwnosci zamkniety na réwnoéciowe
reguly wnioskowania. Nietrudno zauwazyé, ze, na przyklad, zbiér By = {z = y}
jest bazg réwnodciowy dla zbioru wszystkich réwnosci ustalone; sygnatury,
gdyz modelami tej réwnosci sa dokladnie algebry jednoelementowe, a kazda
taka algebra jest zarazem modelem kazdej réwnosci odpowiedniej sygnatury.
Méwiac inaczej, z réwnosci z = y mozna wyprowadzié dowolng réwnoéé p = q,
podstawiajac term p za zmienna z i term g za zmienna y (a takie podstawianie
legalizuje jedna z regul wnioskowania).

3

W 1937 B. H. Neumann [12] pytal o bazy dla teorii réwnoéciowych grup;
wykazal, ze kazda grupa abelowa ma skoniczong baze réwnoéciowa. W 1950 r.
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R. Specht [18] przeni6st pytanie na pierscienie (ale na odpowiedz trzeba bylo
czekag jeszcze ponad 20 lat). W latach 50. minionego wieku zaczeto zajmowaé
si¢ szerzej pytaniem o charakterze ogélniejszym, ktére mozemy sformutowaé
nastepujgco:

Problem skoiiczonej bazy.

Niech A bedzie skoriczong algebrg skoriczonej sygnatury. Czy istnieje skoriczona
baza dla zbioru wszystkich rownosdci prawdziwych w tej algebrze, czyli dla jej
teorii réwnosciowes?

Méwiac krécej: Czy kazda skoticzona algebra skoriczonego typu ma skoriczong
baze rownosciowq?

Pytanie wydaje sie, na pierwszy rzut oka, nieco przesadne. Jakich to komplikacji
mozna oczekiwaé od tak prostego obiektu: skoficzony zbiér, skoriczenie wiele
operacji? Co mialoby powodowac, ze réwnoéci prawdziwych w takiej algebrze
nie da sie wyprowadzi¢ z jakiego$ skoficzonego podzbioru?

Przy takich oczekiwaniach pewnym rozczarowaniem moglo byé pierwsze ogélne
twierdzenie, dotyczace problemu skonczonej bazy.

Twierdzenie (R. Lyndon (6], 1951). Kazda algebra dwuelementowa (dowolne;
skoriczonej sygnatury) ma skoriczong baze réwnosciowg.

Takie twierdzenie zdaje si¢ dobra okazjg do przedstawienia dowodu, ktéry

w przypadku algebr zaledwie dwuelementowych powinien byé w miare prosty
i krétki. Ale tak nie jest — i tu pojawia si¢ ostrzezenie, iz problem nie jest tak
trywialny, jak sie¢ w pierwszej chwili wydaje. Oté2z dowdd Lyndona czerpie

z klasyfikacji algebr dwuelementowych, przeprowadzonej w 1941 roku przez
E. Posta [15], badajacego dwuwarto$ciowe funkcje logiczne. Przesuwajac sie
klasa po klasie, Lyndon wykazuje istnienie skoficzonej bazy dla kazdej z nich,
korzystajac z podanej przez Posta szczegdlnej postaci jej algebr.

Trzy lata pézniej Lyndon [7] publikuje przyklad 7-elementowej algebry

(z jedng operacja dwuargumentows i jedna stala) bez skoticzonej bazy. Okazuje
sig, ze skonczona struktura algebraiczna nie musi mie¢ skoficzonego opisu
réwnoéciowego! Oto ta algebra (stala jest 0):
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Idea dowodu, zastosowana w pracy Lyndona, przewinie si¢ takze w dalszych
pracach o podobnym charakterze; przedstawimy ja za chwile wlasnie przy jednej
z nich.

A wigc juz 7 elementéw - i tylko jedna operacja dwuargumentowa plus stala —
wystarczy, by zadac strukturg o nieskoriczenie bogatej teorii réwnosciowej. Co sie
jednak dzieje miedzy 2 (patrz twierdzenie Lyndona) a 77

W 1964 r. W. W. Wiszin [19] opublikowal przyklad nastepnej algebry z jedna
operacja dwuargumentows (takie algebry nazywa sie grupoidamsi), tym razem
skladajacej sie z 4 elementéw, a juz rok pdzniej poprzeczka opadla na najnizszy
mozliwy poziom, gdy W. L. Murski [10] zbudowal grupoid 3-elementowy bez
skoniczonej bazy. Zatrzymajmy sie chwile przy tej algebrze. Oto ona:
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Dowdd opiera sig na nastepujacym pomysle: budujemy rodzine réwnoéci, po
jednej réwnosci n zmiennych dla kazdej liczby naturalnej n, po czym dowodzimy,
ze po pierwsze, kazda z nich jest prawdziwa w naszej algebrze, a po drugie,
réwnos¢ n zmiennych z tej rodziny nie jest konsekwencja zadnego zbioru
réwnosci, zawierajacych mniej niz n réznych zmiennych. Wéwczas teza juz
wynika latwo: gdyby istniala skoficzona baza réwnosciowa dla calej teorii
réwnosciowe] tej algebry, to sila rzeczy wystepowaloby w niej skoticzenie wiele
zmiennych, powiedzmy, k. Ale wtedy réwnoéé ze zbudowanej wezesniej rodziny,
ktéra ma k + 1 zmiennych, nie moze by¢ konsekwencja tej bazy, chociaz nalezy
do teorii réwno$ciowe] algebry.

W rodzinie réwnosci zbudowanej przez Murskiego, znalazly sie réwnoéci postaci
nastepujacej (pomijamy kropke reprezentujaca operacje dwuargumentows):

(*) z1(22(23. . (Bnr(2n1)) .. ) = (2122)(@n(@n-1 (. . (2a(2322)) .. ).

Analiza operacji algebry wykazuje, ze istotng role przy wyznaczaniu wartodci
tego rodzaju terméw odgrywaja elementy sasiadujace ,w szerszym sensie”.
Powiemy, ze a sasiaduje z b (w danym termie p), gdy w p wystepuja obok
siebie dwa nawiasy, w ktérych skrajnie lewymi elementami sa, odpowiednio,
a i b (nawiasy moga zawieraé tylko jednoelementowy ciag zmiennych

i wtedy formalnie ich w zapisie nie ma), a wiec gdy sasiaduja w nim dwa
podtermy postaci (a...)(b...). Otéz jesli w kazdym z dwéch terméw p i ¢
zmiennych 21, 29,...,2, (dla pewnego n) pierwsza zmienna od lewej jest

1, a jedynymi parami sgsiadujacych (w szerszym sensie) zmiennych sa pary
T1Z2,%2%3, . ., Tn—1Tn, TnT1, t0 W algebrze zachodzi réwnoséé p = q. Te warunki
spelniaja termy kazdej z réwnosci prezentowanej wyzej rodziny, zatem kazda
z tych réwnosci jest prawdziwa w algebrze Murskiego.

Do wykazania drugiego warunku potrzebnego do uzyskania tezy wystarczy teraz
znalez¢ wlasnos¢, przystugujaca kazdej réwnoéci n zmiennych, wyprowadzalnej
ze zbioru réwnosci o mniejszej liczbie zmiennych, i udowodnié, ze réwnoéé n
zmiennych ze zbudowanej wyzej rodziny tej wtasnosci nie ma. Taka wlasnoscia
(ograniczona do terméw spelniajacych warunek opisany w poprzednim akapicie)
Jest wlasno$¢ nastepujaca: po obu stronach réwnoici wystepuje zmienna z,
sasiadujaca (w szerszym sensie) jednoczesnie z wystapieniem zmiennej z,

1z wystapieniem zmiennej 3. Jak latwo zauwazyé, réwnosé () tej wlasnobci
nie ma.

Podobne rozumowanie wystepuje w niemal wszystkich pracach zawierajacych
przykiady algebr bez skoriczonej bazy, w szczegélnoéci we wspomnianej wezesniej
pracy R. Lyndona [7].

Wydawaloby sie, ze algebra Murskiego jest odosobnionym przypadkiem,
zbudowanym przez autora ad hoc i nie zwigzanym z zadna szersza teoria. Jesli
nawet tak sadzil sam Murski, po kilkunastu latach okazalo sie, ze jest inaczej,
niemal wrecz przeciwnie.

Badajac problem skoifczonej bazy, C. Shallon [16] wprowadzita w 1979 roku
pojecie algebry grafu. Niech G = (V, E) bedzie grafem (byé moze z petlami) ze
zbiorem wierzchotkéw V' i zbiorem krawedzi E. Okre$lmy na zbiorze V U {0},
gdzie 0 € V', dwuargumentowsa operacje o w sposéb nastepujacy:
aob= {a gdy (a,b) € E,
0 w przeciwnym przypadku.
Algebra (V' U {0}, o) jest algebra grafu G.

W 1987 r. ukazala sig praca K. Bakera, G. McNulty’ego i H. Wernera [2],
zawierajaca nastepujace piekne twierdzenie:

Twierdzenie. Algebra grafu G ma skoriczong baze réwnosciowq wtedy i tylko
wtedy, gdy graf G nie zawiera indukowanego (petnego) podgrafu izomorficznego
z jednym z ponizszych graféw:

R ) 0 Qg A’ P CE .
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Sprébujmy dla przykladu zbudowaé algebre grafu M. Bez trudu otrzymujemy
taks tabelke operacji:

To oczywiscie algebra Murskiego. Okazuje sie, ze sporadyczny przyklad mieéci
sig w szerszym kontekscie jako sytuacja typowa. (Dodajmy, ze C. Shallon
wykazata wczedniej brak skoriczonej bazy réwnosciowej dla algebry grafu S).

Po wyczerpaniu kwestii iloéciowej (ile elementéw moze mie¢ najmniejsza
algebra bez skoriczonej bazy?) nasuwajg si¢ co najmniej dwa dalsze pytania. Po
pierwsze, jak czgsto zdarza sig, ze skoriczona algebra skoficzonej sygnatury nie
ma skoriczone] bazy réwnosciowej? Po drugie, czy istnieja jakie$ w miare ogdlne
warunki, zapewniajace istnienie takiej bazy?

Na pierwsze pytanie znéw odpowiedzi udzielil (kilkanascie lat pézniej) Murski
[11), wykazujac, ze stosunek liczby k-elementowych grupoidéw bez skoriczonej
bazy réwnosciowe] do liczby wszystkich grupoidéw k-elementowych (grupoidy
rozpatrujemy, rzecz jasna, z doktadnoscia do izomorfizmu) jest rzedu k5. Jesli
jednak nie rozumie¢ okreslenia “ilosciowe” zbyt dostownie, nalezy wspomnieé

o pewnym problemie, sformulowanym przez Alfreda Tarskiego w poczatkach lat
60. ubieglego wieku:

Czy zbidr wszystkich algebr skoticzonej sygnatury okreslonych na skoriczonych
podzbiorach zbioru N, kidre majq skoriczong baze réwnosciowq, jest
rekurencyiny?

W latach 80. R. McKenzie pokazal, ze problem mozna sprowadzi¢ do pytania

o pélgrupy, po czym kilkanascie lat pdzniej sprawe rozstrzygnal [9]: zbior
wszystkich potgrup na skoticzonych podzbiorach zbioru N, ktdre nie majq
skoticzonej bazy, nie jest rekurencyjny, zbidr za$ tych pétgrup, ktdre skoriczonej
bazy réwnosciowej nie majq, nie jest rekurencyjnie przeliczalny. W dowodzie
McKenzie w bardzo pomystowy sposéb przypisuje skoficzone algebry maszynom
Turinga, wigzac problem skoiiczonej bazy z problemem stopu dla tych maszyn.

Pytanie natury jakosciowej (ktére algebry maja skoficzona baze réwnoéciows?)
doprowadzilo do dtugiej serii prac, zawierajacych wyniki zaréwno pozytywne
(istnieje skoniczona baza), jak i negatywne. Poczatek tej serii wyznacza

praca S. Oates i M. B. Powella [13], w ktérej autorzy udowodnili (metodami
specyficznymi dla teorii grup), ze kazda grupa skoficzona ma skoriczona baze
réwnoéciowa. Praca ta znalazla interesujaca puente niemal dwadziescia lat
pézniej: R. Bryant (3] znalazt w 1982 roku przyklad skoticzonej grupy, ktéra

- traktowana jako algebra z dodatkowa staly, rézna od elementu neutralnego
grupy - takiej skoficzonej bazy nie ma.

W 1969 roku P. Perkins [14] podal pewne ogdlne warunki, ktérych spelnienie
przez teori¢ réwnosciowg pélgrupy wyklucza istnienie skoriczonej bazy
réwnoéciowej, i wykazal, Ze warunki te spelnia teoria 6-elementowej pélgrupy
macierzy 2 X 2 (z mnozeniem macierzy), skladajacej si¢ z macierzy:

00 10 10 0 1 00 00

0 0 01 00 0 0 10 01
Perkins takie wskazuje na przykiad skoticzonej pélgrupy ze skoriczong baza,
ktora traci t¢ wlasnos¢ po dodaniu do sygnatury symbolu elementu neutralnego.
Okazalo sie péiniej, ze brak skoriczonej bazy dla tej 6-elementowej pélgrupy
macierzy jest ,zarazliwy”, implikuje bowiem brak takiej bazy réwnosciowej
dla pélgrupy wszystkich macierzy 2 x 2, choé¢ taka baza istnieje dla pierscienia
tych macierzy. Ta ostatnia uwaga to konsekwencja rozstrzygniecia problemu
skoficzonej bazy dla pierscieni w 1973 roku, co uczynito - niezaleznie od siebie
— dwéch autoréw: R. Kruse [4] i I. W. Lwow [5], wykazujac, ze dla kazdego
skoniczonego pierécienia odpowiedz jest pozytywna. Warto dodaé, ze w 1976 .
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znaleziono przyklad 64-elementowego pierscienia nielacznego bez skoficzonej
bazy réwnoéciowe;j.

Sytuacja dla pélgrup jest bardziej skomplikowana, o czym $wiadczy takze
praca Perkinsa i problem Tarskiego. Wiadomo, ze skoficzong bazg réwnosciowa
ma kazda pélgrupa przemienna, kazda pélgrupa idempotentna, a takze kazda
polgrupa co najwyzej 4-elementowa.

W 1977 roku K. Baker publikuje (anonsowana juz pie¢ lat wezeéniej) pracg [1],
ktéra okresla odmienny kierunek badai. Dotad pytania formulowano wobec
klas algebr pewnego ustalonego typu: grupoidy, pélgrupy, grupy, pierécienie
itp. Baker okresla warunek niezalezny od sygnatury i od charakteru algebry.
Przypomnijmy, ze rozmaitodc¢ algebr tej samej sygnatury to klasa algebr,
zamknigta na obrazy homomorficzne, podalgebry i produkty proste. Biorac
wszystkie obrazy homomorficzne podalgebr produktéw prostych ustalonej
algebry A, otrzymujemy rozmaito$¢ generowang przez A. Rozmaitosé jest
kongruencyjnie rozdzielna, gdy krata kongruencji (relacji réwnowaznosci
zgodnych z operacjami) dowolnej algebry z tej rozmaitosci jest rozdzielna.

Twierdzenie. Kazda skoriczona algebra skoriczonej sygnatury, ktdra generuje
rozmaitoéé kongruencyjnie rozdzielng, ma skoriczong baze réwnosciows.

W literaturze mozna znalez¢ kilka dowodéw tego twierdzenia (réznych autoréw).

Kazda krata ma rozdzielng krate kongruencji, zatem twierdzenie Bakera pozwala
wnioskowad, Ze kazda skoriczona krata ma skoniczong bazg réwnoéciowa (choé to
udowodniono wczesniej bezposrednio).

Z kolei kraty kongruencji grup i pierscieni (tozsame w tych przypadkach
odpowiednio z kratami dzielnikéw normalnych i idealéw) sa modularne, nasuwa
si¢ wigc naturalne pytanie o uogélnienie pozytywnych wynikéw dla tych algebr
na wszystkie algebry o modularnych kratach kongruencji. Najdalej idace
twierdzenie R. McKenziego (8] doklada do kongruencyjnej modularnoéci pewien
dodatkowy warunek; nie wiadomo, w jakim stopniu mozna jego twierdzenie
oslabié.

Do twierdzen o charakterze ogélnym dodajmy jeszcze twierdzenie J. Shapiro,
odwolujace si¢ tym razem do kraty podalgebr (stosunkowo rzadko
wykorzystywanej):

Twierdzenie ([17]). Kazda skoriczona algebra skoticzonej sygnatury, kidra
generuje rozmaitosé z rozdzielnymi kratami podalgebr, ma skoriczong baze
réwnodciowq.

Problem skonczonej bazy, przedstawiony tu w duzym skrécie, wcigz budzi
ogromne zainteresowanie matematykéw i wciaz jest zrédlem wielu bardzo
interesujacych prac. Jak stycha¢, w ostatnich latach R. Willard zbudowat ciag
fn (dla n € N) operacji na 9-elementowym zbiorze A o nastepujacej wtasnosci:
jedli Ap, = (A, (fi)i<n), to dla kazdego n € N algebra A, ma skoticzong baze
réwnosciowg, natomiast algebra Agnyq takiej bazy nie ma.
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