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Sieci Petriego
Piotr CHRZASTOWSKI, Warszawa

Kiedy Amerykanie na poczatku lat 60-tych przygotowywali sie do programu

Apollo, stalo si¢ jasne, ze bez komputera pokladowego w module ladujacym

nie ma co marzy¢ o sukcesie. Latwo powiedzie¢! Pamietajmy, ze w tamtych

czasach marzeniem konstruktoréw sprzetu bylo to, zeby komputer zmieécil L
si¢ do windy i dawal si¢ wnie$¢ do biura bez koniecznosci burzenia sciany!
Urzadzenia te wazyly zazwyczaj grubo ponad tone. Tymczasem wyniesienie

na orbite 1 kilograma tadunku byto wielokrotnie drozsze niz kilogram ztota,

a ponadto byly pewne ograniczenia co do masy catkowitej modulu ladujacego,
wigc wiadomo bylo, Ze to, co poleci liczyé tam na goérze, musi byé bardzo male.
a wtedy znaczylo to po prostu: bardzo stabe obliczeniowo.

.

Zatem koncepcja uksztaltowala sie nastepujaco: na pokladzie statku
kosmicznego leci jakie$§ malefistwo do doraznych obliczen, a gltéwne rachunki
przeprowadza komputer w Houston. No i pojawil si¢ problem. Ksiezyc od
Ziemi oddalony jest o jedng sekunde $wietlng. W obie strony daje to 2 sekundy.
Wiecznos¢ z punktu widzenia komputera. Jak zsynchronizowaé dzialania tak,
zeby np. zaden z komputeréw nie liczyl na przestarzatych danych? Albo, co
gorsza, czesciowo na przestarzalych, a czeiciowo na aktualnych w przypadku
rozsynchronizowania transmisji?

To wszystko skionilo Amerykanéw do poszukania jakichs prac teoretycznych
dotyczacych przetwarzania danych jednoczeénie przez dwie jednostki centralne
(albo i wiecej). I tu niespodzianka! Okazalo sie, Ze na poczatku lat 60-tych

w zasadzie nikt sie tym jeszcze nie zajmowal. Ludzie tak byli zajeci ulepszaniem
tradycyjnej architektury komputera stojacego w jednym pomieszczeniu, ze

nie dojrzeli jeszcze po prostu takiej potrzeby. Maszyny byly na tyle drogie,

ze wszelkie zastosowania byly ukierunkowane na przetwarzanie zdecydowanie
scentralizowane.

Dogtebne poszukiwania zakonczyly sie w koricu sukcesem. Odkryto mianowicie,
ze w Niemczech Carl Adam Petri w 1962 roku obronil prace doktorska
yKommunikation mit Automaten” [Petri]. W pracy tej Petri przedstawil
wyjatkowej urody model wspétbieznego przetwarzania informacji. I sie

zaczeto! Dos¢ powiedzie¢, ze dzi§ model ten pod nazwa sieci Petriego jest
bodaj najpopularniejszym narzedziem do opisu asynchronicznych systeméw
wspotbieznych. Jego popularno$¢ spowodowana jest zgrabnym polaczeniem
prostoty i wizualnej atrakcyjnosci z elegancka teoria matematyczna, ktéra
pozwala uzyskiwaé zaskakujaco glebokie i nieoczywiste rezultaty. Bibliografia
dotyczaca sieci Petriego dochodzi juz do 10 tysiecy pozycji.

Zacznijmy od przykladu. Wyobrazmy sobie zapetlong rynne (rys. 1), w ktdrej

umieszczono 4 idealnie sprezyste kule o identycznej masie. Zalézmy tez,

ze nadano im pewne jednakowe co do wielkosci predkoéci poczatkowe. Od

zwrotéw tych predkodci zalezg zdarzenia, ktdre zajda w tym systemie. Kule,

ktére poruszaja sie naprzeciw siebie zderza sie po pewnym czasie i zwroty ich

predkoéci ulegng zmianie. Naszym zadaniem bedzie opisanie tego, co moze sie

staé, a konkretniej przeanalizowanie konfiguracji, w ktérych system moze sie f
znalez¢ w wyniku zachodzacych zderzen. Bedziemy przy tym abstrahowali od

dokladnego polozenia kul, a interesowaé bedzie nas jedynie zwrot kazdej z nich.

Konfiguracja zatem bedzie uporzadkowana czwérka wartoéci ze zbioru {L, P}, ¥
gdzie i-tym elementem jest L, gdy i-ta kula porusza sie w lewo, a P, gdy i-ta

kula porusza sie w prawo. Przyjmijmy, ze stan poczatkowy, to PLLP, czyli

kula pierwsza i czwarta poruszaja sie w prawo, a kula druga i trzecia w lewo.

Stan ten nie zmieni sie, az nastapi jedyne mozliwe zdarzenie: kula pierwsza

zderzy sie z drugg, co doprowadzi nas do konfguracji LPLP. W tej konfiguracji

mozliwe sg juz trzy zdarzenia: albo kula pierwsza zderzy sie z czwarta, albo

druga z trzecig, albo w konicu oba te zdarzenia nastapia rownoczesnie. Mozna
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tu méwi¢ o prawdziwej réwnoleglosci: trzech niezaleinych obserwatoréw moze

te same dwa zdarzenia zaobserwowaé na te whasnie trzy rézne sposoby, na
przyklad jezeli rynna jest dostatecznie duza, a oni stoja odpowiednio daleko

od siebie. Jest to nota bene jedna z mozliwosci definiowania réwnoleglosci
zdarzen: istnienie obserwatoréw, ktérzy sa w stanie zaobserwowaé dwa zdarzenia
w dowolnym porzadku. Nie ma wtedy miedzy tymi zdarzeniami zadnego zwiazku
przyczynowo-skutkowego i mozemy je nazwaé réunolegtymi.

7 zasady zachowania momentu pedu wynika, ze w kazdej konfiguracji osiagalnej
z naszej konfiguracji poczatkowej, calkowity moment pedu ukladu bedzie taki
sam, jak poczatkowy, czyli zero. Dwie kule beda sie poruszaé w lewo, a dwie

w prawo. Pytanie, czy kazdy taki uklad zostanie osiggniety?

Model sieci Petriego opisujacy podana sytuacje przedstawiony jest na rysunku 2.
Mamy tu 8 kétek opisujacych 8 mozliwych stanéw: po dwa dla kazdej kuli

- nazywamy je warunkami - oraz 4 kreseczki opisujace 4 zdarzenia, czyli
mozliwe zderzenia miedzy sasiednimi kulami. Aby zdarzenie zaszlo, musza

by¢ spelnione oba warunki przypisane kétkom znajdujacym si¢ na poczatkach
strzalek prowadzacych do kazdego z nich. Generalna zasada jest taka: aby
aktywowa¢ dane zdarzenie, warunki znajdujace si¢ na wejéciach do niego

muszg zachodzi¢, a warunki na wyjéciach z tego zdarzenia nie moga zachodzié.
Zajscie zdarzenia spowoduje, ze jego warunki wejéciowe przestana zachodzié,

a wyjéciowe zaczng zachodzié. Fakt zachodzenia warunku przy symulacji sieci
przedstawia sie umieszczajac pionek w kétku odpowiadajacym temu warunkowi,
a brak pionka oznacza, ze warunek nie zachodzi. Rozmieszczenie pionkéw

z rysunku 2 odpowiada zatem poczatkowej konfiguracji naszego systemu.

Na rysunku 3 przedstawiony jest graf osiggalnosci naszego ukladu. Weztami
tego grafu sa konfiguracje osiagalne z konfiguracji poczatkowej, a krawedzie
etykietowane sg zdarzeniami, ktére powoduja przejscia miedzy odpowiednimi
konfiguracjami. Przerywane strzalki odpowiadaja zdarzeniom réwnoleglym.

Widzimy, ze graf ten zawiera 6 wezléw, czyli kazda konfiguracja o zerowym
momencie pedu jest osiagalna, gdyz (;) = 6, wigc wybdr dwich prawych
zwrotéw sposréd 4 mozna dokonal wlasnie na 6 sposobéw i wszystkie sa
osiggalne.

Jezeli wybierzemy inna konfiguracje poczatkowa, np. PLLL, to graf osiggalnosci
bedzie predstawial sie jak na rysunku 4. Wyczerpuje to wszystkie konfiguracje,
w ktérych 3 kule poruszajg sie w lewo, a jedna w prawo. Analogiczny graf
osiggalnoéci bedacy 4-elementowym cyklem dostaniemy dla konfiguracji
poczatkowej LPPP (rys. 5). Jesli chodzi o konfiguracje poczatkowe LLLL

i PPPP, to ich grafy osiagalnosci przedstawione sa na rysunku 6: sa one
izolowanymi pojedynczymi wezlami bez krawedzi. Faktycznie: przy takich
zwrotach poczatkowych nie wystapi zadne zderzenie.

Ten model sieci Petriego, historycznie pierwszy, okazal sie uzyteczny w wielu
prostych przypadkach, ale niewystarczajacy do opisu wiekszoéci praktycznych
sytuacji. Tutaj przy zalozeniu skonczonosci zbioru zdarzesn i warunkéw
dostawalismy zawsze skoniczone grafy osiagalnodci, co do$é¢ ograniczalo
mozliwoéci modelowania praktycznych systeméw. Wobec skoriczonoéci
przestrzeni standw osiagalnych wiekszo$¢ probleméw jest tu dosé latwa

do rozstrzygniecia. Zmiany, jakie zostaly do tego modelu wprowadzone,
spowodowaly, e sila wyrazu zwigkszyla sie znacznie, ale wzrosty tez problemy
zwiazane z analiza tych systemdéw, Definicja, ktora ponizej przedstawimy, jest
obecnie przyjmowana jako standardowy model sieci Petriego i jezeli nie uzywa
sie zadnych przymiotnikéw (takich jak np. sieci warunkowo-zdarzeniowe dla
przedstawionego wilasnie modelu), to przez sieci Petriego rozumie si¢ wiasnie
to, co nastepuje:

Definicja. Sie¢ Petriego, jest to uporzadkowana tréjka (P, T, F), w ktérej
P, T to rozlaczne, niepuste i skoniczone zbiory odpowiednio miejsc i tranzycji,
a F C(PxT)U(T x P) jest relacjg przeplywu.
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Elementy zbioru P przedstawiamy graficznie jako kélka, elementy T jako kreski,
a elementy F jako strzalki.

Ustalmy sie¢ Petriego N = (P, T, F).
Markowaniem sieci N’ nazwiemy kazda funkcje M: P — N.

W odréznieniu zatem od sieci warunkowo-zdarzeniowych, dopuszczamy
mozliwo$¢ umieszczenia wigkszej liczby pionkéw w kazdym z miejsc. Pare
(N, M), gdzie N jest siecia Petriego, a M markowaniem tej sieci nazywamy
systemem Petriego.

Niech ez = {y € (PUT)|(y,z) € F} i, analogicznie,
ze = {y € (PUT)|(z,y) € F}. W szczegblnoéci dla kazdego zdarzenia t € T : of
Jest zbiorem wszystkich miejsc, z ktérych do zdarzenia ¢ prowadzg, strzalki.

Powiemy, ze zdarzenie t € T jest aktywne przy markowaniu M wtedy i tylko
wtedy, gdy

Vs cot: M(s) > 1.

Aktywne przy markowaniu M zdarzenie moze 2aj$¢ lub, jak to sie przyjelo
méwi¢ w teorii Petriego, odpali¢. Wtedy markowanie M zmieni sie
w markowanie M’ w nastepujacy sposéb:

M'(s) =M(s)—1dlas€et\te; M'(s)=M(s)+1dlascte) ot
oraz

M'(s) = M(s) dla pozostatych miejsc s.

Czyli zdarzenie ¢ zdejmie po jednym pionku ze wszystkich swoich miejsc
wejéciowych nie bedacych wyjsciowymi, doda po jednym pionku do wszystkich
swoich miejsc wyjéciowych nie bedacych wejéciowymi i nie zmieni zawartosci
pozostalych miejsc (w tym tych, ktére sa jednoczesnie wejsciowe i wyjsciowe).
Jesli zdarzenie ¢ przeprowadza M na M, to zapisujemy to jako M[t)M’. Efekt
zajécia zdarzenia ¢ ilustruje rysunek 7.

Markowanie M’ jest osiggalne z markowania M w A jesli istnieje sekwencja
MﬂatiuMl)tigsM‘Zs' '-1t%‘k)Mk
taka, ze
M—_-Mo, MI=M;¢, V1 Sj<k2Mj[t§j)Mj+1.
Sytuacje te zapisujemy jako M[t;, - --¢;, }M', a fakt, ze z markowania M mozna
wykonaé sekwencjg zdarzet ¢;, - - - t;, zapisujemy przez M(t;, - - ti. ). Nie sa to
moze szczyty inwencji notacyjnej, ale przyjely sie i po krétkim czasie czlowiek

do tych zapiséw przywyka. Zbiér markowan osiagalnych z M oznaczamy
przez [M].

Jednym z najciekawszych probleméw w teorii sieci Petriego jest postawiony
w 1968 roku przez Karpa i Millera problem osiggalnosci. Formutujemy go
nastepujaco: dla zadanej sieci Petriego N = (P, T, F) i dwéch markowan
M, M' stwierdzi¢, czy M' € [M]. Rozstrzygalno$é tego problemu byla
przez kilkanascie lat problemem otwartym. Problem ten okazal si¢ na tyle
trudny, Ze kilka opublikowanych pod koniec lat 70-tych dowodéw okazalo
si¢ niepoprawnych. Dopiero wynik Kosaraju z 1982 roku[SRK] oparty na
wezedniejszych pracach Mayra z pézniejszymi poprawkami Muellera rozstrzygnal
pozytywnie ten problem. Problem osiggalnosci jest rozstrzygalny, choé jego
ztozonos¢ algorytmiczna nie wyraza si¢ funkcja pierwotnie rekurencyjna,
Jest wigc ogromna. Ciekawe, ze préby rozszerzenia modelu sieci Petriego o
pewne uzyteczne i ulatwiajace modelowanie mechanizmy moga popsué jego
rozstrzygalnose.

Oto kilka przykladéw takich modyfikacji:

o Sieci z tukami wzbraniajgcymi: jesli taki tuk jest poprowadzony miedzy
miejscem s i zdarzeniem ¢, to aby zdarzenie ¢ bylo aktywne, poza normalnymi
wymaganiami, zada si¢, zeby M(s) = 0. Czyli do aktywowania ¢ konieczny jest
brak pionkéw w miejscu s.
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o Sieci z tukami czyszczqeymi: jedli taki tuk laczy miejsce s ze zdarzeniem ¢,
to zajécie £ powoduje wyzerowanie markowania w miejscu s, niezaleznie od
(dodatniej) liczby pionkéw, ktéra w nim byta.

e Sieci z priorytetami: ustalamy arbitralnie kolejnosé wykonywania
zdarzen w chwili, gdy zaistnieje konflikt miedzy aktywnymi zdarzeniami
konkurujacymi o te same pionki.

o Sieci z maksymalng regutq zachodzenia zdarzen: w kazdym ruchu jestesmy
zmuszeni odpala¢ dowolny z maksymalnych pozdbioréw aktywnych zdarzen.

¢ Sieci samomodyfikujgce sig: liczba pionkéw, ktéra zdejmujemy z miejsc lub
dodajemy do miejsc przy zajsciu zdarzenia, jest zalezna od markowania,

w ktérym to robimy.

W kazdym z tych modeli problem osiggalnosci okazal sie nierozstrzygalny [PCh].

Jednym z podstawowych probleméw interesujacych badaczy sieci Petriego jest
problem Zywotnosci. Formulujemy go nastepujaco: problem zywotnosci polega
na tym, by stwierdzi¢, czy w sieci N' markowanie M jest zywe, a markowanie M
jest zywe w N, jedli

VteT:VM' e [M]:3IM" € [M']: M"[t),
czyli markowanie jest zywe, jedli niezaleznie od stanu, ktéry z niego osiagniemy
(M'), bedziemy mogli aktywowaé dowolne zdarzenie t. Innymi stowy zywosé
markowania oznacza, ze zadna z czeSci sieci nie zostanie bezpowrotnie
wylaczona, niezaleznie od tego, jak zlosliwie bedziemy starali si¢ to zrobié.
Mozna co prawda w nieskoniczono$é ignorowaé mozliwoéé uruchomienia
jakiego$ zdarzenia ¢, ale nie mozna odebraé nadziei na aktywowanie ¢. Jesli
od osiagni¢cia dowolnego markowania M’ zdarzenie t mogloby podejmowaé
wybory dotyczace kolejnosci zachodzenia zdarzeri, to mogloby pokierowaé nimi
tak, zeby siebie uaktywni¢. Pokazano, ze problem zywotnoéci jest réwnowazny
problemowi osiggalnosci, czyli oba sa do siebie sprowadzalne. Z punktu
widzenia modelowanych systeméw brak zywotnodci oznacza niebezpieczefistwo
bezpowrotnego wylaczenia jakiejé czesci systemu i jest uwazany za usterke.

Kolejnym problemem, ktérym sie zajmiemy jest problem ograniczonosci.
Markowanie M jest ograniczone w N, jesli zbiér [M] jest skoriczony. Innymi
stowy, istnieje ograniczenie na liczbg pionkéw w kazdym z miejsc. Jezel
modelowany system Petriego jest nieograniczony (czyli markowanie nie jest
ograniczone w sieci), to tez nie jest to korzystna sytuacja: w praktyce oznacza
to zazwyczaj niebezpieczenistwo przepelnienia buforéw danych, ktére sa
zwigzane z potencjalnie nieograniczonym miejscem. Czyli modelujac systemy
rzeczywiste nie chcemy arbitralnie ograniczaé liczby pionkéw, ktére moga

sig pojawi¢ na kazdym.z miejsc, tylko chcemy przez ograniczonoéé sieci mieé
zapewnione, ze i tak nie musimy tego robi¢, bo reguty odpalenia nie pozwola na
wyprodukowanie zbyt wielu pionkéw w ktoryms$ z miejsc.

Problem ograniczonoéci jest rozstrzygalny za pomoca doéé prostej procedury.
Konstruuje si¢ mianowicie graf osiggalnoéci pilnujac, zeby przy dodawaniu
kolejnego wezla nie bylo na $ciezce prowadzacej z markowania poczatkowego
markowania mniejszego od wiasnie dodawanego. Mniejszego, czyli o wartoéciach
mniejszych réwnych na wszystkich wspélrzednych, a na co najmniej jednej

- o wartoéci ostro mniejszej. Obecno$¢ takiego markowania na tej éciezce
oznaczalaby mozliwo$¢ wygenerowania dowolnej liczby pionkéw na wspélrzednej,
ktéra jest ostro wigksza. Z lematu Koeniga wynika, ze nieskoriczony graf
osiggalnosci musiatby zawiera¢ nieskoficzong $ciezke prowadzaca od markowania
poczatkowego. Z faktu zas, ze w dowolnym zbiorze wektoréw z N™ istnieje
zawsze skoriczona liczba elementéw minimalnych (lemat Dicksona), wynika, ze
przy konstrukcji nieskonczonego grafu osiggalnosci zawsze natrafimy na sytuacje,
w ktérej dodawany wezel bedzie istotnie wiekszy od swojego poprzednika

na $ciezce od markowania poczatkowego. Zatem albo przy konstrukeji grafu
osiggalnodci natrafimy na wezel wiekszy od swojego poprzednika i wtedy sie¢
ograniczona nie jest, albo graf jest skoriczony i wtedy w skoriczonym czasie
algorytm zakonczy dzialanie przez wyczerpanie wszystkich osiagalnych wezléw.
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Powiemy, ze sieé N jest dobrze zbudowana, jesli istnieje dla niej markowanie M,
ktéte jest zywe i ograniczone. Pytanie o dobre zbudowanie sieci jest pytaniem
strukturalnym: patrzac si¢ na sam graf sieci chcemy wiedzie¢, czy jest szansa
na znalezienie dla niej dobrego (czyli w tym wypadku zywego i ograniczonego)
markowania. Pytanie o dobre zbudowanie jest zasadniczym pytaniem
strukturalnej teorii sieci Petriego, czyli takiej, ktéra bada wtasnoéci sieci na
podstawie jej grafu, w oderwaniu od markowania poczatkowego. Najczedciej

w problemach stawianych przez strukturalng teorie sieci Petriego markowania
wystepuja pod kwantyfikatorami.

Algorytm odpowiadajacy na pytanie o dobre zbudowanie sieci w ogélnym
przypadku nie jest znany, cho¢ sformulowano wiele mocnych warunkéw
koniecznych. Istnieje jednak przepigkna charakteryzacja dobrego zbudowania
w pewne]j waznej podklasie sieci Petriego, a mianowicie w sieciach z wolnym
wyborem.

Czesto w sieci Petriego pojawia sig konflikt. Jest to sytuacja, w ktorej dwa
zdarzenia wspélzawodnicza o jakies pionki (rys. 8). Konflikt jest pojeciem
dynamicznym, to znaczy zaleznym od markowania. Na rysunku 9 przedstawiona
Jest sytuacja, w ktdrej konfliktu nie ma mimo, ze istnieje potencjalna mozliwoéé
wystgpienia konfliktu. W strukturalne;j teorii sieci Petriego zdefiniowanie
konfliktu niezaleznego od markowania jest szczegélnie istotne. Definiujemy

wigc sie¢ Petriego z wolnym wyborem, jako sieé, w ktérej wszystkie konflikty sa
konfliktami niezaleznymi od markowania, a dokladniej: sie¢ NV jest z wolnym
wyborem wtedy i tylko wtedy gdy

Vp € Plpe| > 1=Vt € pe: ot = {p},

sieC jest wigc z wolnym wyborem, jesli w kazdej sytuacji gdy dwa zdarzenia
maja wspélne miejsce wejSciowe, jest ono jedynym miejscem wejsciowym do
tych zdarzen. Rysunek 8 przedstawia sytuacje wolnego wyboru, rysunek 9 —
nie. llekro¢ pojawi si¢ pionek na konfliktogennym miejscu, wszystkie zdarzenia
z niego wychodzace sa w konflikcie, bo to miejsce jest jedynym miejscem
wejéciowym do tych zdarzen i wszystkie staja sie aktywne. Zatem przy jednym
pionku w takim miejscu albo wszystkie sa parami w konflikcie, albo zadna para
zdarzen wyjsciowych nie jest w konflikcie.

Wilasnie w klasie sieci z wolnym wyborem znaleziono wspomniang
charakteryzacje. Do wyrazenia jej potrzebujemy troche matematyki oraz
pewnego uproszczenia. Od tej pory zabraniamy miejscu byé jednoczeénie
miejscem wejsciowym i wyjéciowym do jednego zdarzenia. Nie jest to istotne
ograniczenie, gdyz latwo mozna dla kazdej sieci posiadajacej takie miejsca
poda¢ réwnowazng jej sie¢, w ktérej taka sytuacja nie wystepuje. Ograniczenie
to umozliwi nam za to bardzo uzyteczna reprezentacje macierzows sieci. Przez
T,—, oznaczamy wektor przestrzeni N* sktadajacy sie z samych jedynek. Niech
|P| = n,|T| = m.

Definicja. Macierz incydencji C = ¢it=1,...,n; j=1,...,m o wartoéciach
w zbiorze {—1,0, 1} okreslamy nastepujaco:

-1 jesli (s;,t;) € F,

;=<1 jedli (tj, s;) € F,

0  w przeciwnym razie,
czyli jesli zdarzenie ¢; pobiera pionek z miejsca s;, to na pozycji (¢,7) kladziemy
minus jedynkg, jesli £; dodaje pionek do s;, to jedynke, a w przeciwnym razie 0.
Innymi stowy macierz C' sktada si¢ z m kolumn, przy czym kolumna j opisuje,
Jjak zdarzenie t; zmienia pionki na wszystkich n miejscach.

Bedziemy rozwazali stowa (czyli skoficzone ciagi) nad alfabetem T = ¢, ..., %,.
Zbiér wszystkich takich stéw oznaczamy przez T*. Oznaczmy przez #(t, w)
liczbe wystapien symbolu t w slowie w. Wektorem Parikha dla slowa w € T*
nazwiemy wektor m(w) = (#(t1, w), #(t2, w), ..., #(tm,w)). Na przyklad dla
T = {a,b,¢,d}, w = adeaac, n(w) = (3,0,2,1).
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Okazuje sig, ze jesli w sieci Petriego A o macierzy incydencji C' zachodzi
M[w)M' dla pewnych markowan M, M’ oraz stowa w, to réwnanie liniowe

M+Cx=M

ma rozwigzanie w N i wektor Parikha 7(w) jest jednym z pierwiastkéw tego
réwnania. Powyzsze réwnanie jest nazywane réwnaniem stanu.

Dowéd tego twierdzenia jest do$¢ prosty. Wystarczy zauwazy¢, ze przemnozenie
macierzy C' prawostronnie przez T-wektor epsilonowy ¢; = (0,...,0,1,0,. sl
majacy jedynke na pozycji j, daje kolumne C(-, j) = ¢;, a kolumna ta
reprezentuje zmiang¢ markowania wywotana przez zajécie zdarzenia t;. Widaé,
Ze przemnozenie macierzy przez dowolny T-wektor

3

m
a=(ay,...,am) = Zﬂ.j&'j, gdzieVl <i<m:q; €N

j=1
daje zmiang markowania spowodowana przez a; krotne zajécie zdarzenia t;,
..., Gm-krotne zajicie zdarzenia t.,. Pomijamy tu kwestig, czy zajécie takiego
ciggu zdarzen byloby w ogéle mozliwe. Ale gdyby bylo (czyli gdyby nie zbrakio
pionkéw do wykonania sekwencji zdarzeri o takim wektorze Parikha), to
markowanie zmieniloby sie wlaénie o Ca.

Tak wigc mamy warunek konieczny osiagalnoéci markowania M’ z poczatkowego
markowania M: réwnanie M + Cx = M' musi mie¢ rozwigzanie w liczbach
naturalnych.

Zauwazmy tesz, ze jesli réwnanie yC = 0 ma rozwiazanie dla P-wektora
niewiadomych y w liczbach naturalnych, to dla kazdego markowania M
i kazdego markowania M’ osiagalnego z M zachodzi réwnosé iloczynéw
skalarnych yM = yM'. Jesli bowiem M’ jest osiggalne z M, to spelnione
jest réwnanie stanu M + Cx = M’ dla pewnego wektora naturalnego x.
Jesli przemnozymy teraz lewostronnie to réwnanie przez y, to otrzymamy
yM + yCx = yM' i érodkowy wyraz zeruje sie na mocy definicji y i tacznosci
mnozenia macierzy. Taki wektor y nazywany jest wektorem wagowym, albo
niezmienniczym, systemu (N, M), gdyz kazde markowanie osiagalne zachowuje
niezmienniczo wage, okreslang _j.a.ko iloczyn skalarny markowania osiagalnego
Usywamy notacji, w ktérej napis x > y przez y. Jezeli dodatkowo y > 1, to taki niezmiennik wiaze ze soba liczby
dla x = [z,....,2a] 1y =33, 9n] pionk6éw na wszystkich miejscach i w szczegdlnosci nie dopuszcza, aby ich liczba
oznacza, ze dla kaidego i zachodzi . g ' G 5 G i .
i > s urosta ponad miare. Kazde markowanie w sieci, ktéra posiada taki dodatni
niezmiennik y jest wiec ograniczone.

Zauwazmy, ze jesli chcemy, aby markowanie w sieci byto dodatkowo zywe, to

musi istnie¢ sekwencja t;,, ..., t;, zawierajaca przynajmniej jedno wystapienie

kazdego zdarzenia ze zbioru T i taka, ze jej wykonanie nie zmienia markowania.

Dzieje si¢ tak dlatego, ze jesli markowanie jest ograniczone, to zbiér markowan

osiggalnych jest skoriczony, a my mozemy odpalaé nieskoriczone ciagi

zdarzen. Zywotnoéé gwarantuje nam, ze mozemy zazadaé odpalenia sekwencji

zawierajacej przynajmniej po jednym wystgpieniu kazdego zdarzenia (stosujemy

po prostu definicje Zywotnosci kolejno do ¢, ¢s,...,t, wydtuzajac za kazdym

razem sekwencje). Osiagniemy w ten sposéb pewne markowanie M, byé

moze rézne od poczatkowego. Zacznijmy teraz od M, i wykonajmy kolejna

sekwencjg zawierajaca wszystkie zdarzenia. Otrzymamy pewne markowanie M,.

Ale zabawg te mozemy powtarzac tak dilugo, jak nam sie tylko podoba,

a markowan, ktérymi dysponujemy jest skoniczona liczba, wigc ktéres z nich sig

w tym ciggu powtdrzy. Sekwencja zdarzeni, ktéra bedzie znajdowaé sie miedzy

powtarzajacymi si¢ markowaniami bedzie miata wigc dwie cechy:

e bedzie zawierala wszystkie zdarzenia,

¢ jej wykonanie nie zmienia markowania, od ktérego ja zaczeto wykonywac.
Wyrazajac w jezyku algebry te dwie wlasnosci stwierdzamy, ze istnieje zatem

T-wektor —:32_1’,,1, taki e M + C 7= M, czyli C 2= 0.

Widac wigc, ze zaréwno lewe, jak i prawe dodatnie anihilatory macierzy C
maja zwigzek z dobrym zbudowaniem sieci. Intuicyjnie lewy anihilator jest
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odpowiedzialny za ograniczonoéé, prawy za zywotnosé (pod warunkiem, ze
istnieje lewy). Juz w koticu lat 70-tych pokazano, ze aby sie¢ byla dobrze
zbudowana konieczne jest, aby one istniaty. Wiadomo byto réwniez, ze nie sa
to warunki wystarczajace. W roku 1990 M. Silva z Uniwersytetu w Saragossie
podal nieoczekiwanie przepigkny warunek uzupelniajacy tamte dwa, ktéry
tgcznie z nimi stal si¢ warunkiem koniecznym i wystarczajacym dobrego
zbudowania sieci z wolnym wyborem. Dowdd, ktéry podal byl mocno niepelny
i niepoprawny, ale dwa lata po6zniej J. Desel z Monachium w swoim doktoracie
przedstawil nie budzacy watpliwosci dowdd twierdzenia sformutowanego przez
Silvg. Dowdd jest kilkunastostronicowy i nie sposéb przedstawié go w tym
artykule. Jednak samo sformulowanie twierdzenia niewatpliwie na to zastuguje.
Przypomnijmy, ze |P| = n,|T| = m i zdefiniujmy a = |[F N (P x T)|, czyli a
jest liczba wszystkich strzatek wychodzacych od jakiego$ miejsca do jakiegos
zdarzenia w A.

Twierdzenie o rzedzie
Spdjna sie¢ z wolnym wyborem A o macierzy incydencji C jest dobrze
zbudowana wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi koniunkcja trzech warunkéw:

1.3z>1m:Cz=0 (istnieje prawy dodatni anihilator C)

2. 3y>1,:y C =0 (istnieje lewy dodatni anihilator C)

3. rank(C) = m+n — a — 1 (rzad macierzy incydencji jest o jeden mniejszy niz
laczna liczba miejsc i zdarzen minus liczba strzalek wychodzacych z miejsca
do zdarzenia)

Sformulowanie zaiste niezwykle i trudno nie uznaé Silvy za autora tego
twierdzenia. Wymyslenie takiego warunku, jak 3. nie moze byé dzielem
przypadku.

Komentujac to twierdzenie, ktérego pelny dowéd mozna przeczytaé w ksigzce
[DE], uzasadnimy koniecznoé¢ tych trzech warunkéw. Rozwazmy kolejno

sieci z rysunkéw 10-13 (wszystkie oczywiscie sa z wolnym wyborem).

Sie¢ z rysunku 10 spelnia zalozenia twierdzenia. I rzeczywiscie, latwo sie
przekonaé, ze markowanie poczatkowe zawierajace pionek w miejscu 1 jest zywe
i ograniczone. Zauwazmy, ze jesli odwrécimy kierunki strzalek, to rzad macierzy
si¢ nie zmieni (macierz sieci odwréconej bedzie wyjéciowa macierza przemnozong
przez —1). Lewe i prawe anihilatory pozostana bez zmian. Zmieni si¢ natomiast
liczba a. I rzeczywiscie ta odwrécona sie¢ dobrze zbudowana nie jest: choé kazde
markowanie jest w niej ograniczone, to zadne markowanie nie jest w niej zywe.

Sie¢ z rysunku 11 spetnia réwnanie rzedu (3.), ma lewy anihilator dodatni, ale
nie ma prawego dodatniego anihilatora. I rzeczywiscie ta sieé¢ dobrze zbudowana
nie jest: zdarzenie t3 moze zajé¢ co najwyzej skoriczong liczbe razy dla kazdego
markowania poczatkowego.

Sie¢ z rysunku 12 z kolei jest siecig dualna do sieci z rysunku 11. Zdarzenia

i miejsca zostaly zamienione rolami. Odpowiada to transponowaniu macierzy
incydencji. Znowu réwnanie rzedu jest spelnione, tym razem istnieje prawy
dodatni anihilator macierzy incydencji, ale nie ma lewego. Faktycznie, kazde
markowanie zawierajace przynajmniej jeden pionek w miejscach 1 lub 2 oraz
przynajmniej jeden pionek w miejscach 4 lub 5 jest zywe. Zadne jednak zywe
markowanie nie jest w tej sieci ograniczone, gdyz miejsce p2 nie moze byé
ograniczone: jeSli markowanie ma by¢ zywe, to trzeba niestety pozwolié na
niczym nieskrepowane krecenie sie cyklu ¢,13, ktérego kazdy obrét dodaje pionek
do ps.

Sie¢ z rysunku 13 ma oba anihilatory, ale nie spelnia réwnania rzedu. Gdyby
usungé miejsca py i ps wraz ze strzalkami, ktére do nich przylegaja, to
réwnanie byloby spelnione i markowanie posiadajace pionek na p; byloby zywe
i ograniczone. Dodanie tego cyklu powoduje, ze rzad robi si¢ o jeden za duzy.
Cykl ten likwiduje jeden stopiert swobody, ktéry mieli§my zagwarantowany
przez wolny wybér. Dokonujac go trzeba jak gdyby przewidzieé, czy pionek (lub
pionki) znajduja si¢ w miejscu pq4, czy ps. Podjecie zlej decyzji i skierowanie
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pionka w t¢ galaZ, ktérej wykonanie bedzie wstrzymane przez cykl, moze
skutecznie zablokowaé sieé. Zauwazmy, ze gdyby$my przesuneli cykl zwigzany
z miejscami py, ps W gore i zaczepili go o zdarzenia ¢, iz, to sie¢ bylaby juz
dobrze zbudowana, miala oba anihilatory, a mimo to réwnanie rzedu nadal nie
byloby spelnione. Tak, ale uzyskana sie¢ nie bytaby z wolnym wyborem!

Doprawdy urzekajace, jak tradycyjne metody algebry liniowej pozwalaja
w elementarny, choé¢ wysoce nieoczywisty sposéb odkrywaé tajemnice budowy
sieci Petriego.

Bibliografia

[Petri] Carl Adam Petri, Kommunikation mit Automaten., Schriften des
Institutes fiir Instrumentelle Mathematik. Bonn, 1962

(KM] R.M. Karp, R.E. Miller. Parallel Program Schemata. J. Comput. System
Sei., &. 1969.

[SRK] S.R.Kosaraju, Decidability of reachability in vextor addition systems.
Proc. of the 4th Annual ACM Symposium on Theory of Computing, San
Francisco, CA, 1982. ‘

[DE] J.Desel, J.Esparza, Free Choice Petri Nets, Cambridge University Press.
1995.

[PCh] Piotr Chrzastowski-Wachtel, Testing Undecidabilityof the Reachability
in Petri Nets with the Help of 10th Hilbert Problem, Lecture Notes in
Computer Science 1639. 1999,

31



