Jest to streszczenie odezytu nagrodzonego
medalem Filca na XXV Szkole
Matematyki Poglagdowe]j , Elementarne,
ale niebanalne™.

Lezgce na sferze dwa punkty sg
antypodalne, jedli odcinek je laczacy
przechodzi przez érodek sfery.

Probabilistycznie o deterministycznym
Andrzej DABROWSKI, Wroctaw

Zdarza sie, ze niektére zadania, majace tresé deterministyczna da sie elegancko
rozwiaza¢ za pomoca metod probabilistycznych. Bywa tez i odwrotnie, gdy
zadanie czysto probabilistyczne ma ciekawg interpretacje deterministyczna. Oto
kilka przykladdw, ktére moga byé tego potwierdzeniem.

1. Mokre punkty

Neo Ziemi jest co nagmniej jedna para punktdw antypodalnych zanurzonych
w wodzie.

Rozwigzanie

Wybierzmy w sposéb losowy punkt na powierzchni Ziemi. Zbidr zdarzen
elementarnych (2 bedzie wigc zbiorem punktéw na sferze, prawdopodobieristwo
— unormowang miara Lebesgue’a na sferze.

Niech A bedzie zdarzeniem, ze wylosowany punkt jest zanurzony w wodzie,

B - zdarzeniem, ze punkt antypodalny do wylosowanego jest zanurzony

w wodzie. Zdarzenie A N B oznacza, ze losowo wybrany punkt i jego punkt
1

antypodalny sg zanurzone w wodzie. Oczywiscie, P(A) = P(B) > ; (nieréwnoét

wynika z faktu, Ze ocean §wiatowy zajmuje 71% powierzchni Ziemi). Wtedy
1>P(AUB)=P(A)+P(B)- P(ANB) >1- P(ANB),

skad wynika, ze P(AN B) > 0, a wigc musi istnieé¢ punkt o tej wlasnosci, ze on

i jego punkt antypodalny sg zanurzone w wodzie. Co wiecej, z tych nieréwnosci

i z danych geograficznych (patrz poprzedni nawias) wynika, ze takie punkty

zajmuja wiecej niz 42% powierzchni Ziemi.

Postuzyli$my sie tu oczywistym faktem:

Jezeli prawdopodobieristwo zdarzenia A jest wieksze od 0, to zbidr A jest

niepusty.

2. Plama na sferze

Kolejne zadanie ma rozwigzanie réwniez opierajace sie na tym samym fakcie.

Na sferze jest plama o polu mniejszym, niz é powierzchni kuli. Istnieje taki
szescian, wpisany w sfere, Ze Zaden z wierzcholkéw szedcianu nie lezy na plamie.

Rozwigzanie
Doswiadczenie losowe, ktérym postuzymy sie, aby rozwiazaé to zadanie, polegaé
bedzie na losowym obrocie szeécianu wpisanego w sfere. Niech 4; (i = 1,2,...,8)

oznacza zdarzenie, ze i-ty wierzcholek szescianu lezy na plamie, P(A;) < %.
Zdarzenie ﬂ?=1 Aj zajdzie, gdy zaden z wierzchotkéw sze§cianu nie lezy na
plamie.

skad wynika teza,
Uzyteczny lemat

Zadania, przytoczone w poprzednich punktach opieraly sie na bardzo prostym
chwycie z rachunku prawdopodobienistwa. Dwa kolejne problemy wykorzystuja
pewne jego uogdlnienie, tym razem dotyczace zmiennych losowych.

Lemat 1
Niech X bedzie zmienng losowq. Jezeli wartoéé oczekiwana X spetnia nierdumosé
EX > u, to istnieje takie w, iz X(w) > u. Jezeli EX > u, to X(w) > u.

Dowéd
Niech £X > u. Przypusémy niewprost, ze dla kazdego w jest X (w) < u. Wtedy
EX < u, co stanowi sprzecznosé.
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Symbol [§] oznacza najmniejsza liczbe
calkowits nie mniejsza od §.

Rys. 1

Niech teraz EX > v i dla kazdego w bedzie X (w) < u. Dla dowolnego ustalonego
€ >0, niech 4, = {w: X(w) > u —¢}. Wtedy

u<EX = / X (w)P(dw) + / X(@)P(dw) < uP(Aq) + (u — €) P(4!) =
’ A, A

=u—eP(A).

Z tych nieréwnoéci wynika, ze P(AL) < 0, co zachodzi tylko wtedy, gdy
P(A.) = 1. W takim razie

o0
p(X 2w) = P( ﬂl Ayjn) = Tim P(Ayy) =1
n=
skad wynika, iz istnieje takie w, ze X (w) > u. Jest to sprzeczne z zalozeniem
niewprost, przyjetym na poczatku.

3. Plama w zeszycie

Na papierze w kratke o boku 1 c¢m znajduje sie ograniczona figura F' o polu
S c¢m?. Figure mozna tak przesungé, aby przykryla co najmniej [S] punktéw
kratowych (punktdw, bedgcych przecieciem kratek papieru ).

Od razu wida¢, ze wystarczy przesunaé F o wektor, ktérego poczatek lezy
w punkcie kratowym, a koniec jest jednym z punktéw w najblizszej kratce
Jjednostkowe;j.

Wykonamy do$wiadczenie losowe, w ktérym figure F bedziemy przesuwad

o wektor wybrany losowo ze zbioru @ = {w =[z,5]: 0<z<1, 0<y < 1}.
Losowos¢ oznacza, ze prawdopodobiefistwem na zbiorze 2 jest miara Lebesgue’a
na kwadracie jednostkowym. Polozenie figury F po Przesunieciu o w oznaczaé
bedziemy przez F(w). Potozenie poczatkowe, odpowiadajace w = [0,0], mozna
wybraé dowolnie,

Oznaczymy przez X (w) zmienng losowa liczaca, ile punktéw kratowych
przykryje figura F(w).

Wartoéé oczekiwana zmiennej losowej X jest réuna S.

Dowdd

1. Niech F bedzie kwadratem o bokach réwnoleglych do linii siatki, o dlugosci
a < 1. Poczagtkowe polozenie F' ustalamy tak, ze lewy dolny bok kwadratu
pokrywa si¢ z punktem kratowym.

Zmienna losowa X ma tylko dwie wartosci 1 lub 0. Wiec EX = P(A), gdzie

A jest zdarzeniem, ze kwadrat F przykrywa punkt kratowy. A jest takim
podzbiorem 2, Ze przesunigcia F' o wektor w naloza kwadrat na jeden z punktéw
kratowych. Z rysunku 1 wida¢, ze EX = P(A) = a* = S. A wiec teza jest
prawdziwa dla matego kwadratu.

2. Teza jest prawdziwa dla figury, bedacej skoficzona suma roztacznych
kwadratéw o bokach réwnoleglych do linii siatki.

Rozbijmy kazdy z kwadratéw o bokach réwnoleglych do linii siatki na kwadraty
F; o boku mniejszym niz 1 i polu S;.

Niech X; bedzie zmienng losows liczaca, ile punktéw kratowych przykryje

figura F;. Wtedy
EX=) EX;=)Y =S5
i=]1 i=1

3. Teza jest prawdziwa dla dowolnej ograniczonej figury F o polu S.

Kazda mierzalna figura F jest suma wstepujacych figur F,,, spelniajacych
warunki punktu 2. Niech X, bedzie zmienna losowa, liczaca, ile punktéw
kratowych przykryje figura F,. Wtedy

F=|)Fy FcFuyy, X=1lim X< X

n—oo
n=1



Losowo, oznacza ze kazdy obrét jest
jednakowo prawdopodobny, czyli rozklad
obrotéw jest jednostajny.

Tlekroé bedzie mowa o dlugosei, polu czy
i objetosci zawsze bedziemy zakladali, ze
dany zbiér jest mierzalny wzgledem miary
Lebesgue’a.

Rys. 2

Stad wynika, ze
' EX = lim EX = lim S(F,)=S.
n—oo n—oo

7 uzytecznego lematu 1 wynika, ze jesli EX = S, to istnieje takie w,
ze X (w) > S. Pamigtajac, ze zmienna losowa X ma jedynie wartoéci catkowite
otrzymamy ostateczng teze.

4. Cien

Wypukty, ograniczony kamien ma powierzchnig S i jest oswietlony promieniami
storica (storice moze swiecié pod dowolnym kqtem). Kamieri mozna tak obrdcié,
aby powierzchnia jego cienia byta co najmniej réuwna ;1}.5' :

Wybieramy ukiad wspétrzednych w ten sposéb, ze plaszczyzna rzutu jest
plaszezyzna OXY, slofice za$ swieci po dodatniej stronie osi OZ.

Przeprowadzimy doswiadczenie, w ktorym bedziemy losowo obracaé kamien.
Przyczepmy do jednego z punktéw kamienia wektor jednostkowy w (reper).
Wynikiem naszego do$wiadczenia 2 bedzie wektor w = (a, 3,7), ktérego
sktadowymi sa katy repera w z osiami ukladu wspélrzednych. Przestrzeni Q
moze by¢ wiec utozsamiona z kostka [0, 27)® a rozkiad prawdopodobienstwa jest
rozkladem jednostajnym o gestoéci f(w) = (27) 3.

Oznaczmy przez K (w) figure wypukla w przestrzeni R3 (kamierl) polozong
w przestrzeni nad ptaszczyzna rzutu OXY w ten sposdb, ze katy repera w
z osiami uktadu s3 réwne w = (a, 3, 7). Przez K*(w) oznaczmy rzut K na

plaszczyzne OXY, przez S(F) — powierzchnie figury F, jezeli jest to figura
plaska, lub pole powierzchni bryly F, jesli jest to zbidr tréjwymiarowy.

Niech K(w) bedzie ograniczong figurg plaskq o powierzchni S. Wtedy oczekiwana
powterzchnia jej rzutu K*(w) wyraZa sie wzorem
(1) ES(K™) = g(¢)S5,

gdzie g(-) jest pewng funkcjg zalezng jedynie od kqta ¥ padania promieni
stonecznych.

Dowdd )
Jako reper w wybierzemy wektor prostopadly do plaszczyzny, na ktérej lezy K.

Dla przejrzystoéci dowdd podzielimy na kilka punktéw.

1. Obliczymy oczekiwana dtugo$¢ rzutu odcinka w przestrzeni, obracanego
w sposéb losowy.

Niech odcinek K(w) o diugoéci L bedzie nachylony pod katem 6 do ptaszczyzny

rzutu. Wtedy, jesli ¢ > 4, to L(K*(w)) = %L (rys. 2).
Analogicznie, jesli ¥ < 6, to L(K*(w)) = ’mls(f—n;ﬁ-@L, czyli niezaleznie od
przypadku (sin jest dodatni - dlaczego?) mamy
. | sin(6 — )|
K = —>.
L @) = =

Mozemy teraz obliczyé wartodé oczekiwana:

R /“ ( |sin(8 — ¥)| (21)3 de) i
0 A

sin v

gdzie A jest zbiorem tych wartodci w, Ze odcinek jest nachylony pod katem & do
plaszczyzny rzutu.

Calkujac po obu zmiennych otrzymamy wzér EL(K*(w)) = q(¥)L, gdzie

q(¢)=0f(A'Esms(i;w(zi)sd“’)d“"‘




2. Wzér (1) jest prawdziwy dla tréjkata réwnobocznego.

Rzut K* tréjkata réwnobocznego K o polu S jest tréjkatem o bokach bedacych
rzutami bokéw tréjkata K. Rzuty te beda funkcjami postaci a; = g;(6;,%)a,
gdzie 0; jest katem i-tego boku tréjkata z plaszczyzna rzutu, a; dhugoscia rzutu
i-tego boku, a za$ jest diugoscia boku tréjkata K. Ze wzoru Herona wynika,

ze pole rzutu tego tréjkata wyraza si¢ wzorem S(K*(w)) = h(8;,6,, 03, %)

i oczekiwana wartos¢ tego pola jest catka
T T T

E(S(K")) = [ / f ( A[ h(el,ez,es,w)sa}r)—sdw)deldezdes = 9(¥)S,

gdzie A jest zbiorem tych wartoéci , ze i-ty bok tréjkata jest nachylony pod
katem 6; do plaszczyzny rzutu.
3. Wzér (1) jest prawdziwy dla dowolnej figury ptaskiej o polu S.

Fatwo zauwazyc, ze o ile plaszczyzna, na ktérej lezy figura F nie jest
prostopadla do plaszczyzny rzutu, to zachodzi wzér

n n
S(F*) =) S(F?), jesli F = Y _F..
i=1 i=1
Symbol 3 jest zarezerwowany na mnogosciowa sume roztgeznych sktadnikéw
(lub zwykla (arytmetyczna) sume, jesli skladniki sa liczbami).

Z powyiszego wzoru otrzymamy natychmiast, ze jeéli plaska figura jest
rozlaczng sumg tréjkatéw réwnobocznych, to teza jest prawdziwa. Ostateczny
dowéd tezy w punkcie 3. wynika z nastepujacych faktéw:
a) Kazdy mierzalny wzgledem miary Lebesgue’a i ograniczony zbidr plaski jest
wstepujaca granicg figur:
F=|JF,
n

gdzie Fy, C Fy,4) oraz F,, sa sumami rozlacznych tréjkatéw réwnobocznych.
b) Jezeli ptaszczyzna, na ktérej lezy figura F', nie jest prostopadia do

plaszczyzny rzutu i F spelnia warunki punktu a), to

S(F*) = lim S(F}).

Niech K (w) bedzie ograniczong brytq wypukig w R® o powierzchni S. Wiedy
oczekiwana powierzchnia jej rzutu K*(w) wyraza sie wzorem
(2) ES(K*) = ()8,
gdzie h(:) jest pewng funkcjg zalezng jedynie od kgta ¢ padania promieni
stonecznych.

Dowdd
Niech K bedzie wieloicianem wypuklym. Wtedy promienie stoneczne dziela
Sciany na czesci oswietlone i bedace w cieniu (rys. 3).

Niech Ji, Ja,...,J, beda ,jasnymi” podzbiorami écian wieloécianu K, natomiast
C1,0y,...,Ch — ,ciemnymi” podzbiorami, powstalymi w ten sposéb, ze
promienie przechodzace przez wierzchotki przekrojéw prostopadlych (do
plaszczyzny rzutu) wycinaja w nich pary odcinkéw ,jasnych” i ,,ciemnych”.

Z konstrukcji tych podzbioréw wynika, ze:

a) s3 one wielokatami plaskimi,
b) rzuty J; i C; sa takie same.

Mamy wiec: .
S=S(K) =) S(J)+)_S(C),
S(7) = S(C3), )
S(K*) = _5(J7) = _S(C))-

i=1



Z tych wzoréw oraz z (1) wynika, e

B2S(K*) = 3 _B(SU) + 3 E(S(C?)) 3 9()S() + X 9(w)S(Ci) =

i=1
= g(¥)S.
Podstawiajac k() otrzymamy teze twierdzenia dla wielocianu.
Korzystajac z faktu, Ze kazda wypukla ograniczona bryta o polu S jest

wstepujaca granicg wypuklych wieloScianéw, analogicznie, jak w dowodazie
poprzedniego twierdzenia, otrzymamy ostateczna teze.

Dla kazdej wypuktej bryty K o polu powierzchni S, obracanej w przestrzeni
w sposéb losowy, oczekiwane pole jej cienia wynosi E(S(K*)) = ———, gdzie

4siny

Y jest kgtem padania promieni stonecznych na ptaszezyzne rzutu.

Dowod
Wystarczy wyznaczy¢ postaé funkeji h. Poniewaz nie zalezy ona ani od ksztaltu,
ani od wielkosci bryly K znajdziemy te funkcje dla kuli o promieniu 1.

Przekréj kuli plaszczyzna prostopadla do plaszezyzny rzutu jest kolem
o promieniu 7 = v/1 — 12, (0 < t < 1), gdzie ¢ jest odlegloécia od srodka kuli.

Rzut tego kota pod katem 1) na plaszczyzne jest odcinkiem o dlugosci

Sin

1
) 2v1 —¢2
Pole rzutu jest zatem calka 2 Al nie zalezy od obrotéw

sin(v) sin 9

(kulal), a wigc ES(K*) = .

Z kolei, zgodnie ze wzorem ES(K*) = ¢(1)S, mamy -::—w = h()4w, skad mamy
si

1
h(y) = .
(¥) 4siny
Z lematu 1 wynika natychmiast wniosek, bedacy rozwiazaniem naszego zadania:
Whiosek
Istnieje takie polozenie wy bryly K, ze powierzchnia jej rzutu spelnia nieréwnoéé

S(K*(wo)) > —>— > 3.

T 4siny T 4

5. Nie tylko igla Buffona

W poprzednim punkcie zastosowaliSmy metodg obliczania wartoéci oczekiwane;
przez zapisanie jej w postaci funkeji, ktérej nieznany czynnik nie zalezal od
ksztaltu losowego obiektu. Nieznany czynnik wyliczaliémy, wybierajac obiekt
szczegblnie prosty. W ten sposéb mozna rozwiaza¢ znane zadanie o igle Buffona,
nie uciekajac si¢ do szczegélowych obliczen trygonometrycznych.

Zadanie (uogélnienie zadania Buffona)

Przypuéémy, ze plaszczyzna jest pokryta prostymi réwnoleglymi, potozonymi
w odlegtodci d od siebie. Na plaszczyznie umieszczono losowo krzywg

o dtugosci L. Oblicz oczekiwang liczbe prostych, przecigtych praez krzywg.

Rozwiazanie

Zauwazmy od razu, ze wystarczy ograniczy¢ sie do obrotéw i przesunieé

o wektor o dtugoéci nie przekraczajacej d (réwnolegle proste tworza strukture
okresowa o okresie d). Zatem zbidr zdarzen elementarnych Q mozna utozsamié
z iloczynem kartezjafskim kota o érodku w 0 i promieniu d oraz odcinka [0, 27),
a losowy wybdr polozenia krzywej jest losowym wyborem przeksztalcenia.

Tak wiec rozklad prawdopodobienistwa jest rozkladem jednostajnym na walcu

o promieniu podstawy d i wysokoséci 2.

Oznaczmy przez X (w) zmienng losowa, obliczajaca liczbe przecieé prostych
przez krzywa, ktdra jest obrazem odcinka lezacego na jednej z prostych
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w przeksztalceniu w. Naszym zadaniem jest obliczenie wartosci oczekiwanej
zmiehnej X.

Rozwigzmy najpierw nasze zadanie, gdy krzywa jest odcinkiem. Jasnym jest,
ze wartoS¢ oczekiwana liczby przecieé jest zalezna jedynie od odstepu miedzy
prostymi d i dlugosci odcinka L. Zapiszmy wigc dla odcinka, ze EX = ¢(d, L).

Podzielmy odcinek na dwie czgici o dtugoéciach Ly i L,. Oznaczmy przez X;(w)
zmienny losowa, obliczajaca liczbe przecigé prostych przez i-tg czeéé odcinka.
Wtedy X (w) = X;(w) + X2(w). Z addytywnosci wartosci oczekiwanej wynika, ze
3) p(d, L) = EX = E(X) + X3) = (d, L) + ¢(d, L2)

Funkcja ¢ jest monotoniczna i mierzalna oraz, wzgledem zmiennej L, spelnia
réwnanie (3) (znane jako réwnanie Cauchy’ego). Wiemy, ze rozwigzaniem
takiego réwnania jest funkcja postaci ¢(d, L) = g(d)L, gdzie g zalezy jedynie od
odstepu miedzy prostymi d.

Polaczmy z soba n odcinkéw, niekoniecznie réwnoleglych, o dlugoéciach
Ly, Ly, ..., Ly, tworzac tamana o dlugosci L. Oznaczmy przez X;(w) zmienng
losowa, obliczajaca liczbe przecigé prostych przez i-ty odcinek. Wtedy

n n n
Xw)=)Y Xiw)iEX =) EX;=g(d) > Li=g(d)L.
i=1 i=1 i=1

Niech teraz w systemie prostych réwnoleglych losowo umieszczona bedzie krzywa
o dlugosci L, a X (w) niech bedzie zmienng losows, obliczajaca liczbe przecieé
prostych przez te krzywa. Dlugoéc tej krzywej moze byé¢ otrzymana jako granica
dtugosci tamanych. Z ciaglosci wartosci oczekiwanej otrzymamy natychmiast, ze
réwniez dla krzywej zachodzi wzér EX = g(d)L.

Aby wyznaczy¢ postaé funkcji g wystarczy wybraé odpowiednia krzywa.
Wybierzmy okrag o érednicy d. Wtedy X (w) = 2 dla kazdego w
i2=EX = g(d)?ar‘z—i. Stad g(d) = 4. Mamy wiec rozwigzanie naszego zadania:

Dla dowolnej krzywej o dtugosci L oczekiwana liczba przecieé systemu
réwnolegtych prostych o odlegtosciach d jest rowne EX = ;%L.

W szczegélnym przypadku, gdy krzywa jest odcinkiem o diugosci L < d

Kli) = 1 odcinek przecina proste
~ | 0 odcinek nie przecina prostych

1 A oznacza zdarzenie, ze taki odcinek przetnie jedng z prostych, mamy

2
P(A)=EX = §;L, co jest rozwigzaniem klasycznego zadania Buffona.

Rozwiagzanie zadania o krzywej, przecinajacej system prostych, mozna réwniez
zastosowad do ograniczonej krzywej o dlugosci L, przecinajacej jedna prosta.
Aby jednak mozna bylo sensownie zdefiniowaé przestrzeri probabilistyczna,
opisujaca losowy wybér polozenia krzywej ograniczymy jej ruch do pasa,
zawartego miedzy prostymi o dostatecznie duzej odlegloéci d (takiej, aby miedzy
prostymi zmieécilo sig kolo zawierajace krzywa) a prosta, ktéra miataby ta
krzywa przecina¢, umiescimy w $rodku tego pasa. Wtedy EX = g(d)L, choé

w tym przypadku funkcja g bedzie miala zapewne inng postaé niz w zadaniu

o igle Buffona.

Niech teraz wypukta i zamknieta krzywa C(w) o diugosci L bedzie potozona
losowo w opisanym pasie. Wtedy liczba przecieé prostej przez krzywa C' jest
réwna (z wyjatkiem sytuacji, gdy krzywa jest styczna do prostej, co jest
zdarzeniem o prawdopodobienistwie ()

2 krzywa przecina prosta

X(w) = : : :

0 krzywa nie przecina prostej

a prawdopodobiefistwo zdarzenia A, ze krzywa przetnie prosta wynosi
1 1
P(4) = §EX = §g(d)L.

Niech teraz C} i Cy beda dwiema ograniczonymi krzywymi wypuktymi
o niezerowych obwodach L;, Lj i niezerowych polach Sy, S, takimi, ze krzywa
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Bardzo elegancki, elementarny dowéd
tego faktu podal Zbigniew Marciniak
w swoim odczycie Zadania, kidre
zrobily na mnie wraZenie, na XXV
Szkole Matematyki Pogladowej

w Grzegorzewicach.

C: lezy wewnatrz krzywe]j C;. Uklad tych krzywych umieszczamy losowo w pasie
miedzy prostymi. Interesuje nas prawdopodobiesstwo warunkowe, zZe prosta
przetnie krzywa Cz, gdy wiadomo, ze przeciela krzywa C;. Prawdopodobiefistwo
to mozemy obliczyé:
P(A2NA1) _ P(4;)  39(d)Lr L,

P(A1) ~ P(A)  ig@L, Ly
W powyzszym wzorze A; oznacza zdarzenie, ze prosta przetnie krzywa C;,

natomiast L; jest dlugoscia krzywej C;. Zauwazmy, ze to prawdopodobiefistwo
nie zalezy od szerokoSci pasa, mozemy wiec powiedzieé, ze

P(A3]4,) =

Prawdopodobieristwo przecigcia przez losowq prostq zamknietej krzywej wypuklej
Cz leigcej wewngtrz wypuklej zamknigtej krzywej Cy pod warunkiem, Ze prosta
przecina te krzywq jest ilorazem dlugosci (obwoddw) tych krzywych.

Prawdopodobiefistwo to oznaczaé bedziemy symbolem P_ = p_(C,|C}).
Wzér ten ma odpowiednik, znany z teorii prawdopodobienistwa geometrycznego:

Prawdopodobieristwo, ze punkt wpadnie do wnetrza zamknigtej krzywej wypukiej
C2 lezqcej wewngtrz wypuklej zamknigtej kraywej C) pod warunkiem, ze wpadt do
wnetrza krzywej C1, jest ilorazem pdl figur ograniczonych preez te krzywe.

Prawdopodobiefistwo to oznacza¢ bedziemy symbolem p, = p,(C3|C}).

Oba te prawdopodobiefistwa mozna wyrazi¢ za pomoca wspétczynnika
perymetryczego u(F) ograniczonej figury F, zdefiniowanego wzorem

__ 4nS(F)
u( )_ LQ(F) E
gdzie S(F) i L(F) sa odpowiednio polem i obwodem figury F.

Wiadomo, ze wspélczynnik perymetryczny dla danej figury jest liczba
nieujemng, nie przekraczajaca 1 (stwierdzenie to jest znane pod nazwa
nieréwnosci izoperymetrycznej). Maksymalny wspélczynnik perymetryczny,
réowny 1, ma kolo.

Eatwo sprawdzié, ze zachodzi réwnoéé:
o(C: C,

(4) Do = P ( 2|Ol) . ’-'J.( 2)
p-(C2|C1)  u(Ch)
Rozwazmy teraz figure wypukla C, lezaca wewnatrz kola K, o promieniu r.
Wtedy z (4) otrzymamy nieréwnoéé

pe(CIK,) = w(C)p2(C|K;) < p2(CIK,) < p_(C|K).
Wynika z niej wniosek, ze prawdopodobiefistwo, iz punkt wpadnie do
wypuklej figury C, zawartej w kole o promieniu r, jest nie wieksze od

prawdopodobienistwa, ze losowa prosta przetnie figure C, gdy wiadomo, ze
przeciela ona kolo.

Réwnosé zajdzie jedynie wtedy, gdy figura C jest kotem K,. Z réwnosci
prawdopodobienistw p. i p_ wynika bowiem, ze p? (C|K,) < p_(C|K-), co jest
réwnowazne stwierdzeniu, ze p_(C|K,) = 1 a wiec, ze obwdd figury C jest réwny
obwodowi kola. Jest to réwnowazne stwierdzeniu, ze figura C jest kotem K.

Zupelnie inna sytuacja jest, gdy kolo K, jest podzbiorem figury wypuktej
i ograniczonej C. Wtedy

(5) P2(K:|C) = u(C)pe(K;|C) < pa(K,|C).

Jezeli figura C jest wielokatem wypukiym, to oba prawdopodobienstwa p, i p_
maja najwigksza wartosé, gdy C jest opisany na okregu. Wynika to z faktu, ze
obwdd i pole wielokata wypuklego zawartego w innym wielokacie wypuklym

sa mniejsze od obwodu i pola wielokata zewnetrznego, a we wzorach na
prawdopodobieristwa p,(K,|C) i p_ (K,|C), pole i obwdd wielokata C wystepuja
w mianowniku.
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Dla wielokata, opisanego na kole K, zachodzi znany szkolny wzér S = %t
Wtedy

ar?  2xr?  27r

pe(K+|C) S S Ir -1 =p_(K,|C).

Réwno$é tych prawdopodobieristw jest zaskoczeniem — w przypadku kota
zawierajacego figurg wypukla, nie bedaca kolem, nie bylo to nigdy mozliwe.
Natomiast, dla wielokata wypuklego C opisanego na kole, udowodnili$my fakt:

Prawdopodobieristwo, Ze losowy punkt, ktory wpadt do wielokgta, wpadnie
rouniez do kota jest takie samo, jak prawdopodobienistwo, ze losowa prosta, ktéra
przecigte wielokgt C, przetnie koto.

Wzér (5) pozwala nam wprowadzi¢ inng, probabilistyczna definicje
wspoélczynnika perymetrycznego u dla wielokatéw wypuklych opisanych na kole.
Mamy bowiem réwnosé

pi(Krlc) = U(C)po(KrlC) = u(C)p- (K+|C).
co po uproszczeniu i uwzglednieniu réwnosci p, (K |C) i p—(K.|C), daje wynik:
u(C) = pe(K+|C) = p_(K,|C).
A wiec:

Wspdtczynnik perymetryczny dla wielokgtéw wypuktych opisanych na kole jest
prawdopodobieristwem, ze losowy punkt, ktdry wpadt do wielokgta, wpadnie
rowntez do kota.

Wispétcaynnik perymetryczny dla wielokgtdw wypuktych opisanych na kole jest
prawdopodobieristwem, Ze losowa prosta, ktdra przecieta wielokgt, przetnie koto.

Te dwie definicje wyja$niaja sens wspéiczynnika perymetrycznego — opisuje
on, jak ciasno wielokat przylega do kola wpisanego w ten wielokat. Zaréwno
w jezyku losowo wybranych punktéw, jak i losowo wybranych prostych
wspélczynnik perymetryczny opisuje, na ile fakt ,spotkania si¢” punktu
(prostej) z wielokatem determinuje spotkanie tego punktu z wpisanym w
wielokat kolem.

Oto wartosci wspélczynnika perymetrycznego dla kilku wielokatéw foremnych:

tréjkat | kwadrat | pieciokat | szeSciokat | oSmiokat | dziesieciokat | dwunastokat

0,605 | 0,785 0,865 0,907 0,948 0,967 0,977

Liczby te ilustruja w jakim stopniu kolejne wielokaty przylegaja do wpisanego
w nie kota. Ogodlnie, wspélczynnik perymetryczny n-kata foremnego wyraza sie
T
wzorem L ctg (-—)
n n
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