Gaspard Monge, 1746-1818

O malym twierdzeniu Fermata,
twierdzeniu Eulera

1 tasowaniu kart
Jarostaw WROBLEWSKI, Wroctaw

O tasowaniu kart

Jak tasujemy karty? Mozna tak: bierzemy talie kart w prawg reke i przerzucamy
do lewej reki po kilka kart, raz na wierzch, raz na spéd. Jesli karty sg stare,
mogy si¢ sklejaé. Dobrze jest wigc wykazaé przy tasowaniu nieco starannoéci.
Mozna tasowaé z pelna pedanterig, przerzucajac do lewej reki po jednej karcie.
Jak wyglada wtedy tasowanie (dla ustalenia uwagi powiedzmy, Ze mamy

10 kart)?

Przerzucamy do lewej reki pierwsza karte z wierzchu, druga karte wrzucamy
na wierzch pierwszej, trzecia pod spéd, czwarta na wierzch, piatg pod spéd,
.-, dziesiata na wierzch (jest to tasowanie Monge’a). Jesli przejrzymy teraz
potasowane karty, zobaczymy, ze ulozyly sie one w nastepujacej kolejnoéci
(patrzac od wierzchu):

10,8,6,4,2,1,3,5,7,9,
numery odnosza si¢ do pozycji kart przed tasowaniem. Nie jestesmy zadowoleni,

wigc tasujemy dalej dokladnie w ten sam sposéb. Po kolejnych tasowaniach
karty ukladaja si¢ nastepujaco:

2 9 5 1 48 10 6 2 3 71
3 7210 45 9 1 8 6 3
4 3 8 9 42 7 105 1 6
5 6 5 7 48 3 9 2 10 1
6 12 3 45 6 7 8 9 10

Po szesciu tasowaniach wszystkie karty wrécily na swoje miejsca.

Bierzemy dla odmiany 14 kart. Teraz karty wracaja na swoje miejsca po 14
tasowaniach.

Dorzucamy jeszcze dwie karty. Tasujemy 16 kart. Pierwotny uklad pojawia sie
juz po 5 tasowaniach.

Tasowanie wielu kart wiele razy jest dosyé pracochtonne. Czy nie mozna by
przewidzie¢ bez Zzmudnego przekladania kart, po ilu tasowaniach wszystkie karty
wrdca na swoje miejsca? Mozna, ale trzeba sie najpierw nauczy¢ dwdch rzeczy.
Po pierwsze, inacze] tasowaé karty. Po drugie, twierdzenia Eulera.

Wprawni gracze tasujg karty w nastepujacy sposéb. Rozdzielaja, talie na 2
czgdc, przytrzymuja zagiete rogi kart w obu czedciach i zblizaja je do siebie,
nastepnie stopniowo puszczaja rogi kart tak, aby prostujace sie karty z obu
czesci sig wymieszaly. Perfekcyjny tasowacz podzieli karty na dwie réwne czesci
1 bedzie puszczal po rogu jednej karty z kazdej czesci (takie tasowanie nazywa
si¢ niekiedy przeplataniem do wewnatrz). Przy 10 kartach czeéci wygladaja
nastepujaco:

1,2,3,451i 6,7,8,9, 10.
Aby karta 10 nie znalazla si¢ znowu na spodzie, nasz tasowacz puszcza na spéd
karte 5, potem 10, potem 4, 9 itd. Po Jjednokrotnym przetasowaniu otrzyma
karty w nastepujacej kolejnoéci:

6,1,7,238,3,9,4,10,5,

co odpowiada permutacji bedacej cyklem diugoéci 10:

(1, 2,4,8,5,10,9, 7, 3, 6).

Karty wréca wiec na miejsca po 10 tasowaniach.
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Pierre de Fermat, 1601-1665

Leonhard Euler, 1707-1783

Tasowanie 14 kart daje permutacje bedaca zlozeniem trzech cykli dtugoéci 4
i cyklu dhugosci 2:

(1,2, 4, 8) (3, 6, 12, 9) (7, 14, 13, 11) (5, 10),
zatem karty wréca na miejsca po 4 tasowaniach.

Przy tasowaniu 2n kart uzyskujemy permutacje

1 23 ... n n+l n+2 ... 2n-1 2n
2 4 6 ... 2n 1 3 ver 2n=3 2n-1

Widzimy, ze karta z pozycji k przechodzi na pozycje 2k dla k < n oraz na
pozycje 2k — (2n + 1) dla k > n. Mozemy wigc jednolicie powiedzieé, ze karta
z pozycji k przechodzi na pozycje 2k(mod 2n + 1).
Jesli numery pozycji poszczegélnych kart bedziemy traktowaé jako reszty
(mod 2n + 1), to zauwazamy, ze kazda karta po kolejnych tasowaniach ,,mnozy”
numer swojej pozycji przez 2(mod 2n + 1). Co stanie sie z pierwsza karta po t
tasowaniach? Znajdzie si¢ ona na pozycji 2*(mod 2n + 1). Kiedy wréci ona na
swoje pierwotne polozenie? Wtedy, kiedy

2" =1(mod2n +1) .
Wtedy tez wrdca na swoje pierwotne polozenia wszystkie pozostale karty.
O malym twierdzeniu Fermata i twierdzeniu Eulera

Male twierdzenie Fermata (wersja 1): Dla dowolnej liczby pierwszej p i liczby
calkowitej a zachodzi podzielnosé

plaf—a.
Male twierdzenie Fermata (wersja 2): Dla dowolnej liczby pierwszej p i liczby
caltkowitej a wzglednie pierwszej z p zachodzi podzielnosé
plaP™l—1.

Idea dowodu.

Poniewaz dla 1 < < p— 1 liczba (f] dzieli si¢ przez p, wiec dla dowolnych liczb
catkowitych b, ¢ mamy

p—1
(b+c)”:b”+c“’+z(E’)In“c"'isﬁf’+cp (modp) .
i=1

Przez indukcje otrzymujemy
AP =(1+1+14...+1+1)’=1P+1P4+17+... + 17+ 1? = ¢ (modp)

g
a a

dla a dodatnich oraz

(—a)? = —a? = —a (modp)
dla a ujemnych.
Uwaga.

Nie kazda liczba spelniajaca teze malego twierdzenia Fermata jest pierwsza.
Liczby zlozone spelniajace male twierdzenie Fermata sa zwane liczbami
Carmichaela (czyt. karmajkla) i jest ich nieskoficzenie wiele. Najmniejsza jest
561 =3-11-17.

Twierdzenie Eulera (wersja powszechnie uzywana): Dla dowolnej liczby
naturalnej n i liczby calkowitej a wzglednie pierwszej z n zachodzi podzielnosé
1 | a({’(n) e 1 .

gdzie
e(p*) = (p - 1)p*?
dla liczby pierwszej p oraz
o(st) = p(s)e(t)
dla liczb wzglednie pierwszych s i &.
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Twierdzenie Eulera (wersja wzmocniona): Dla dowolnej liczby naturalnej n
i liczby calkowitej a wzglednie pierwszej z n zachodzi podzielnosé

nla¢(") = |
gdzie
P(P*) = (p - 1)p*!
dla liczby pierwszej nieparzystej p,
V(@) =1, $@)=98)=2 y(2*)=2"7 dla k>4

oraz

P(st) = NWW(3(s), ¥(t))
dla liczb wzglednie pierwszych s i t.
Twierdzenie Eulera dla poteg liczb pierwszych dowodzimy indukcyjnie. Krok
indukcyjny przebiega nastepujgco. Jeéli liczba a jest wzglednie pierwsza z p oraz

o@D = (modp*) ,
to aP=DP*™" jest postaci cp* + 1, skad

aP V" = (pf +1)P =14 o (ij) + cPp? (g) -

+ inne wyrazy podzielne przez p* ™! = 1 (mod p**1).
Z powrotem do tasowania

Ze wzmocnionej wersji twierdzenia Eulera wiemy, ze

29+ = 1(mod 2n + 1),
zatem wszystkie karty na pewno wrdca na swoje miejsca po ¥(2n + 1)
tasowaniach, ale by¢ moze nastapi to wczeniej. Najmniejsza liczba tasowan
potrzebna do powrotu kart na swoje miejsca jest dzielnikiem liczby ¥(2n + 1).

A co z tasowaniem Monge’a 2n kart (przy nieparzystej liczbie kart ostatnia
karta zawsze zostaje na spodzie)? Tym razem nie bedziemy §ledzié loséw jednej
karty, ale popatrzymy na jedna pozycje i bedziemy notowaé karty, ktére na

nig wchodza po kolenych tasowaniach. Same karty ponumerujemy w sposéb

co najmniej dziwaczny. Na kartach napiszemy bowiem po 2 liczby wedtug
nastepujacego przepisu:

2n 2n-1 2n-2 n+l n 2 1

2n+1 2n+2 2n+3 In 3n+1 4n—1 4n

Na kazdej karcie napisane liczby sumuja si¢ do 4n + 1.

Po jednokrotnym przetasowaniu otrzymamy:

1 3 5 2n—1 2n 4 2

4n dn—-2 dn—4 2n+2 2n+1 4n—3 4n-1

Widzimy, ze na kazda pozycje trafila karta z liczbami pomnozonymi przez
2(mod 4n + 1). To samo stanie si¢ przy kolejnych tasowaniach. Je$li bowiem

po pierwszym tasowaniu na pozycje karty +k(mod 4n + 1) weszla karta
+2k(mod 4n + 1), to po drugim pojawi sie tam karta, ktéra zajela po pierwszym
tasowaniu miejsce karty +2k(mod 4n + 1), czyli karta +4k(mod 4n + 1).

Pierwsza karta od spodu (a takze wszystkie inne karty) trafi na swoje miejsce
po t tasowaniach, gdy 2* = +1(mod 4n + 1). Co ciekawego mozna powiedzieé o
liczbie tasowan koniecznej do powrotu kart na swoje miejsca?

Jeszcze jeden rzut oka na twierdzenie Eulera
Z twierdzenia Eulera wyplywa nastepujacy

Whniosek: Dla n > 3 i a wzglednie pierwszego z n
a®™/2 = £1 (modn) .



Dowdd: .
Jesli n jest potega liczby pierwszej nieparzystej lub podwojona potega liczby
pierwszej nieparzystej, wowczas

a?™ - 1= (a“'(“)/2 + l) (a""(")ﬂ - 1) =0 (modn) ,

skad wynika, Ze jeden z czynnikéw iloczynu (a®(™)/2 + 1) (a#(™/2 — 1) dzieli sig
przez n.

Dla n = 4 teza wniosku jest oczywista.

Gdy n jest potega dwdjki wigksza od 4, to
a¥™ = a?™/2 = 1 (modn) .

Gdy n nie jest potega liczby pierwszej, ani podwojona potega liczby pierwszej,
tez¢ wniosku otrzymujemy z podzielnosci ¥(n) | ﬁgﬂl; wiéwczas
a®™/2 =1 (modn).
Uwaga.
7% = 1 (mod 15), ale to nie znaczy, ze 72 = £1 (mod 15).
O tasowaniu po raz trzeci
Z wniosku wynika, ze w tasowaniu Monge’a wszystkie karty wréca na swoje
miejsca po

bl

2

tasowaniach. Liczba tasowail potrzebnych do powrotu do wyjsciowej konfiguracji

kart nie przekracza wiec liczby kart (ten fakt wynika tez z tego, ze wszystkie
karty wrdca na swoje miejsca, gdy wréci na swoje miejsce pierwsza karta).

<2n

Uwagi.

Bezpoérednio z twierdzenia Eulera wynika, ze po 1(4n + 1) tasowaniach karty
wrdcg na swoje miejsca.

Gdy n jest parzyste, a 4n + 1 pierwsze, wystarczy n tasowan. Wynika to ze
znanego w teorii liczb faktu, ze wéwczas 2 jest reszta kwadratowa (mod 4n + 1),
tzn. 22 = 1(mod 4n + 1). Te wartoéci n podane sa w 4-tej kolumnie tabeli
ponizej.

Najmniejsza liczba tasowan potrzebna do powrotu kart na swoje miejsca jest
dzielnikiem liczb podanych powyzej.

Gdy n = 2™, wszystkie karty wréca jednoczeénie na swoje miejsca po raz
pierwszy po m + 2 tasowaniach.

Ponizej podane s liczby tasowan potrzebne do powrotu kart na swoje miejsca
zgodnie z powyZszymi wzorami oraz najmniejsza liczba tasowan Min.

on | 25D lydn+1) | n [ Min| |20 | 29230 [yn+ 1) | n [ Min
2 2 4 ) 30| 30 60 30
4 3 6 3 32| 24 12 6
6 6 12 6 34| 22 22 22
8 8 16 4| 4 36| 36 72 |18] 9
10| 6 6 6 38| 30 30 30
12| 10 20 10 | |40| 27 54 27
14| 14 28 14 | |42| 32 16 8
16| 10 10 5 4| 4 88 |22| 11
18| 18 36 18 | |46| 30 30 10
20| 20 40 100 10 | [48] 48 96 |24 | 24
2| 12 12 12 | [50| 50 100 50
4| 2 42 21 | 52| 24 12 12
2| 26 52 2 | |54| 54 108 18
28| 18 18 9 56| 56 112 |28 14
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2n .ﬂ%ﬂ'—ll P(dn+1) | n | Min 2n ﬂ";—“-l Pdn+1)| n | Min
58 36 12 12 130| 84 84 84
60 55 110 55 132| 104 52 26
62 50 100 50 134| 134 268 134
64 42 42 7 136 | 72 12 12
66 54 18 18 138 | 138 276 46
68 68 136 34| 34 140 | 140 280 70 | 35
70 46 46 46 42| 72 36 36
72 56 28 14 144 136 272 68
74 74 148 74 146 | 146 292 146
76 48 48 24 1481 90 90 45
78 78 156 26 150 | 126 42 42
80 66 66 33 152| 120 60 30
82 40 20 20 154 102 102 102
84 78 156 78 156 | 156 312 8| 78
86 86 172 86 158 | 158 316 158
88 58 58 29 160 | 106 106 53
90 90 180 90 162 | 120 60 30
92 72 36 18 164| 138 138 69
94 54 18 18 166 | 108 36 36
96 96 192 48 | 48 168 | 168 336 84 | 21
98 98 196 08 170 150 30 10
100| 66 66 33 172| 88 44 44
102 80 40 10 174 | 174 348 174
104 90 90 45 176 | 176 352 88 | 44
106 | 70 70 70 178 96 48 24
108 90 30 15 180 171 342 171
110 96 48 24 182 144 72 36
112 60 60 60 184| 120 120 60
114| 114 228 38 186 | 186 372 186
116 | 116 232 98| 29 188 | 168 84 42
118 78 78 78 190 126 126 14
120 | 120 240 60| 12 1921 120 60 60
122 84 84 84 194| 194 388 194
124 | 82 82 41 196 | 130 130 65
126 | 110 110 110 198 | 198 396 22
128 | 128 256 64| 8 200 200 400 100 | 100
Uwagi ogélne

1. Przy nieparzystej liczbie kart (przy obu sposobach tasowania) jedna karta
zawsze zostaje na swoim miejscu, dlatego rozwazamy tylko tasowanie parzystej
liczby kart.

2. Zaréwno przy tasowaniu Monge'a, jak i przy przeplataniu do wewnatrz, karty
wracaja jednocze$nie na swoje miejsca po liczbie tasowan nie wiekszej niz liczba
kart. Tymczasem permutacja zbioru 15-elementowego bedaca zlozeniem cykli
roziacznych diugodci 3, 51 7 wymaga 105-krotnego zlozenia, aby daé¢ w wyniku
permutacje identycznoéciows.

3. Liczba tasowari potrzebnych do powrotu kart na swoje miejsca nie jest
najlepszym miernikiem jakosci tasowania. Gdyby tak bylo, to tasowaniem nie
gorszym od obydwu opisanych powyzej, byloby tasowanie n kart odpowiadajace
permutacji bedacej cyklem dlugoéci n:

(128... n)-

Tymczasem polega ono na przelozeniu jednej karty ze spodu talii na
wierzch. Autor szczerze watpi, czy znalazlby si¢ gracz, ktéry mialtby odwage
zaproponowac przy stole karcianym ten sposéb tasowania.
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