O ruchu planet

1. Obserwacje i ustalenia

Czlowiekowi na Ziemi zawsze towarzyszy
wystepowanie na przemian dnia i nocy, a w dluzszej
perspektywie powtarzalne zjawisko, dzisiaj okreslane
jako ,pory roku”. Starozytne ludy — Sumerowie,
Babiloficzycy, Egipcjanie, Grecy, Aztekowie,
Chinczycy — odkrywali, ze obserwacja nieba jest
zrédiem informacji pozwalajacym przewidywad
nadejicie regularnie pojawiajacych sie zjawisk. Od
umiejetnoséci takich przewidywan (kiedy nadejda
wiosenne roztopy, wylewy rzek, kiedy siaé, kiedy
nastapi pelnia Ksiezyca, zamienie Slofica) zalezala
egzystencja éwczesnych spoleczenstw jak réwnie?
wladza nad nimi (§wiecka i duchowa). Nic wiec
dziwnego, ze od najdawniejszych czaséw duza wage
przywiazywano do obserwacji astronomicznych.
Byla to wiedza tajemna przekazywana z pokolenia
na pokolenie, w Mezopotamii, starozytnym Egipcie
bardzo silnie zwiazana z aktualnie obowiazujaca
religia, bo zazwyczaj skupiona w rekach kaplanéw
(w 6wezesnych spoleczenstwach warstwie najlepiej
wyksztalconej). W miare narastania gromadzonych
informacji naturalne stalo sie dazenie do ,opisania
$wiata”, a nastepnie odkrycia praw rzadzacych
obserwowanymi zjawiskami. Z jednej strony pojawiaja
sie wiec koncepcje dotyczace porzadkowania czasu:
doby (dzier + noc) dzielonej na godziny, roku
zlozonego z okreslonej liczby dni podzielonego na
miesiace, i wreszcie kalendarza (do dzisiaj na $wiecie
funkcjonuje przynajmniej kilka réznych kalendarzy),
z drugiej strony préby opisania ruchu ciat niebieskich,
ktére uplyw tego czasu wyznaczaly. Nasze rozwazania
skupimy na drugim problemie — koncepcjach opisu
ruchu cial niebieskich.

* k%

Na zagadnienie to zadziwiajaco silny wplyw mialy
poglady Platona (428-347 r. p.n.e.) — matematyczny
opis nieba musi odzwierciedlaé jego doskonatosé,

wigc ruch jakiemu podlegaja ciala niebieskie, to ruch
jednostajny po okregu! Gdy jest to ,jedyny stuszny
punkt widzenia”, to astronomom pozostaje — objasnié
to co widaé. Tak postawiony problem by! zasadniczym
tematem wszystkich koncepcji astronomicznych az do
czaséw Johannesa Keplera (1571-1630 r.). Najwiecej

Droga jaks przeszedl po niebie Mars od 1 maja 1956 do

1 stycznia 1957 roku. Planeta osiagnela stanowiska 11 sierpnia
i 1 pazdziernika: pomigdzy tymi datami poruszala sig ruchem
wstecznym.
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klopotéw sprawialo wyjaénienie sytuacji, w ktérej tor
ruchu obserwowanej planety na niebie zakreéla petle
(rys. 1).

Pierwsza matematyczna koncepcje opisu ruchu planet
podat Eudoksos z Knidos (408-355 r. p.n.e.). Wedlug
niego zlozone pozorne drogi Slofica, Ksiezyca i planet
(Merkurego, Wenus, Marsa, Jowisza, Saturna) sa

w kazdym przypadku wynikiem prostych ruchéw
kolowych pewnej liczby sfer, ktérych wspdlny srodek
stanowi nieruchoma Ziemia (teoria geocentryczna).
Jej osiagnieciem bylo pokazanie, ze jednostajne
ruchy po okregach pozwalaja na opis nawet bardzo
skomplikowanych ruchéw. Geocentryczny poglad na
budowe $wiata usankcjonowal Arystoteles (384-322 r.
p.n.e.) doskonalagc model Eudoksosa. Kolejnym jego
ulepszeniem okazal si¢ pomyst wykorzystania teorii
epicykli opracowanej przez Apolloniusza z Pergi (ok.
262-170 r. p.n.e.) i Hipparcha z Nikai (180-127 1.
p.n.e.). W modelu tym planety poruszaja sie¢ po
malych kotach (epicyklach), ktérych érodki z kolei
poruszajg sie po duzych kotach (deferentach) -

rys. 2a, badz ich ruch jest wynikiem zwielokrotnienia
tej konstrukeji - rys. 2b. Poprawialo to zgodnosé

z obserwacjami, ale znacznie komplikowalo rachunki.
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Dogmatyczne twierdzenia, ze Ziemia w przestrzeni

nie podlega ruchom jakiegokolwiek rodzaju (sila
autorytetu Arystotelesa), uniemozliwialy dyskutowanie
$miatych hipotez (ktére 6wczesne modele czynity
prostszymi): Heraklejdesa z Pontu (dziatajacego ok.
330 r. p.n.e.), ze Ziemia obraca sie wokél wlasnej osi,



czy Arystarcha z Samos (ok. 310-230 r. p.n.e.), ktéry
dodatkowo uwazal, e Ziemia wraz z innymi planetami
porusza si¢ wokol Slorica (pierwszej idei systemu
heliocentrycznego!).

Szczytowym osiagnieciem starozytnej astronomii jest
dzieto Klaudiusza Ptolemeusza z Aleksandrii (ok.
100-168 r.) Megale syntazis ze 140 r., znane bardziej
pod arabskim tytulem Almagest (pierwsze arabskie
thumaczenie pochodzi z 827 r.). Stalo sie ono na blisko
1500 lat kanonem wiedzy astronomicznej. W dziele
tym, doskonalac teorie geocentryczna (nieruchoma
Ziemia jest centrum Wszechéwiata i woké! niej kraza
Ksiezyc, Merkury, Wenus, Storice, Mars, Jowisz

i Saturn, wszystkie wewnatrz obracajacej sie sfery
gwiazd stalych (rys. 3)), powiazal Ptolemeusz w jeden
system éwczesne teorie ruchu planet (wprowadzit
pojecie ekwantu i rozpatrywal ruchy po blisko

80 okregach) oraz wskazal metody obliczania ich
przyszlych polozen.
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Schemat geocentrycznego ukiadu wszechéwiata wedlug Ptolemeusza,
2 pominieciem epicykli drugiego rzedu.
Rys. 3

Almagest nie jest napisany w duchu jedynie stusznej
doktryny, lecz jako wynik analizy ogromnego
materialu obserwacyjnego poprzednikéw (m.in.
astronoméw babiloniskich, egipskich) i wyboru -
zdaniem Ptolemeusza — mozliwie najprostszego

i najlepszego opisu.

W éredniowiecznej Europie dominujaca religia byto
chrzescijaristwo, a cala éwczesna wiedza skupiona
byta wéréd kaplanéw (podobnie jak mialo to
miejsce w starozytnym Egipcie). Jednym z celéw
$redniowiecznego badacza (ktéry sila rzeczy byt
kaptanem) byto dopasowanie ,pogariskiej nauki”
przodkéw do ,nauki chrzeécijaniskiej”. Jednak wraz
z dokladniejszymi i dluzszymi obserwacjami nieba
ujawnialo sie coraz wiecej wad teorii Ptolemeusza.
Ratowano ja wymyslnymi konstrukcjami, by
w konicu zdaé sobie sprawe, ze droga ta prowadzi
do nikad. Potrzebna byla nowa koncepcja opisania
Wszechswiata.

* k¥
Mikolaj Kopernik z Torunia (1473-1543 r.) byt
wszechstronnie wyksztalconym kanonikiem, ktérego
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szczegllnie interesowala astronomia. Jako dobry
obserwator nieba i zdolny matematyk dostrzegal
niedociagnigcia systemu Ptolemeusza. Epoka

w ktérej zyt (Odrodzenie) sprzyjata studiowaniu
dziet Starozytnych. Podczas pobytu we Wtoszech,
Kopernik poznat kosmologiczne koncepcje Grekéw,
m.in. ideg Arystarcha, by umieécié Storice w centrum
Wszechéwiata. Intelektualnym wyzwaniem

bylo pytanie: czy umieszczenie Ziemi na sferze
wokolstonecznej i nadanie jej ruchu obrotowego

wraz z rocznym uproéci obliczenia? Kopernik podjal
trud udzielenia na nie odpowiedzi. Wyniki jego
obserwacji i obliczen z lat 15151533 wskazywaly, ze
teoria heliocentryczna (rys. 4) lepiej wyjaénia ruch
Merkurego i Wenus, Ksiezyca wokél Ziemi, precesje
oraz podaje wzgledne wielkoéci orbit poszczegélnych
planet (tab. 1, tab. 2). Jest doktadniejsza i prostsza od
teorii Ptolemeusza, wigc jest od niej lepsza.

Kopernikariski obraz Ukladu Slonecznego z De revolutionibus (1543)

Rys. 4

Planeta Merkury Wenus Ziemia Mars Jowisz Saturn
Wezgledna odlegloéé 0,36 0,72 1 1,5 5 9
od Slorica

wg Kopernika

Srednia wzgledna 0,39 0,72 1 1,62 5.2 9,5
odleglodé

od Slorica wspélezednie

Srednia bezwzgledna 57,9 108,1 149,6 227,9 778,3 1427
odleglogé

od Slorfica w mln km

Tab. 1
Platats Okres obiegu
rzeczywisty wedlug Kopernika

Saturn 29 lat 167 dni 30 lat
Jowisz 11 lat 315 dni 12 lat
Mars 1 rok 322 dni 2 lata
Ziemia 1 rok 1 rok
Wenus 235 dni 270 dni
Merkury 88 dni B0 dni

Tab. 2



Swoja teorie Kopernik oglosil w pracy De
Revolutionibus Orbitum coelestium libri sex

(O obrotach sfer niebieskich ksiag sze$é) wydanej

w 1543 r. w Norymberdze. Praca ta poczatkowo

nie budzila wiekszych emocji (tak naprawde jej

tresé znala i rozumiala tylko garstka ludzi). Dopiero
po kilkudziesieciu latach pojawily sie elementy
potwierdzajace stuszno$é przyjetych przez Kopernika
zatozen: 11.X1.1572 r. Tycho Brahe (1546-1601 r.)
odkrywa w gwiazdozbiorze Kasjopei nowg gwiazde
(by! to wybuch supernowej), w 1577 r. na niebie
pojawia si¢ kometa, za§ w dniach 7-15.01.1610 r.,

za pomoca udoskonalonego przez siebie teleskopu,
Galileusz (1561-1642 r.) odkrywa 4 ksigzyce

Jowisza. Fakty te w polaczeniu z zachodzacymi
przemianami spolecznymi, kulturowymi i dokonujacym
sie postepem, sprawiaja ze teoria Kopernika

(jako najbardziej spektakularne podwazenie
dogmatéw Kosciola i obowiazujacej wowczas

filozofii Arystotelesa) zaczela zagrazaé panujacemu
porzadkowi, w tym przede wszystkim Kosciolowi.

W 1616 r. kardynal Robert Bellarmin (1542-1621 r.)
dziatajac w imieniu Swietego Oficjum oglosit, ze
teoria Kopernika jest ,falszywa i bledna”. Kosciét
dzielo De Revolutionibus...umiedcil na Indeksie Ksiag
Zakazanych, skad zostalo usuniete dopiero w 1828 r.
Kresélac nowy porzadek $wiata, Kopernik (by¢ moze
pod wplywem idei Platona i Arystotelesa) niestety
pozostal przy kolowym ksztalcie orbit i teorii epicykli.
Stalo sie to podstawa uzasadnionej krytyki jego dziela.
Dokonal tego wspomniany juz duniski astronom Brahe.
Prowadzac najdokladniejsze w owym czasie obserwacje
astronomiczne (blad nie przekraczal 1') zauwazyt,

ze nie zgadzaja si¢ one z wyliczeniami opartymi na
teorii Kopernika. Dotyczylo to w szczegélnosci orbity
Marsa. Podjal nawet prébe (nieudana) stworzenia
wlasnego systemu. Gdy przeniést sie do Pragi (na
dwér cesarza Rudolfa II), jego wspétpracownikiem
zostal Kepler (w latach 1600-1601). Keplera cechowat
talent matematyczny i nadzwyczajna skrupulatnosé.
Dysponujac danymi Brahego podjal prébe znalezienia
ksztaltu orbity Marsa odpowiadajacego obserwacjom.
Swoje wyniki, uzyskane dzieki niezwykle Zzmudnym

planeta 2

Rys. 5
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obliczeniom, oglosil w dziele Astronomia nova
w 1609 r. W pracy tej Kepler podaje:

I PRAWO KEPLERA
Orbity wszystkich planet sq elipsami, ze Storicem
potozonym w jednym z ognisk (rys. 5).

II PRAWO KEPLERA

Planety po orbicie poruszajq sie szybciej, gdy znajdujg
sie blizej Storica, a wolniej, gdy sq od niego oddalone,
z zachowaniem nastepujgceej zaleinoéei: linia {gczqcea
Storice z planetg zakredla réune pola w réwnych
czasach (rys. 6).

ruch ruch
wolny szybki

rowne czasy, rowne pola
Rys. 6

Dzieki nim nie trzeba juz w modelu Kopernika
korzystaé z epicykli. Dziesieé lat pdzniej, w 1619 r.
Kepler, przekonany o liczbowej harmonii §wiata,
publikuje prace Harmonices mundi, w ktérej podaje
jeszcze jedna zaleznosc:

III PRAWO KEPLERA

Im dalej od Storica jest orbita planety, tym wolniej

ste planeta porusza, a dokladniej: czas obiegu planety
wokdt Storica (T') podniesiony do kwadratu jest
proporcjonalny do sredniej odleglosci planety od Storica
(a) podniesionej do trzeciej potegi (T? ~ a?).

Za Srednia odlegloéé planety od Slofica przyjmujemy
srednig arytmetyczng dlugosci pélosi elipsy bedacej
orbitg planety. W oryginalnym sformulowaniu Keplera
a oznaczalo dlugos¢ dluzszej pélosi elipsy. Poniewaz
eliptyczne orbity planet tylko nieznacznie réznia sie od
okregéw (np. mimoéréd orbity Marsa wynosi 0,093),
wigc poprawka ta jest natury technicznej. Oczywidcie
prawa Keplera idealizuja (przyblizaja) otaczajaca nas
rzeczywisto$¢ — tory ruchu planet nie sg idealnymi
elipsami (!) — obrazuja to wyniki z tabeli 3.

Srednia odlegloéé Czas obiegu
Planeta od Slofica, a dookola Stofica, T T?/a®
[j.a.] [lata)
Merkury 0,3871 0,241 1,0018
Wenus 0,7233 0,615 0,9994
Ziemia 1,0000 1,000 1,0000
Mars 1,527 1,881 1,002
Jowisz 5,2028 11,862 0,9991
Saturn 9,5388 29,458 0,9998

Tab. 3

W ten oto sposdb, w roku 1619, zostaly uksztaltowany
zasadniczy poglad na budowe naszego Ukladu
Stonecznego, pozostajacy w zgodzie z obserwacjami.
Astronomia stala sie nauks precyzyjniejsza niz
kiedykolwiek przedtem. Brak byto jednak odpowiedzi



na zasadnicze pytanie: co sprawia, ze planety kraza
wokot Stonca po eliptycznych torach?

II. Prawo grawitacji Newtona

Arystoteles wyodrebnia ,$wiat podksiezycowy”

w ktérym wszystkie rzeczy ziemskie daza do $rodka
Ziemi, bo taka jest ich natura, oraz sfere niebieska,
gdzie panuja inne prawa — ciala niebieskie pozostaja
W wiecznym, naturalnym ruchu po okregach.

Zmianeg tego pogladu zapoczatkowaly dopiero

prace Kopernika, Keplera, Kartezjusza, Galileusza.
Kepler, zwolennik teorii heliocentrycznej, uwazal

ze ruch planety wokét Slofica wywotuje pewna sita
animae motriz, ktérej Zrédlem jest Slonce. Jednak
wyjasnien zakrzywienia toru planety upatrywal

w sitach magnetycznych, traktujac planete jak wielki
magnes. Kartezjusz (1569-1650 r.) uwazal, ze caly
Kosmos wypelniony jest substancja (materia) zbyt
subtelna dla naszych zmystéw. Ruch planet wokét
Stofica tlumaczy} zawirowaniami owej subtelnej
materii wypelniajacej przestrzen migdzyplanetarna.
Galileusz chciat odkry¢ , jak dziala Swiat”, wykonujac
eksperymenty, ktérych wyniki mégt analizowaé za
pomocy matematyki. W szczegélnosci badajac ruch
pod wplywem cigzenia ziemskiego wyjasnil, ze za
sprawg bezwladnoéci oraz grawitacji (w postaci jego
prawa spadku cial) tor kazdego pocisku w poblizu
powierzchni Ziemi jest parabola. Robert Hooke
(1635-1703 r.) odkry! (odgadl) od czego i jak zalezy
sita, kt6ra Slonce dziala na planety, ale nie potrafil
tego wykorzysta¢. Dokonal tego Izaak Newton
(1642-1727 r.). Uwaza sie, ze do najistotniejszych
swoich idei (fizycznych i matematycznych) doszed!
on w latach 1665-1666 (czyli majac mniej niz 25 lat)
podczas pobytu w rodzinnym Woolsthorpe, dokad
uciekl przed szalejaca w Cambridge dzuma. W latach
nastepnych doskonalit swoja teorie, by ostatecznie

w 1687 roku, za namowg i przy finansowym wsparciu
przyjaciela Edmunda Halleya (1656-1742 r.), wydaé
dzieto Philisophiae naturalis principia mathematica
(Matematyczne podstawy filozofii przyrody). Praca
ta, podsumowujaca dokonania Newtona w zakresie
mechaniki i grawitacji sktada sie z trzech ksiag
opatrzonych wstepem i jest napisana po lacinie. We
wstepie w formie postulatywnej sformulowane sg
zasady dynamiki:

I PRAWO NEWTONA

Kazde cialo trwa w stanie spoczynku lub ruchu
Jednostajnego po linii prostej, dopdki nie zostanie
zmuszone do zmiany tego stanu przez praytozone do
niego sity.

II PRAWO NEWTONA

Zmiana ruchy jest proporcjonalna do przytozonej sily
poruszajgcej © dokonuje sie w kierunku linii prostej,
wzdtuz ktdrej przytozono site.

III PRAWO NEWTONA

Kazdej akcji towarzyszy zawsze przeciwnie skierowana
i réwna co do wartosci reakcja; innymi stowy,
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wzajemne oddziatywania dwdch ciat na siebie 8g zawsze
rdwne co do wartodci 1 skierowane przeciwnie.

Zasadnicza czescig Principidw jest Ksiega I, ktéra
zawiera teorig ruchu planet. W niej to pojawia sie
prawo grawitacji wydedukowane z przyjetych przez
Newtona praw oraz II i III prawa Keplera.

* ok ok

Najpierw pokazemy, ze z I i IT prawa Newtona oraz II
prawa Keplera wynika, ze sita grawitacji dzialajaca na
planetg jest skierowana ku Storicu.

Niech S (rys. 7) oznacza pozycje Stofica (,nieruchome
centrum sily”), za$§ punkty A, B, C, ... odpowiadaja
kolejnym potozeniom planety krazacej wokét Stofica
w jednakowych (!) odstepach czasu At. Gdyby

na planetg nie dzialala 7adna sita, to po czasie At
przemiescilaby si¢ ona z punktu 4 do punktu B,

a nastgpnie w takim samym czasie i w identycznych
warunkach, przemiescitaby sig po linii prostej (bedacej
przedtuzeniem odcinka AB) z punktu B do punktu
B', przy czym |AB| = |BB'|. Tak jednak sie nie
dzieje, gdyz w punkcie B na planete dziala impuls
sily grawitacyjnej skierowanej do Stofica. Ruch
planety w czasie At, ktéry nastapiltby pod nieobecnoéé
sily grawitacyjnej Slofica (wzdtuz BB') oraz ruch
wywolany ta sila (wzdtuz BS), tworza réwnolegtobok,
ktérego przekatna — odcinek BC' - odpowiada
»rzeczywistemu” ruchowi planety.

Bf
réwnoleglobok & .+ Tuch
>\’_ bezwladno$ciowy
it v ruch
P e B rzeczywisty

I ruch

o i Vi wywolany sita

s A
Rys. 7

Zauwazmy teraz, ze trzy punkty S, A, B wyznaczaja
plaszczyzne. Punkt B', jako lezacy na przedtuzeniu
odcinka AB, nalezy do tej plaszczyzny. Gwarantuje
to, Ze nalezy do niej réwniez punkt C. Zatem orbita
planety lezy zawsze na plaszczyZnie. Nastepnie
korzystajac z elementarnej geometrii widzimy, ze
tréjkaty ASAB i ASBB' maja réwne pola, bo
maja wspdlng podstawe SB i réwne wysokoéci.
Podobnie tréjkaty ASBB’ i ASBC maja réwne
pola, gdyz maja wspélng postawe SB i wysokosé
trojkata ASBC poprowadzona z wierzchotka C jest
réwna wysokosci tréjkata ASBB’ poprowadzonej

z wierzcholtka B’. Stosujac to rozumowanie do coraz
krétszych, réwnych czaséw, otrzymujemy nie tylko
lepsze przyblizenie orbity planety, ale i to, ze planeta
w réwnych odstepach czasu zakreéla na orbicie réwne
pola. (Gdyby sila grawitacji nie byla skierowana ku
Stonicu, to otrzymalibyémy sprzecznosé z II prawem
Keplera.)

Zajmiemy si¢ teraz wykazaniem zaleznosci sity
grawitacji od odlegtoéci.



W kazdym z punktéw A, B, ... planeta ma okreslona
predkosé. Mozemy ja interpretowaé jako wektor
zaczepiony w punkcie A i réwnolegly do odcinka AB,
jako wektor zaczepiony w punkcie B i réwnolegly do
odcinka BC, itd. Zgodnie z IT prawem Newtona:

1. w punkcie B nastapil impuls dzialania sity
grawitacyjnej skierowanej ku Sloncu, co wywolalo
zmiane predkosci o wektor Av, réwnolegly do
odcinka 5 B;

2. ta zmiana predkosci jest proporcjonalna do wielkosci
tej sily (im wigksza jest sita F', tym wigksza jest
zmiana Av): F ~ Av.

Rozwazmy mozliwie najprostszy przypadek, gdy
orbita planety jest okregiem. Wéwczas planeta
porusza sie z jednakowa predkoécia v po calej orbicie

i wektory predkosci zaczepione w punktach 4, B, ...
po przeniesieniu ich do jednego punktu utworza
wielokat foremny wpisany w okrag o promieniu v,
tzw. hodograf. Skoro predko$¢ planety dana jest jako
iloraz przebytej odleglosci i czasu trwania ruchu, wiec
podobnie zmiana predkoéci dana jest przez ruch konica
wektora predkosci (na hodografie). Gdy T jest czasem
potrzebnym na zakre§lenie przez planete pelnej orbity,
to zmiana predkosci Av jest réwna obwodowi 27 v
podzielonemu przez T. Oznacza to, ze

27
F~—.v
7Y
Jezeli promieni orbity wynosi r, to predkosé z jaka
planeta obiega Storice jest réwna v = 2, zatem

T
F i (2?‘1’)2 o T‘a‘

Uwzgledniajac teraz 111 prawo Keplera (T2 ~ r3)),
otrzymujemy zaleznosc:

F ~ (27)

sila jest proporcjonalna do odwrotnosci kwadratu
odlegloséci od Stoiica! Mamy wiec

PRAWO GRAWITACJI NEWTONA

Sita, ktdéra planete stale odcigga od ruchu po

linti prostej 1 utrzymuge jg na swojej orbicie, jest
skierowana ku Storicu i jest odwrotnie proporcjonalna
do kwadratu odlegtoéci planety od Storica.

2 1
'E’

* %k ¥k
W tym miejscu wypada uczynié¢ dwie uwagi.

Po pierwsze. Przedstawione tutaj rozumowanie
zawiera niebanalne uproszczenie. W rzeczywistosci
zadne cialo w przyrodzie nie jest punktem, ma
okresélony ksztalt, wymiary. Zatem sila grawitacji
dzialajaca miedzy takimi cialami powinna zalezed
od przestrzennego rozkladu masy w tych cialach.
Zdawal sobie z tego sprawe Newton i rozwigzanie
tego problemu moglo by¢ jednym z powodéw, dla
ktérych (blisko dwadziescia lat) zwlekal z publikacja
Principidw. Ostatecznie Newton pokazal, ze sila
przyciggania miedzy dwoma cialami kulistymi

o jednorodnym rozkladzie gestosci jest taka sama,
jak byémy mase kazdego z tych cial skoncentrowali
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w ich srodkach ciezkosci. Pozwala to traktowaé
Storice i planety jak punkty, w ktérych skupione sg
odpowiednie masy.

Po drugie. Sila przyciaggania jest proporcjonalna do
masy planety. Zatem w oparciu o III prawo Newtona
jest ona réwniez proporcjonalna do masy Slorica.
Wspélczesnie wyrazamy to wzorem F = G %’3,
gdzie G jest uniwersalna staly grawitacji, taka

samg dla dowolnych dwdch cial. Tego ostatniego

nie wiedzial nikt w XVII wieku. Dopiero Henry
Cavendish (1731-1810 r.), majac blisko 70 lat,
wykonal doswiadczenie, dzieki ktéremu jako pierwszy
dokonat pomiaru wspélczynnika G.

Na szczescie bez tych dodatkowych informacji mozemy
z prawa grawitacji Newtona wywnioskowaé jaki
powinien by¢ ksztalt orbit, po ktérych poruszaja sie
planety. W tym celu przypomnimy kilka. ..

IT1. Wtasnosci elips

Korzystaé bedziemy z nastepujacych okreslen (rys. 8,
9):

e elipsa nazywamy zbidr punktéw plaszczyzny, dla
ktérych suma ich odlegtosci od dwdéch ustalonych
punktéw (zwanych ogniskami) jest stata;

e styczna do elipsy nazywamy prosta nieograniczona,
ktéra z elipsg ma dokladnie jeden punkt wspélny.

P
Rys. 8
styczna w tym punkcie
linia
styczna
krzywa yel
Rys. 9

Poczynimy teraz kilka obserwacji:

OBSERWACJA 1

Wsréd dwdch elips o identycznych ogniskach, ta ktdrej
suma odlegtosci jej punktdw od ognisk jest mniejsza
lezy w obszarze ograniczonym drugg elipsg.

OBSERWACJA 2
Niech prosta k bedzie styczng do elipsy w punkcie P,
za$§ F 1 F' niech bedg ogniskami tej elipsy. Jezeli punkt



F" jest symetryczny do punkty F wzgledem proste;j k,
to punkt P nalezy do odcinka F'F" .

DOWOD. Gdyby odcinek F'F" przecinal prosta k
w punkcie @ réznym od punktu P, to byloby:

|FQ| + |F'Q| > |[FP|+|F'P|,
bo € lezy na zewnatrz elipsy (obserwacja 1),
IFQ| +|F'Q| = |[F"Q| + |QF'| = |F"F'|
< |F"P|+ |PF'| =|FP| + |F'P|.

Otrzymana sprzeczno$é dowodzi, ze Q@ = P. &

OBSERWACIJA 3
Dla kazdego punktu elipsy istnieje doktadnie jedna
styczna do tej elipsy w tym punkcie.

DOWOD. Zalézmy, ze istnieja dwie rézne styczne m
oraz n do elipsy w punkcie P. Niech G bedzie obrazem
ogniska F przez symetri¢ wzgledem prostej m, zaé H
obrazem ogniska F' przez symetri¢ wzgledem prostej 7.
Woéwcezas zgodnie z Obserwacja 2 punkt P, nalezy do
odcinkéw F'G oraz F'H. Jest to niemozliwe, bo dwa
punkty P i F' jednoznacznie wyznaczaja prosta. &

OBSERWACJA 4 :

Odcinek tgczqcey ognisko F' z punktem P nalezgcym
do elipsy, tworzy ze styczng do elipsy w punkcie P
taki sam kgt jaki tworzy z tg styczng odcinek fgczqey
ognisko F' z punktem P.

DOWOD. Patrz na rysunek 10.

Rys. 10

OBSERWACJA 5

Jezeli promiert Swiatta wychodzgey z punktu F po
odbiciu si¢ od krzywej K trafia do punktu F', to krzywa
ta jest elipsq o ogniskach F i F'.

DOWOD. Z punktu F’ zakreslamy okrag O

o promieniu r > |FF’|. Na okregu O wybieramy
dowolny punkt Q (nie lezacy na przedluzeniu odcinka
FF') i prowadzimy odcinki QF i QF'. Nastepnie
kreslimy symetralng odcinka QF, ktéra przecina
odcinek QF' w punkcie P (rys. 11.).

37

Rys. 11

Wéwczas promieri wychodzacy z punktu F, odbijajac
si¢ od symetralnej w punkcie P trafia do punktu

F' (w my$l reguly: kgt padania jest réwny katowi
odbicia). Ponadto, gdy punkt Q przemierzy caly

okrag (z wyjatkiem punktéw lezacych na przedtuzeniu
odcinka FF'), to punkty P wyznaczone za pomoca
wyzej opisanej konstrukcji zakreslaja elipsg (bez dwéch
punktéw), gdyz dla kazdego punktu P mamy:

|FP|+|PF'| = |QP| + |PF'| = |QF'| =r. &

Oczywiscie istnieje nieskoficzenie wiele elips
spelniajacych opisane wyzej warunki w zaleznosci od
wybrane]j wartodci r > |FF’|, i wszystkie one beda
mialy taki sam ksztalt.

1V. Epilog wedtug Feynmana

Data 13 marca 1964 r. opatrzone s3 notatki Richarda
P. Feynman (1918-1988 r.) do jego wyktadu pt. Ruch
planet wokdt Storica, ktéry wyglosit dla studentéw
Caltechu (California Institute of Technology).
Feynman oparl wyklad na analizie diagramu potozen
(toru ruchu) planety oraz diagramu predkodci
planety. Pomyst takiego postepowania przypisuje sie
Williamowi R. Hamiltonowi (18051865 r.). Diagram
predkoéci otrzymujemy przenoszac wektory predkosci
z odpowiadajacego im fragmentu orbity (diagramu
polozeri) na bok, tak aby wszystkie miaty wspélny
poczatek.

ETAPI
W czasie, gdy promieri wodzgcy planety zakresla
réume kgty, mamy do czynienia z réwnymi zmianami

predkosci.

Orbitg planety dzielimy promieniami wodzacymi
wychodzacymi ze Storica tak, by wszystkie katy

$rodkowe byly réwne. Wedtug II prawa Keplera
(planeta zakresla réwne pola w réwnych czasach)

At ~ (zakre$lony obszar).

Wiemy, ze planeta porusza si¢ szybciej, gdy znajduje
si¢ blizej Stonica. Aby zobaczyé o ile szybciej,
musimy poréwnaé pola tréjkatéw AGSH i AWSX
(rys. 12.), poniewaz czasy ruchu sa proporcjonalne do
zakreslonych pdél.



Rys. 12

W tym celu odbijajac symetrycznie tréjkat AWSX
wzgledem dwusiecznej /X SG nakladamy go na
tréjkat AGSH. Nastepnie na ramionach kata W5SX
(za pomoca odcinka W'X' réwnoleglego do odcinka
GH) odkladamy tréjkat AW'SX’, podobny do
tréjkata AGSH i taki, ze |AW'SX'| = |AWSX]|.
Qdcinki WX i W’ X' przecinaja sie w punkcie 77,
ktéry taczymy z S. Odcinek SZ' przecina odcinek
GH w punkcie Z. Wéwczas zgodnie z wlasnodciami
figur podobnych: tréjkaty AW'SX’, AGSH maja
pola proporcjonalne, odpowiednio, do kwadratéw
dtugoéci |SZ’| oraz |SZ|. Gdy zmniejszamy katy
srodkowe, wéwcezas dtugodci odcinkéw |SZ'| oraz
|SZ| coraz dokladniej przyblizaja odleglos¢ planety
od Stofica. Otrzymujemy zatem zaleznos¢: pole
zakreslone przez promien wodzacy planety jest
proporcjonalne do kwadratu odleglosci planety od
Storica, a w konsekwencji
At ~ 7.
Rozwazmy teraz zmiane predkosci Av planety, gdy
promieri wodzacy zakre$la ustalony kat srodkowy. Im
wieksza jest sita F' tym wigksza jest zmiana Av, poza
tym im dluzszy jest czas At jej dzialania, tym wigksza
jest zmiana predkosci Av:
Av ~ F - At.
Poniewaz F' ~ r2 oraz At ~ r?, wiec
Av~r2.p? =1,
Oznacza to, ze zmiana predkoéci Av nie zalezy wcale
od r, odlegtoéci planety od Storica!

ETAP II
Kazdej orbicie planety dozwolonej przez prawo
grawitacji Newtona odpowiada hodograf majgcy ksztatt

okregu.

Tor planety dzielimy promieniami wodzacymi tak,
by wszystkie katy srodkowe byly réwne (rézne sa
czasy pokonywania ich przez planete). Wszystkie
zmiany predkosci Av sa skierowane ku Sloficu i maja
dokladnie taks sama wartoéé wzdluz calej orbity.

W tej sytuacji rysujemy hodograf planety (rys. 13.).
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k J

te lini¢ konstruujemy 4

tak, aby byla
réwnolegla do tej
K ~| [y "
VK
%- ten kat jest
taki sam jak ten

J L

(diagram potozen) (hodograf)

Rys. 13

Kazdy bok hodografu (odcinek taczacy korice dwéch
kolejnych wektoréw predkosci) ma taka sama dlugosé
(proporcjonalng do wartosci Av) i jest réwnolegly
do jednej z linii laczacych na torze Slofice z planeta.
Ponadto katy zewnetrzne pomiedzy dwoma kolejnymi
bokami na hodografie s wszedzie takie same (maja
miare kata srodkowego). Zatem hodograf jest
wielokatem foremnym (!). Jednak poczatek wektoréw
predkoéci nie znajduje sie w érodku okregu opisanego
na tym wielokacie (rys. 14.).

ten kat zewnetrzny k 7

jest réwny temu
T

i tak dalej ——
dookota figury

nastepny
fragment figury l

Rys. 14

Gdy bedziemy zmniejszaé miare katéw srodkowych
na diagramie polozen, to zaréwno tor ruchu planety
jak i hodograf beda bardziej zblizone do krzywych
gladkich. Poniewaz hodograf jest wielokatem
foremnym, wigec w tym przypadku graniczna krzywa
jest okrag.

ETAP III
Prawo grawitacji Newtona prowadz do wniosku, ze
orbity planet sq eliptyczne.

Rozpoczniemy od ustalenia pewnej zaleznosci miedzy
diagramem polozeri, a hodografem (rys. 15.). Jezeli
punktowi P na diagramie polozen odpowiada wektor
predkoéci 7p, na hodografie odcinek OP’, to wéwczas
LJSP =(J'CP'.



to jest zawsze
rownolegle
do tego

jest zawsze

réwny temu
J
5
(diagram polozef) (hodograf)
Rys. 15

Wynika to z nastepujacej obserwacji. W utworzonym
hodografie prowadzimy promienie (!) z punktu C -
bedacego $rodkiem okregu opisanego na powstalym
tam wielokacie foremnym - do wierzchotkéw tego
wielokata. Liczba bokéw tego wielokata foremnego
Jjest réwna liczbie katéw srodkowych na diagramie
polozer. Zatem miara kata érodkowego o wierzcholku
C opartego na boku wielokata jest réwna mierze kata
érodkowego na diagramie polozen, a stad juz wynika
oczekiwana réwnosé katéw,

Z etapu II wiemy, ze planecie odpowiada jej hodograf
- kolo o srodku w punkcie C i punkt wewnetrzny kota
O # C. Wéwczas dla dowolnego punktu P’ na brzegu
kota (rys. 15):

- odcinek OP' ma diugos¢ proporcjonalng do
predkosci planety w punkcie P na diagramie polozen,

— odcinek OP' ma taki sam kierunek jak wektor
predkoéci planety w punkcie P na diagramie polozen
(jest to wiec kierunek stycznej do toru ruchu planety
znajdujace] sie w punkcie P),

~ zachodzi |£JSP| = |LJ'CP|.

Wynika stad, ze dla kazdego kata © znamy kierunek
stycznej do orbity, ktdra chcemy skonstruowaé. Ksztalt
takiej orbity (o zadanym kierunku stycznej w kazdym
jej punkcie) mozemy opisaé na hodografie. Bedzie on
podobny do rzeczywistego toru planety. Konstrukcje
poszukiwanej krzywej oprzemy na Obserwacji 5.
W tym celu obracamy hodograf wokét punktu C
0 90° zgodnie z ruchem wskazéwek zegara (rys. 16).
Wéwezas (patrzac na hodograf) stwierdzamy, ze
planeta znajduje sic w pewnym punkcie na kierunku
kierunek predkosci
w punkcie P,
styczny do krzywej

J.’

Rys. 16
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OP’, za$ symetralna odcinka OP' wyznacza kierunek
stycznej do toru tej planety w tym punkcie.

Warunki te spetnione s3 w punkcie P lezagcym na
Pprzecigeiu symetralnej z odcinkiem OP’. Ponadto dla
kazdego tak otrzymanego punktu P, mamy (rys. 17)

|OP| + |CP| = (promien okregu z hodografu).

Ay
~
=

Gdy P’ przemieszcza sig po okregu do Q', punkt przeciecia zmierza
od P do Q kreélac orbite.

Rys. 17

Oznacza to, ze gdy punkt P’ przemieszcza sie do
punktu Q' wzdtuz brzegu hodografu, to punkt
przecigcia P zmierza do punktu Q kreslac elipse. &

L I

W ten oto sposéb, uzywajac elementarnej geometrii
na plaszczyinie rozwigzany zostat pewien przypadek
tzw. zagadnienia dwdch ciat: dla danych dwéch
przyciagajacych si¢ silami grawitacji punktéw
materialnych (Slorica i Ziemi), majac dane ich
predkosci poczatkowe i polozenia, mozemy okreglié
ich ruch. (Problem ten jest nadal inspirujacy — do dzig
nie znane jest rozwigzane tzw. zagadnienia trzech ciat:
dla danych potozeri i predkosci poczatkowych trzech
punktéw materialnych, przyciagajacych sie sitami
grawitacji, wyznaczy¢ ich ruch.) Mozliwe to bylo
dzigki prawom Keplera i Newtona, uzyskanym jakze
odmiennymi drogami. Prawa Keplera majg charakter
empiryczny, sa uogdlnieniami obserwacji nieba.
Natomiast dla Newtona jego intelektualne spekulacje
dotyczace prawdziwej natury fizycznej rzeczywistosci:
zwiazkéw miedzy materia, sila i ruchem, okazg sie
prawdziwe, gdy zachowanie cial wydedukowane

z przyjetych regul znajdzie potwierdzenie

w przyrodzie. I stato sig, w roku 1687 w Principiach,
Newton wykazal, ze przyjete przez niego reguly
znajduja potwierdzenie w skali astronomicznej!
Wydawalo sig, ze wreszcie zostaly odkryte ,zasady
dzialania $wiata”. Prawa Newtona pozwalaly
wyjasni¢ wiele zjawisk, np.: przyplywéw i odplywéw
morza, drgai cial sprezystych, ruchu w atmosferze

z uwzglednieniem oporu osrodka, rozmaitych
probleméw akustyki, hydrodynamiki. ... Byl to
wielki triumf fizyki - trzy proste prawa zadowalajaco
wyjasnialy wielks rozmaitoéé obserwowanych zjawisk.
Najbardziej spektakularne potwierdzenie mechaniki
Newtona mialo dopiero nastapi¢. W 1781 roku



William F. Herschel (1738-1822 r.) odkry! planete
Uran (byla to pierwsza planeta dolaczona do

listy planet znanych w Starozytnosci). Wkrétce
zauwazono niezgodno$¢ miedzy obserwowanym

a przewidywanym przez obliczenia polozeniem Urana
- mimo, ze uwzgledniono wplyw wszystkich znanych
planet. W 1845 roku John C. Adams (1819-1892 r.)
w Cambridge oraz Urbain J. Leverrier (1811-1877 r.)
w Paryzu, prowadzac niezalezne analizy tych zakldcen,
teoretycznie (!) stwierdzili istnienie nie znanej jeszcze
planety (Neptuna). Okreélili jej polozenie oraz
przyblizone elementy orbity. Byl to istny majstersztyk
matematyczny w dziejach astronomii. 23.09.1846 roku
istnienie Neptuna zostalo potwierdzone obserwacjami
astronomicznymi. Podobnie w 1930 roku odkryto
kolejna planete — Plutona, ktéra by¢ moze nie jest
najbardziej zewnetrzng planetg naszego Ukladu
Slonecznego. Na przelomie XIX i XX wieku okazalo
sie, ze mechanika Newtona niestety zawodzi przy
opisywaniu zjawisk w bardzo malej skali (proceséw
zachodzacych we wnetrzu atoméw), przy bardzo

40

duzych predkosciach (rzedu predkosci $wiatla) czy

tez bardzo duzych gestoiciach (czarne dziury).
Doprowadzilo to do powstania mechaniki kwantowej
oraz szczegdlnej i ogdlnej teorii wzglednosci, ale to juz
calkiem inna historia. ..
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