Parabola

Definicja. Parabolg nazywamy zbiér tych punktéw
P, ktérych odleglo$é od ustalonego punktu S jest
réwna odleglosci od ustalonej prostej k. Punkt

S nazywamy wtedy ogniskiem paraboli, prosta k
nazywamy kierownicg paraboli.
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Nietrudno wykazaé, ze parabola jest figura
symetryczna wzgledem prostej prostopadtej do
kierownicy i przechodzacej przez ognisko. Te prosta
nazywamy osig paraboli. Punkt przeciecia paraboli
z jej osig nazywamy wierzchotkiem paraboli.

Whprost z definicji paraboli wynika, ze kazda prosta
réwnolegta do kierownicy przecina parabole w co
najwyzej dwoéch punktach.

Jesli punkt M jest rzutem punktu P na kierownice,
to wprost z definicji paraboli wynika, ze punkt

P lezy na symetralnej odcinka SM. Zatem kazda
prosta prostopadla do kierownicy przecina parabole
w dokladnie jednym punkcie.

Definicja. Niech P bedzie punktem lezacym na
paraboli. Styczng do tej paraboli w punkcie P
nazywamy prosta nieréwnolegla do osi paraboli

i majaca z parabolg tylko jeden punkt wspélny.
Cigciwg paraboli nazywamy dowolny odcinek, ktérego
konice leza na paraboli.

Twierdzenie. Punkty P i @ leza na paraboli

o ognisku S i kierownicy k. Prosta PQ przecina
kierownice k w punkcie K, prosta PS przecina
kierownice k w punkcie L. Wtedy odcinek SK jest
dwusieczng kata zewnetrznego LSQ w tréjkacie SPQ.

/

Wojciech GUZICKI, Warszawa

Dowéd. Niech punkty M i N beda odpowiednio
rzutami punktéw P i @ na kierownice k. Z twierdzenia
Talesa wynika, ze
PM _ PK
QN ~ QK’
Z definicji paraboli mamy:
PM =PS oraz QN = Q5.

Zat
avem PS PK

QS ~ QK
1 teza twierdzenia wynika z twierdzenia o dwusiecznej
kata zewnetrznego w tréjkacie.

Whniosek. Prosta nieréwnolegla do kierownicy
paraboli przecina parabole w co najwyzej dwéch
punktach.

Zajmiemy si¢ teraz problemem istnienia stycznych

do paraboli. Najpierw wykazemy, ze w kazdym
punkcie paraboli istnieje co najmniej jedna styczna do
paraboli, a nastepnie wykazemy, ze istnieje doktadnie
jedna styczna.

Twierdzenie. Dla kazdego punktu P lezacego na
paraboli istnieje styczna do paraboli w tym punkcie.

Dowéd. Nietrudno zauwazyé, ze prosta réwnolegla do
kierownicy i przechodzaca przez wierzchotek paraboli
ma tylko jeden punkt wspdlny z paraboly. Jest wiec
styczng w wierzchotku. Przypu$émy nastepnie, ze
punkt P jest rézny od wierzchotka. Niech M bedzie
rzutem punktu P na kierownice k i niech S bedzie
ogniskiem paraboli. PoprowadZmy dwusieczna kata
MPS i niech K bedzie punktem przeciecia tej
dwusiecznej z kierownica paraboli.
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Tréjkaty KM P i KSP sg przystajace, gdyz

PM = PS, bok PK jest wspdlny i katy KPM i KPS
sg réwne. Zatem kat K SP jest prosty. Gdyby prosta
PK przecinata parabole w jakim$ innym punkcie

P, to odcinek SK musiatby byé dwusieczna kata
zewnetrznego w tréjkacie SPP’, co jednak jest
niemozliwe. Zatem punkt P jest jedynym punktem
wspdlnym prostej PK i paraboli, czyli prosta PK jest
styczna do paraboli,



Twierdzenie. Dla kazdego punktu P lezacego na
paraboli istnieje tylko jedna styczna do paraboli w tym
punkcie.

Dowdéd. Niech P bedzie punktem lezacym na paraboli
o kierownicy k i ognisku S. Niech M bedzie rzutem
punktu P na kierownice k i niech L bedzie takim
punktem kierownicy, ze prosta PL jest prosta styczng
do paraboli w punkcie P. Wykazemy, ze prosta PL
jest dwusieczng kata M PS.

Przypusémy zatem, ze prosta PL nie jest dwusieczng
kata M PS. Wynika stad, ze kat LS P nie jest prosty.
Wynika stad, ze na prostej PL istnieje taki punkt Q,
ze odcinek SL jest dwusieczna kata zewnetrznego S
w trdjkacie SPQ. Jedno mozliwe polozenie punktu @
jest pokazane na rysunku:

Punkt Q zostal wybrany tak, by katy T'SL i LSQ
byly réwne. (Mozliwe jest tez inne polozenie

punktu @, mianowicie na pélprostej LP za

punktem P; rozpatrzenie tego przypadku pozostawimy
Czytelnikowi.) Wtedy z twierdzenia o dwusiecznej kata
zewnetrznego w tréjkacie SPQ mamy

LP _sP
L@ SQ
Z twierdzenia Talesa wynika, ze
LP_PM
LQ QN
Wreszcie z definicji paraboli mamy
PM = SP.
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Stad wynika, ze SQ = QN, czyli ze punkt Q lezy
na paraboli, co przeczy zalozeniu, ze prosta PL jest
styczna do paraboli.

Teraz bedziemy zmierzaé do wyznaczenia pola odcinka
paraboli, tzn. pola czesci plaszezyzny ograniczonej
cigciwg i tukiem paraboli. Zastosujemy metode
nWyczerpywania”, pochodzaca od Eudoksosa (por.

M. Kordos, Wyklady z historii matematyki, str.
75-76).

Twierdzenie. Niech styczne do paraboli w punktach
P i Q przecinaja si¢ w punkcie 0. Wtedy prosta
réwnolegta do osi paraboli i przechodzaca przez punkt
O potowi cigciwe PQ.

Dowéd. Niech M i N beda rzutami punktéw P i Q
na kierownicg paraboli. Polaczmy nastepnie punkt O
z punktami M, S i N. Polaczmy réwniez ognisko S

z punktami P i Q. Niech prosta [, przechodzaca przez
punkt O, bedzie réwnolegta do osi paraboli. Oznaczmy
przez K i R punkty przecigcia prostej [ z kierownica k
iz cieciwg PQ).

Tréjkaty OM P i OSP sa przystajace, gdyz maja
wspolny bok OP, réwne boki M P i §P oraz réwne
katy OPM i OPS. Zatem OM = 0S. W podobny
sposéb pokazujemy, ze ON = OS. Tréjkat ONM
jest wigc tréjkatem réwnoramiennym. Poniewaz
prosta OR jest réwnolegla do osi paraboli, wiec jest
prostopadta do kierownicy. Odcinek OK jest wiec
wysokoscig w tréjkacie réwnoramiennym ONM, skad
wynika, ze MK = NK. Z twierdzenia Talesa wynika,
ze PR = QR, co koniczy dowéd twierdzenia.



Twierdzenie. Niech styczne do paraboli w punktach
P i @ przecinaja sie w punkcie O. Niech prosta |
réwnolegla do osi paraboli i przechodzaca przez punkt
O przecina parabole w punkcie T. Wtedy styczna do
paraboli w punkcie T jest réwnolegla do cieciwy PQ.

UviiPQ

Dowdd. PoprowadZzmy cieciwe TP i prostg réwnolegla
do osi paraboli przechodzaca przez punkt U.
Oznaczmy przez W punkt przeciecia tej prostej

z cieciwg TP.

Odcinki UP i UT sa styczne do paraboli. Zatem
prosta UW polowi cieciwe PT, czyli PW = WT.
Proste UW i OR sa réwnolegle, bo obie s3 réwnolegle
do osi paraboli. Zatem z twierdzenia Talesa wynika,
ze PU = OU. W podobny sposéb pokazujemy, ze

QV = OV. Jeszcze raz stosujemy twierdzenie Talesa

i stwierdzamy, ze PQ || UV.

Whiosek. Przy powyzszych oznaczeniach zachodzi
réwnos¢ OT = TR.

Whniosek. Oznaczmy przez Z punkt przeciecia prostej

UW z parabola. Wtiedy pole tréjkata TPZ jest osiem
razy mniejsze od pola tréjkata TQP.
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Dowéd. Z poprzedniego wniosku wynika, Ze

UZ = ZW. Zatem pole tréjkata ZW P jest polowa
pola tréjkata UW P. Nastepnie zauwazamy, ze pole
tréjkata UW P jest cztery razy mniejsze od pola
tréjkata OT P. Teraz wystarczy zauwazy¢, ze pola
tréjkatéw OT'P i TRP sg réwne.

‘Whniosek. Pole tréjkata TPZ jest osiem razy mniejsze
od pola tréjkata QPT.

Teraz mozemy juz obliczyé pole odcinka paraboli.
Rozpatrzmy cze$¢ plaszczyzny ograniczona cieciwa PQ
i lukiem paraboli PZT X (). Prowadzimy styczng AB
réwnolegty do cieciwy PQ i budujemy réwnoleglobok
ABQP tak, by boki AP i BQ byly réwnolegle do osi
paraboli. W ten sposéb bedziemy mogli skorzystaé z
ostatnich dwéch wnioskdw. Nastepnie powtarzamy to
postepowanie dla cigciw TP i TQ itd.

Wiemy juz, ze pola tréjkatéw TPZ i TQX sa osiem
razy mniejsze od pola tréjkata TQP. Lacznie pola
tych dwéch mniejszych tréjkatéw stanowia czwarta
czeSé pola tréjkata T'QP. Nastepnie zauwazamy, ze
pole tréjkata TQP stanowi wiecej niz polowe odcinka
paraboli (bo jest polows pola réwnolegloboku BQPA,
a pole odcinka paraboli jest oczywiscie mniejsze od
pola tego réwnolegloboku) i tak samo bedzie dla
nastepnych tréjkatéw. Zatem z metody wyczerpywania
Eudoksosa (por. M. Kordos, Wyktady z historii
matematyki, str. 73 — 75) wynika, ze pole paraboli
bedzie réwne sumie pél tréjkata TQP, tréjkatow TPZ
i TXQ i tak dalej. Zatem jest ono réwne :

1 1 4
SQTQP'(1+Z+I’6+---)=§‘S/_\.TQP=
2
3

= 7 - SaBqp



