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Grupy generowane przez odbicia,
uklady pierwiastkéw i algebry Liego
Henryk ZOLADEK, Warszawa

1. Odbicia w przestrzeni euklidesowej

Rozwazmy przestrzen euklidesowa R™ wyposazona w iloczyn skalarny (-,-).
Odbiciem ortogonalnym w tej przestrzeni nazywamy przeksztalcenie postaci

(QTﬁ)

o—sga=a—2-——=f

(AB?IB)

Jest to odbicie wzdluz prostej przechodzacej przez wektor 8 € R" \ 0 i wzgledem
hiperptaszczyzny Hg prostopadlej do 8 (rysunek 1).

Jest oczywiste, ze sg jest liniowa izometria (przeksztalceniem ortogonalnym)
i ze 55 = s 0 sg = 1(=id). To znaczy, ze s ma rzad 2 w grupie O(n, R)
przeksztalcen ortogonalnych R™.

Bedziemy badaé skoficzone podgrupy W grupy O(n,R) generowane przez
odbicia. Podamy kilka przyktadéw takich grup.

(a) Grupa dihedralna (albo dwuscienna) Io(m). (Ta grupa jest czasami
oznaczana przez Dy, ). Jest to grupa przeksztalced ortogonalnych plaszczyzny,
ktére zachowuja m-bok foremny o $rodku w poczatku ukladu wspéhrzednych.
Ta grupa zawiera m obrotéw (o wielokrotnosci kata 27 /m) i m odbi¢ wzgledem
osi symetrii wielokata. Obroty tworza normalna podgrupe cykliczna indeksu 2
generowang przez obrét o kat 27/m. Poniewaz to ostatnie przeksztalcenie jest
ziozeniem odbi¢ wzgledem dwdch sasiednich osi (z katem 7/m pomiedzy nimi),
wiec cala grupa Dy, jest generowana przez odbicia (rysunek 2).

(b) Grupa A,. Rozwazmy grupe symetryczng S(n + 1) (permutacji zbioru
(n + 1)-elementowego). Mozna ja traktowaé jako podgrupe grupy ortogonalnej
O(n + 1,R); po prostu elementy m € S(n + 1) permutuja wektory bazowe

e; = (0,...,0, i,O, .+, 0), Te; = ex(;). Grupa S(n + 1) jest generowana przez
transpozycje (i7). Kazda taka transpozycja odpowiada odbiciu wzgledem
hiperptaszczyzny {z = (21,...,%n41) : 2; = 2;} | wzdluz wektora e; — €;
(rysunek 3).

Zauwazmy teraz, Ze n—wymiarowa przestrzen R >~ {z : 21 + ... + 2p41 = 0}
(prostopadia do wektora e; + ...+ en41) jest niezmiennicza wzgledem dzialania
grupy S(n + 1) (bo wektor e; + ... + en41 jest niezmienniczy).

Zatem mamy wtozenie grupy S(n + 1) w O(n,R). Obraz tego wlozenia jest
grupa A,. ¥

(c) Grupa B,. Jest ona generowana przez grupe S(n) dzialajaca w R® (poprzez
permutacje wektoréw bazowych) i przez odbicia postaci e; — —e;, €; — ej, j # i
(zamiany znakéw przed wektorami bazowymi). Sprzezenie takiej zmiany znaku
(tzn. przed e;) poprzez permutacje m prowadzi do zmiany znaku przed €n(i)-
Stad wynika, ze B, jest iloczynem pélprostym grup S(n) i (Z;)™. Jej rzad
wynosi 2™nl.
(d) Grupa Dy,. Jest to podgrupa grupy B, indeksu 2. W D,, dopuszczamy tylko
parzyste iloSci zmian znakéw u wspdlrzednych; na przyklad, e; — —e;,
e; — —ej, e — ex, k #1,j. Zlozenie tego ostatniego przeksztalcenia
z transpozycja e; « e; jest odbiciem wzdluz wektora e; + e; (rysunek 4).
2. Grupy Coxetera
Mozna pokazaé, ze w kazdym z powyzszych przykladéw grup istnieje taki wybér
generatoréw S = {s1,..., 8, } grupy, ze jedyne relacje jakie zachodza pomiedzy
nimi maja postac

(ee)™)=d, 5, 4@ 8
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gdzie m(s, s) = 1 (tan. s? = 1 jako, e s s odbiciami). Macierz (m(s, 1)), es
nazywa sie macierzg Cozetera.

Prayktady. Grupa I>(m) ma dwa generatory s, s, odpowiadajace odbiciom
wzgledem dwu kolejnych osi symetrii wieloboku. Zatem sf = s% = (s182)™ = 1.

Grupa A, ma n generatoréw s; = Se,_,,,, i = 1,...,n. Zauwazmy, ze jedli

i+1 < j,tos;is; sa odbiciami we wzajemnie ortogonalnych podprzestrzeniach;
zatem one komutuja miedzy soba i mamy (s;s;)? = s?s? =1 Jefli j =i +1,

to wektory e; — ei+1 oraz e; 1 — e;42 leza w plaszczyznie {(x;, iy1, Tite) :

Z; + Tiy1 + Ti12 = 0} i tworza kat 120° (rysunek 5). Zatem (s;s;41)° = 1.

Definicja. Grupa W (skoiiczona lub nieskoficzona) nazywa sie grupg Cozetera
jesli istnieje zbidr jej generatoréw S = {s1,...,s,} taki, ze jedynymi relacjami
pomiedzy nimi sg (st)™* = 1, pray czym m(s,s) = 1.

Zauwazmy, ze macierz Coxetera jest macierza symetryczna. Rzeczywiscie, mamy
ts = t(st)t™, co daje (ts)™(*t) = ¢(st)™(*)t=1 = 1. Zatem m(t, s) dzieli m(s, ).
Oczywiscie zachodzi réwniez relacja odwrotna.

Symetryczna macierz o nieujemnych catkowitych wyrazach mozna latwo
zakodowaé za pomocy grafu. W przypadku macierzy Coxetera dostaje sie
tzw. graf Cozetera. Zawiera on r wierzchotkéw odpowiadajacych generatorom
s € S. Rézne wierzcholki s i t s3 polaczone krawedzia z indeksem m jesli
m(s,t) = m > 3. To znaczy, ze jesli m(s,t) = 2, to wierzcholki s i ¢ nie sg
polaczone; odpowiada to sytuacji, gdy odbicia dzialaja w ortogonalnych
wzgledem siebie podprzestrzeniach (patrz przyklad z A,). Umawiamy sie
réwniez nie pisa¢ indeksu m = 3.

Powyzsza definicja grup Coxetera jest abstrakcyjno-algebraiczna. Okazuje sie, ze
mozna realizowaé grupy Coxetera geometrycznie. Wezmy przestrzen wektorowa
RS (z bazg (es, s € §)) i wyposazmy ja w forme dwuliniowa
Ly
ales,es) = —cos ——
( 8y t) m(s, t)

Jesli z =} .65 1y =) yse,, to mamy a(z,y) = (Az,y), gdzie macierz A ma
elementy macierzowe a(e,, e;), a (+,-) jest euklidesowym iloczynem skalarnym.

Widzimy, Ze elementy diagonalne a(e,,e,) sa réwne 1 i ze A jest symetryczna.
Niestety, nie zawsze zadaje ona iloczyn skalarny (od ktérego wymaga sie, aby
a(z,z) > 0 dla z € RS\ 0, lub krécej A > 0). Na przyklad, det A = 0 dla grafu

~ 4 4
Coxetera By : ® — e — e (sprawdzic).

Niezaleznie od tego, czy a(:,) jest iloczynem skalarnym czy nie, definiujemy
przeksztalcenia

0s: 2 — T — 2a(e,, T)es
ktére nazywamy pseudo-odbiciami. Grupa Coxetera W pokrywa sie
z grupa przeksztalcen RS generowana przez pseudo-odbicia. Zauwazmy, ze
pseudo-odbicia sa inwolucjami (bo a(e,, e;) = 1) oraz zlozenie pseudo-odbié¢ 40,
jest obrotem o kat 27 /m(s, t).

W przypadku gdy A > 0 przeksztalcenia o, sa odbiciami w przestrzeni
2z iloczynem skalarnym. Okazuje sie, ze:

grupa Cozetera jest skoriczona wtedy % tylko wtedy, gdy macierz A jest dodatnio
okreslona.

1 —cosm/m

Na przyklad, A = ( GO 1

) dla grupy I(m) : o e
Powyisza wlasnos¢ pozwala na uzyskanie pelnej klasyfikacji skoriczonych
grup Coxetera (tylko nimi bedziemy si¢ dalej zajmowa¢). Odpowiednie sp6jne
grafy Coxetera s3 przedstawione na rysunku 6. (Spéjnosé grafu Coxetera
oznacza nierozkladalno$¢ grupy Coxetera na iloczyn podgrup dziatajacych

w ortogonalnych podprzestrzeniach.)
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Zatrzymajmy sie na chwile na grupach Hj i Hy. Grupa Hj dziala

w tréjwymiarowej przestrzeni i jest generowana przez trzy odbicia wzgledem
plaszczyzn, ktére tworza pomiedzy sobg katy 90°, 60° i 36° = 180°/5. Nietrudno
domysleé sig, Ze mamy tutaj grupe izometrii dwunastoscianu foremnego. Obroty
o krotnosci kata 120° s3 to obroty wokél 10 osi przechodzacych przez pary
antypodalnych wierzchotkéw (gdzie zbiegaja sig 3 krawedzie); obroty o krotnoéci
72° to obroty wokét 6 osi przechodzacych przez srodki przeciwleglych écian
(pieciokatéw), obroty zas o kat 180° to symetrie osiowe wzgledem 15 prostych
przechodzacych przez Srodki krawedzi. Te obroty wyznaczaja 60—elementowy
skladnik prosty w Hj izomeorficzny z grupg alternujgeq A(5) (parzystych
permutacji 5 szeScianéw wpisanych w dwunastoscian). Mamy Hj ~ A(5) x Z,,
gdzie Z» jest generowana przez symetrie przestrzenna.

Grupa Hy jest grupa izometrii pewnej figury regularnej w R*. Sklada sie ona
ze 120 wierzchotkéw, 720 krawedzi, 1200 Scian i 600 komérek tréjwymiarowych.
Grupa liczy 14 400 elementéw.

Grupy Hs i Hy nie s3 grupams krystalograficznymi. To znaczy, ze dzialajac w R®
(lub w R*) nie pozostawiaja na miejscu zadnej siatki (struktury krysztalu).
Podobnie nie s3 krystalograficzne grupy I3(m) dla m = 5 (oznaczana takze przez
H3) oraz m > 7. Pozostale skoficzone grupy Coxetera sa krystalograficzne.

3. Uktlady pierwiastkéw

Wigkszoéé ze skoficzonych grup Coxetera okazuje si¢ byé grupami Weyla
ukladéw pierwiastkéw.

Definicja. Rozwazmy przestrzet wektorowa R z iloczynem skalarnym (-, -).
Skoriczony podzbiér R C R™ \ 0 jest ukladem pierwiastkéw jesli:

1) cap 22% € Z dla kazdych o, 8 € R;
2) odbicia sg, @ 53 @ — 24598, sa bijekcjami zbioru R.

Jedli R jest uktadem pierwiastkéw, to grupa W generowana przez odbicia
Sa, @ € R nazywa sie grupg Weyla.

Przyktad. Uktad Ap, = {aij =e;—ej:4,5=1,...,n+1, i # j}

w R? =~ {3 z; = 0} C R"*! (ze standardowym iloczynem skalarnym)

jest ukladem pierwiastkéw. Rzeczywiscie, mamy (oj, ;) = 2 oraz

(045, o) = 0, £1,+2, czyli warunek 1) jest spelniony. Z drugiej strony wiemy,
ze odbicia s,,; zadaja transpozycje (ij) elementéw bazy ei,...,en41. Zatem
oczywistym jest, ze pierwiastki przechodza na pierwiastki. Oczywiscie grupa
Weyla ukladu pierwiastkéw A, pokrywa sie z grupg Coxetera A,,.

Bardzo proste warunki 1) i 2) nakladaja istotne ograniczenia na geometrie
zbioru R. Na przyklad, jeSli « € R, to s, = —a € R oraz jedia € R
i ma € R, to m = £1/2,+1, £2. Istotnie, zakladajac, ze m > 1 dostajemy

m|a|? 2 g e ) g 3 i i R
Crla = 2WL|'&lP = & € Z. Uklad pierwiastkéw R nazywa si¢ zredukowanym, jesli
z faktu @ € R i ma € R wynika, e m = +1.

Mamy ponadto naﬁgCGﬁCﬁa = 4%’ = 4cos? 0, gdzie § = B,p jest katem
pomiegdzy o i 8. Jako ze ta liczba jest calkowita, to moze ona przyjmowaé tylko
wartodci 0,1, 2,3 (o ile pierwiastki nie sa réwnolegte). To odpowiada katom

90°, 120°, 135° i 150°; o ile bierzemy katy w zakresie od 90° do 180°. Oczywiscie
wtedy mamy c.g = 0,£1,+£2,+3.

Zauwazmy jeszcze, ze Cap/csa = |B|%/|a/?, o ile pierwiastki nie sa prostopadie.
Te relacje pozwalaja wyznaczy¢ wzgledne dlugoéci pierwiastkéw., Mamy
nastepujace mozliwosci:

Cap = C3a =0, 6=090°%

Caf = CBa, 8= 120°, |0r[ = |,B|,

Caa = 2Cag, 6 =135°, |al=v2|8);

Cha = 3Cap, 6 =150°, |a| =+/3|8|.
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B Na rysunku 7 sa przedstawione wszystkie
zredukowane uklady pierwiastkéw w R?.

Dla opisu klasyfikacji ukladéw pierwiastkéw
potrzebne jest jeszcze pojecie ukladu
prostych pierwiastkéw S = {,...,a,} C
C R. Elementy S powinny tworzyé baze

- przestrzeni R” i kazdy element z R
powinien mie¢ przedstawienie postaci
a= N0
28+ 3« Z o

gdzie wspélczynniki n; sa catkowite i tego
samego znaku (albo wszystkie nieujemne
albo wszystkie niedodatnie).

B+2x f+3a

Okazuje sig, ze uklad prostych pierwiastkéw
zawsze istnieje (chociaz nie jest wyznaczony
jednoznacznie). Mozna go skonstruowaé
wychodzac z porzadku leksykograficznego
—B-a -8 > w R*. Méwimy, ze pierwiastek a > 0
~26~3a jest prosty, jesli nie jest suma dodatnich

pierwiastkéw, a £ S+, 8> 0, v > 0.

W ten sposéb dostaje sie zbiér S
pierwiastkéw, ktdry spelnia warunki uktadu prostych pierwiastkéw. Mozna
pokazaé, ze (o, 8) < 0 dla @, B € S (patrz rysunek 7).

= (Ca)

Kazdy uklad pierwiastkéw koduje si¢ za pomoca tzw. diagramu Dynkina. Jego
wierzcholki odpowiadaja prostym pierwiastkom a € S. Wierzchotki o, 8 € §
sg polaczone za pomoca nag = €agcsa = 0,1,2, 3 krawedzi. Jedli nag # 0, to
dorysowuje si¢ strzalke idaca od wigkszego do mniejszego z pierwiastkéw.

Spéjne i zredukowane uktady pierwiastkéw sa pokazane na rysunku 8.
(Spéjnosé oznacza nierozkladalnodé ukladu pierwiastkéw na niezalezne

uklady w prostopadlych podprzestrzeniach.) Jedyne niezredukowane uklady
pierwiastkéw powstaja z sum uktadéw B, i Cy; sa one oznaczane przez B,,C,.

- W przypadku A, mamy R = {e; —e;} oraz § = {e; — ei1}.
— Uklad pierwiastkéw B, jest nastepujacy
te;, i=1,...,n; +e; tej, i<

Tutaj jest S = {e1 —e2,e2 —€3,...,6n_1 — €5, €}, grupa Weyla za$ pokrywa sie
z grupa Coxetera B, (permutacje wektoréw e; i zmiany znakéw przed e;).

— Uklad C,, jest nastepujacy

i2e;; te; + €4,y
aS={e1—€2...,n_1— €n,2e,}. Tutaj grupa Weyla jest taka sama jak dla
ukladu B,,.

- Dp: R={xe;*ej, i#j}, S={e1—ez...,6n_1—€n,en_1 +e,}. Grupa
Weyla jest izomorficzna z grupa Coxetera D,,.

~ Uklad Eg lezy w R® = {z € {R® : 25 = 27 = —x3} i sklada sie z

5
% 1
:be;:l:ej, 1<i<j<h :I:E(eg—e7—ea+;e,-e;), € =21, HE,‘ =1

— E7 lezy w przestrzeni R” = {z € R® : 27 = —z3} i sklada sie z wektoréw

6
1
te;te;, 1<i<j<6; t(er —e) :3:5(67—884-26,;85), HE* =-1.
1

—Eg:te;tej, 15i<j<8; %Eft‘eu H€£=1-
- Fy: *e;; :I:e,-iej, 1$1<j$4, %(ieliezie;;:l:&;).

- Uklad G2 jest przedstawiony na rysunku 7 i ma grupe Weyla izomorficzna
z grupa Coxetera I(6); (dlatego tez nie ma grafu G, na rysunku 6).

23



4. Algebra liniowa i pélproste algebry Liego

Okazuje sie, ze uklad pierwiastkéw A, rzadzi nasza uniwersytecka algebra
liniowa.

Rozwazmy przestrzef g zespolonych macierzy wymiaru (n + 1) x (n + 1)

o zerowym §ladzie, g = sl(n +1,C) = {A: Tr A =} a;; = 0}. Jest to algebra
Liego ze wzgledu na komutator [A, B] = AB — BA (bo Tr AB = Tr BA).

Ta algebra posiada podalgebre zlozong z macierzy diagonalnych,

b= {diag (A1,..., Ang1) : D X = 0}. Jest to abelowa podalgebra, tzn. [A, B] = 0
‘dla A,B €h.

Zobaczmy jak wyglada komutator macierzy diagonalnej A = diag (A1, Az, . ..)
i dowolnej macierzy A = (a;;)Mnozenie przez A z lewej strony oznacza, ze
wiersze A s3 mnozone przez liczby A;, mnozenie za$ z prawej strony oznacza
mnozenie kolumn przez A;. Dla macierzy B = [A, A] = (b;;) dostajemy
nastepujace wyrazenie

b@j = (/\,' e /\j)aij-
To oznacza, ze nastepujace operatory liniowe adp : g — g, adp A = [A, A] maja
wspdlny rozktad na wlasne podprzestrzenie: na n-wymiarowa zerowa przestrzen
b i na 1-wymiarowe podprzestrzenie wlasne

g” =C- Ey,
gdzie E;; jest macierza z 1 na przecieciu i-tego wiersza i j—tej kolumny
i z zerami na pozostalych miejscach.

Wartodci wlasne A; — A; operatoréw ady sa funkcjonatami liniowymi na
przestrzeni b, czyli elementami przestrzeni dualnej h*. Jesli zdefiniujemy wektory
e; przestrzeni h* jako e;(A) = A, to dostajemy uklad wektoréw

{ei —ej, i # j} C h*\ 0. Oczywiscie Czytelnik rozpoznaje uklad pierwiastkéw A,
w R® ~ h*.

Powyzsza obserwacja nie jest przypadkiem; okazuje sie byé¢ przykladem
zastowania ogélnej teorii zespolonych pélprostych algebr Liego.

Definicja. Algebra Liego g jest prosta, jesli nie jest abelowa i nie posiada
wladciwych (t.j. # 0,g) idealéw; (przyjmujemy, ze j C g spelnia [j, g] C j,
abelowos¢ zas oznacza [g, g] = 0). Odpowiada to prostocie odpowiedniej

grupy Liego G (dla ktérej g = T.G), tzn. nieistnieniu wlasciwych dzielnikéw
normalnych; (idealowi j C g odpowiada dzielnik normalny J = expj C G, a kaida
abelowa grupa Liego dodatniego wymiaru ma dzielniki normalne). Algebra Liego
g jest potprosta, jesli jest sumg prosta prostych algebr Liego; inaczej, g jest
pélprosta, jesli nie zawiera abelowych idealéw.

Na przyktad, algebra gi(n,C) wszystkich n X n-macierzy nie jest pélprosta, bo
jej centrum C - I jest abelowym idealem; (na centrum skladaja sie elementy
komutujace ze wszystkim). Algebra gi(n,C jest przykladem tzw. reduktywnej
algebry Liego. Podobnie nie sg pélproste algebry gérno-tréjkatnych macierzy

i §cile gérno-tréjkatnych macierzy (t.j. z zerami na diagonali). Pierwsza jest
przykladem tzw. rozwigzalnej algebry Liego, a druga nilpotentnej algebry Liego.

Okazuje sig, ze kazda péiprosta algebra Liego g zawiera pewng maksymalna
abelows podalgebre (nie ideat) h nazywang podalgebrg Cartana; (tutaj
‘ﬁiaksymahloéé jest rozumiana w sensie porzadku zawierania). Mozna zdefiniowaé
b jako {y : ad,y = [z,y] = 0} dla typowo wybranego elementu z € g. Na
przyktad, w algebrze si(n + 1,C) za © mozna wybraé macierz z réznymi
wartosciami wlasnymi; wtedy macierze y komutujace z z maja ten sam rozktad
na podprzestrzenie wlasne co i &

zv; = \v; = z(yw) = y(zv;) = Ai(yvi) = yv; = const - v;.

Operatory ady, : g — g, h € b komutuja i dzieki temu majg wspélny rozklad
na podprzestrzenie wlasne, Wartosci wlasne a tych operatoréw sg elementami
przestrzeni sprzezonej h*. Okazuje sie, ze:
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uktad ztozony z niezerowych takich funkcjonatéw jest uktadem pierwiastkéw, przy
tym zredukowanym.

Wiemy, ze istnieje klasyfikacja ukladéw pierwiastkéw. Na jej podstawie
dokonano klasyfikacji zespolonych (pé1)prostych algebr Liego. Pokrywa sie
ona z klasyfikacja z rysunku 7. (Istnieje réwniez klasyfikacja rzeczywistych
(pét)prostych algebr Liego.)

Prayktad. Algebra Liego D,. Jest to o(2n,C), czyli algebra Liego grupy

O(2n, C) zespolonych macierzy 2n x 2n zachowujacych pewna niezdegenerowana
forme kwadratowa (zespolony odpowiednik algebry Liego grupy ortogonalnej).
Poniewaz nad cialem C wszystkie formy kwadratowe s takie same, wigc

mozemy ja wybraé w postaci (-, J-), gdzie J = (0 I) (w rozbiciu na

10
: : ; ; (X Y
n-wymiarowe bloki). Wtedy o(2n,C) sklada sie z macierzy postaci 7 U
takich, 26 U= -XT,Y = -Y ", Z = —Z7. Podalgebra Cartana jest réwna
b = {diag (M1,...,An, —A1,..., —An)}. Pierwiastki i odpowiednie wektory wlasne

ace A (B3 0 Y a o (O Biy—En\,
squastqpu_]acce./\,—)«j,,(o Ej_),)\,+/\31 (0 0 ),

0 0
w505, 0)

Algebra Liego B, jest réwna o(2n + 1,C), algebra za$ C,, jest réwna sp(2n, C)
(macierzy 2n x 2n zachowujacych forme symplektyczna). Czesto zamiast
oznaczenia o(k, C) (ortogonalna) uzywa si¢ oznaczenia so(k, C) (specjalna
ortogonalna) dla podkreslenia faktu, Ze macierze sa bezsladowe

(bo ATJ+JA=0).

Trudno oprze¢ si¢ nastepujacemu pytaniu. Czy inne serie algebr Liego
B,., Ca, D, sa tylko szczegdlnymi obiektami w klasycznej algebrze liniowej, czy
tez same stanowig niezalezne algebry liniowe?
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