O matematykach, co réwnania rozwigzywali

tukasz WIECHECKI, Warszawa

Wszyscy dobrze wiemy, ze wzoréw na pierwiastki wielomianéw stopnia od

5 w gére nie ma i nie bedzie. Jest to fakt prawie tak dobrze znany wéréd

opinii publicznej jak to, ze ,be kwadrat minus cztery a ce”. Gorzej z jego
uzasadnieniem, czy chociazby jakimid szczatkowymi intuicjami na ten temat.
Na pytanie dociekliwego ucznia szkoly éredniej: ,,Dlaczego?”, mozna by
wprawdzie palnaé: ,A dlatego, ze grupa permutacji na zbiorze co najmniej
5-elementowym nie jest rozwigzalna”, ale odpowiedz ta nie réznilaby sie w tej
sytuacji zasadniczo od np. ,Nie garb si¢”, czy tez ,A lekcje odrobione?”.
Oczywiécie sprawa nie jest prosta. Rozwiazanie tego problemu zajelo ludzkosci
kilka wiekéw, wiec naiwnoscia byloby przypuszczaé, ze pelny dowéd mozna by
upakowa¢ w popularnym artykule. Nie mniej jednak mozliwe jest przedstawienie
pewnych intuicji dajacych doé¢ dobry poglad na sprawe. Musimy jednak cofnaé
sig do poczatku, czyli do pierwszej polowy XVI w., kiedy to niejaki Tartaglia
wynalazl wzory na pierwiastki réwnania 3 stopnia. Fizyk R.P. Feynmann,
laureat Nagrody Nobla, uwazal, ze zdarzenie to dalo posredniowiecznej nauce
poteznego kopa, neutralizujac kompleks dwczesnych geometréw jakoby starozytni
Grecy to byly madre ludzie, a my to ciemne cymbaly. Wreszcie bowiem
dokonali$my czegos, co bylo dla nich za trudne.

Ale do rzeczy. Stwierdzenie, ze nie istnieja wzory na pierwiastki réwnan stopni
wyzszych, niz 4, jest tak naprawde nieprecyzyjne. Wzory bowiem istniejg, ale
nie takie o jakich by$my marzyli, bo w postaci szeregéw. Ludzie uparli sig, ze do
wyrazenia pierwiastkéw wielomianéw wolno wykorzystywaé tylko nastepujace
narzedzia (algebraiczne cyrkiel i linijka): liczby wymierne, wspétczynniki
wielomianéw (nie zakladamy, ze musza by¢ liczbami wymiernymi), cztery
dzialania arytmetyczne +, —, -, : oraz operacje pierwiastkowania dowolnego
stopnia ¥/ . Nic wiecej. Liczby, ktére mozna otrzymaé, wykorzystujac powyzsze
narzedzia bedziemy tutaj nazywaé osiggalnymi. Zwréémy uwage na to, ze
wybér ten jest w pewnym sensie dod¢ arbitralny, w kazdym razie jesli chodzi

o ostatnie narzedzie. Méwimy bowiem: jesli mamy dana liczbe osiagalna a,

to pierwiastek wielomianu X™ — a jest réwniez liczba osiagalng. Tak wiec
dokonujemy arbitralnego wyrdznienia wielomianéw postaci X™ — a. Matematyk
O. Perron zaproponowal, aby wielomiany X" — a zastapi¢ wielomianami postaci
X" + X — a, czyli operacje zwyklego pierwiastkowania liczby osiagalnej a
zastapié operacja wyciagania pierwiastka wielomianu X" + X — ¢. Pomyst ten
nie znalaz! uznania. Z punktu widzenia praktycznych obliczefi znajdywanie
pierwiastka wielomianu X™ — o nie rézni si¢ zlozonoscig od znajdywania
pierwiastka wielomianu X" + X — a. Zreszta wzory na pierwiastki wielomianéw
stopni 3 i 4 maja znikomg wartos¢ z punktu widzenia obliczent numerycznych.
Faktem jest jednak, ze matematycy w XVI w. ukladali te wzory z mysla

o zastosowaniach do probleméw praktycznych. PéZniej jednak okazalo sie, ze
nadaja sie do tego jak drukarka laserowa do obierania marchewki. Newton
przyktadowo w ogdle nie zajmowal si¢ problemem wzoréw na pierwiastki,
koncentrujac sie na tworzeniu metod numerycznych. Tak czy inaczej w drugiej
polowie XVII w. problem wzoréw na pierwiastki byl juz uwazany za domene
tzw. czyste] matematyki nie majaca zadnych praktycznych zastosowar.

Wréémy jednak do wzoréw na pierwiastki réwnan stopnia 3 i 4. Spéjrzmy

jak wyglada oryginalna metoda Tartaglii, ktéry wygadal sie o niej niejakiemu
Cardano, ten za$ spisal, poprawil, uzupelnil i dzieki temu mamy nazwe: wzory
Cardano, a nie Tartaglii. Musimy pamietac¢ przy tym, ze w owych czasach

nie bylo zapisu symbolicznego, réwnania zapisywano calymi zdaniami, po
lacinie, liczby ujemne byly wyklete, nie méwiac juz o liczbach zespolonych.
Rozwigzywanie réwnan algebraicznych przypominato wiec wtedy karkolomne
akrobacje cyrkowe.
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Mamy dane réwnanie 3 stopnia
X +aX?+bX +c=0.

Podstawiajac z = X + § otrzymujemy réwnanie postaci z° + pz + ¢ = 0.
Pozyteczny trick, o jedna literke mniej. Teraz Tartaglia, niczym Pomyslowy
Dobromir dokonuje podstawienia z = u +v: (u® +v3 + ¢) + (u +v) (3uv + p) =
0. I co teraz? Céz, zamiast jednej zmiennej z mamy teraz dwie u i v, mozemy
wiec nalozyé na nie dodatkowy warunek. Zamiast tego jednego réwnania
napiszemy dwa: u3 + 3 = —qiww = —£. Z obu tych réwnan wynika oczywiscie
réwnanie na z = u + v. Jesli obllczymy z drugiego réwnania v = —£ i wstawimy
do pierwszego, to otrzymamy réwnanie kwadratowe na u3;

(u?)® +qu3—(‘53’—) =0.
2= @) B+
o=@ - &

Oczywiscie drugie rozwigzanie powstanie, gdy zamienimy u® z v*, ale to nie ma
znaczenia, ¢ bedzie takie same. Mozemy wigc napisaé schematycznie:

==&+ @ +-@ O

I oto nasze upragnione wzory Cardano. Dlaczego napisalem ,schematycznie”?
Wiadomo bowiem, ze w dziedzinie zespolonej mozemy wyciagaé pierwiastek
n-tego stopnia na n réznych sposobéw, czyli kazdy z napiséw

-@ /&6 @

kryje w sobie 3 rézne wartosci zespolone. Czyli co, w sumie = moze przyjmowaé
3+ 3 = 9 réznych wartosci? Nie, nie zapominajmy o warunku uv = — 2 : Jedli
ustalimy wartos¢ jednego pierwiastka (czyli np. u) to v jest juz automa.tyczme
wyznaczone. Wszystkie 3 pierwiastki réwnania z* + pz + ¢ = 0 mozemy réwniez
zapisaé wzorami:

o= {- @O+ O+ - @+
=6~ (@) +) +<</ ORICE
\/()W\/UW

gdzie (3 jest pierwiastkiem 3 stopnia z 1, czyli np. (3 = cos120° + isin 120°.
Oczywiécie pod warunkiem, ze pierwiastki sze§cienne we wszystkich wzorach

sg wyciagnigte tak, by zachodzil wzér uv = —§. Pamietajmy, ze operowanie
liczbami zespolonymi w czasach Cardano sprawialo ,torture dla umystu”,

wigc nie bylo mowy o pisaniu jakich$ tam (3. Wszystko musialo byé grzeczne

i dodatnie. Wzory s3 wprawdzie imponujace, ale szybko okazalo sie, ze sprawiaja
kiopoty. Prosz¢ bowiem wzia¢ dowolny wielomian, majacy trzy ladne pierwiastki
rzeczywiste i obliczyé ze wzoréw co wyjdzie. Oczom przerazonego Cardano,
rozpatrujacego réwnanie z° = 15z + 4 ukazal si¢ wzér

4= {2+ VT2 + {f2- vTTAL

No pigknie. Co gorsza, okazuje sie, ze liczba (3) + (%) pod pierwiastkiem
kwadratowym jest ujemna doktadnie wtedy, gdy réwnanie ma trzy rézne
pierwiastki rzeczywiste. Wszystko to drastycznie zmienito poglad na liczby
zespolone i juz Bombelli (1526-1573) w swym wplywowym dziele ,, Algebra”
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(1572) prowadzi obliczenia na liczbach zespolonych, pokazujac m.in., ze

Ve+v—12l=2++/-1i{/2-v-121=2- /-1

Wazory na pierwiastki réwnan stopnia 4 zostaly znalezione przez Ferrari'ego,
ucznia Cardano. Nie wzbudzily one zbyt wielkiego zainteresowania, na réwnania
patrzono wtedy raczej w sposéb geometryczny, wielkoéci w nich wystepujace
mialy jednostki, a przeciez metr nie wyraza nic, wiec po co si¢ tym w ogdle
zajmowac. My jednak przyjrzymy sie metodzie Ferrari do$¢ dokladnie.
Rozpatrujemy réwnanie

X+ aXP+bX%2+cX +d=0.

Podobnie, jak poprzednio poprzez zamiane zmiennych z = X + 4 mozemy

sig pozbyé cztonu z X3. Rozwiazujemy wiec réwnanie z* + pz? + gz + r = 0.
Narzuca sig, by dwa pierwsze skladniki uzupelnié czyms, co da pelny kwadrat:
(:1:2 + g)z =—qr—rT+ (g)z Marzy nam sie nastepnie, zeby po prawej stronie
stal tez jaki§ kwadrat. Ale nie stoi. Musimy wiec drania poprawié, nie psujac
tego po lewej. Po lewej stronie napiszemy (a:2 + 24+ y)2, a wiec i prawg strone
musimy zmodyfikowaé: —qz — r + (g)z + 2yz? + py + y%. Wprowadziliémy tu
zmienng ¥, ktéra mozemy dowolnie ksztaltowaé, moze wiec przy pewnej jej
wartosci réwniez po prawej stronie otrzymamy pelny kwadrat. Patrzac na to co
jest przy z? i z dochodzimy do wniosku, ze jeéli to ma byé kwadrat, to musi byé¢

2
postaci (\/Ex - 5—\%—;) . Otrzymujemy wiec réwnanie na y:

2
P)z 2 2 q
—qr — T i 2 i + + = 2 B T 5
q +(2 + 2y py+y (\/ YT 3 Ty)

czyli

q2

‘S_y.
Po wyczyszczeniu mianownika otrzymujemy réwnanie stopnia 3 na y:
8y° +8py” + (2p° — 8r)y — ¢* =0,
ktére rozwigzujemy tak jak poprzednio. Otrzymang warto$é y (jest ona
réwna 0 tylko wtedy, gdy ¢ = 0, a wtedy nasze pierwotne réwnanie strasznie
2
sie trywializuje) wstawiamy do réwnania (22 + g)g = (\/ﬁx - ﬁﬁ) '
pierwiastkujemy je i rozwigzujemy otrzymane réwnanie kwadratowe. Wypisanie
wzoru na z zostawiamy jako znakomite ¢wiczenie z kaligrafii.

2
_.T'+(g) +p‘y+y2:

Powyzej przedstawione metody rozwigzywania réwnan stopnia 3 i 4 sa
pomystowe, ale tak naprawde nie bardzo widad dlaczego one pracuja, czy nie
ma innych metod i wreszcie dlaczego nie mozna podobnymi triczkami rozwiagzaé
réwnan wyzszych stopni. Tak, tak, my juz to wiemy, ale wlasciwie dopiero
analiza tych metod, jak réwniez metod wypracowanych w XVII w., przez
Lagrange’a zaczela zmieniaé przekonanie, ze wzory na pierwiastki réwnar stopni
od 5 w gére istniejg, tylko my jesteSmy tak glupi, Ze nie potrafimy ich znalezé.
Wréémy jednak jeszcze na chwile do metod Cardano i Ferrari. Otéz w metodach
tych jak gdyby lekcewazymy fakt, ze zazwyczaj wielomian n-tego stopnia ma

n réznych pierwiastkéw. Méwimy wiec: lepszy jeden pierwiastek w garéci, niz
cztery na dachu. Zauwazmy jednak: to, ze nic zlego sie nie stanie, jesli dla
dowolnego wielomianu o wspétczynnikach, powiedzmy, zespolonych napiszemy

X" 4an 1 X" b na X 24 a1 X +ag =
=X -X)(X-Xo)...(X - X,),

nie jest w gruncie rzeczy takie oczywiste. Wlasciwie dotykamy tutaj
zasadniczego tw. algebry, ktére wprawdzie bylo uwazane za oczywiste

w XVIII w., ale udowodnil je w pelni dopiero Gauss w 1799 r. Nic wiec
dziwnego, ze przez dluiszy czas na problem patrzono jak na jedno réwnanie

X' +an 1 X" T han o X" 24 ... +a1X + a9 =0,
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a nie jak na uklad réwnan od n zmiennych:

51 (Xl)"'an) = in = —Qn-1,

i=1

82 (Xl,...,Xn) = Z X{Xj = dpn-2,
1€i<j<n

83(X1,...,Xn) = Z X:iX; Xy = —an-3,
1<i<j<k

$n(X1y-o s Xn) = X1Xa. .. Xpn = (-1)"ag
(wzory Viéte’a).

No, dobrze, ale co wlasciwe daje ta zamiana? Czy to nie jest czasem
niepotrzebne komplikowanie?

Zanim jednak damy odpér nowej metodzie i damy si¢ unieé fali zniechecenia,
podeliberujmy kapke.

Zwréémy uwage, wzory Viéte'a pozwalaja wyeliminowaé symbole
wspolczynnikéw a; na rzecz pewnych wyrazen, bedacych wielomianami wielu
zmiennych (symboli szukanych pierwiastkéw wielomianu). Wielomiany te, jako
wspélczynniki, s3 nam dane, traktujemy je jako ,osiagalne”. Zauwazmy, ze
wielomiany te sa symetryczne, co oznacza, ze dowolne przestawienie zmiennych
X; nie zmienia tych wielomianéw, czyli wzorem: dla dowolnej permutacji o € S,
mamy

§q (XI:XQ; X )Xn) = §i (Xd‘(l)aXc{Q)r‘ .. )Xa(n)) 3
czyli w symbolice skréconej: s; = s7. W procesie rozwigzywania réwnan
stopnia 3 i 4 wprowadzamy nowe zmienne, znajdujemy réwnania (prostsze od
pierwotnego) na nie, rozwigzujemy je itd. Niejako konstruujemy budynek, u
ktérego podstaw leza wspélczynniki a;, a na szczycie znajduja sie pierwiastki.
A gdyby$my tak wszystkie kroki konstrukcyjne przettumaczyli na jezyk
pierwiastkéw, czyli kazda wprowadzona zmienna i kazde otrzymane réwnanie
pomocnicze wyrazili poprzez pierwiastki X, ..., X,,, a zamiast wspétczynnikami
a; operowali wielomianami s;? Wspélczynniki sa funkcjami symetrycznymi od
pierwiastkéw, wigc zapewne proces rozwigzywania ukaze nam sie jako co$ w
rodzaju stopniowej desymetryzacji dostepnego arsenatu wyrazen osiagalnych.
No, dobrze doé¢ gadaniny, zabieramy si¢ do roboty. Pierwszym matematykiem,
ktéry wykonal analize, ktérg tu przedstawimy byt Lagrange (1770).

Na wstepie twierdzenie

Tw. 1: Niech f (X1,...,X,) 19(X1,...,X,) bedg wielomianami takimi,
ze f[g jest funkcjq symetrycang, tzn. f7/g° = f/g dla dowolnej permutacji
o € Spn. Wiedy istniejq wielomiany W i V' od n 2zmiennych takie, ze f/g =
W (s1,-..,8) /U (31,...,8n).

Innymi stowy dowolng symetryczng funkcje wymierna mozemy otrzymaé
wykonujac cztery dziatania arytmetyczne na podstawowyh wielomianach
symetrycznych s;. Twierdzenie to, jakkolwiek dos¢ intuicyjne, wymaga dowodu.
Mimo to Lagrange uwazal je za ,évident par soi-méme”, czyli wlasciwie nie
wymagajace dowodu.

Z twierdzenia tego wynika, ze kazde symetryczne wyrazenie wymierne od

Xi,..., X, mozna wyrazi¢ jako funkcje wymierna od wspélczynnikéw a;
wielomianu. Zaczynajac nasz ,quest for roots” mamy wiec do dyspozycji
wszystkie wyrazenia symetryczne. Przy pierwiastkowaniu wyrazeri wymiernych
ich symetryczno$¢ bedzie si¢ stopniowo zmniejszaé az, wraz z osiagnieciem
jednego z pierwiastkéw np. X, spadnie do satysfakcjonujacego nas poziomu.

Do mierzenia symetrycznoéci beda nam jednak potrzebne pewne narzedzia. Dla
funkcji wymiernej w (X, ..., X,) przez wS» bedziemy oznaczaé zbiér wszystkich
funkcji wymiernych postaci w?, gdzie o € S,,. Ponadto St (w) bedzie zbiorem
wszystkich permutacji, ktére nie ruszaja w. Widaé mniej wiecej, ze [wS=|
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jest tym, wigksze, im mniejsze jest |St (w) |. Wielkodci te sa nawet odwrotnie
proporcjonalne: |St (w) | - [wS»| = n!. Fakt ten wraz z dowodem znalazl sie

w pracy Lagrange’a i byl pierwsza jaskélka teorii grup, dzialem wspélczesnej
algebry traktujacym m.in. o strukturze algebraicznej zbioru permutacji.

Zadanie: Znalezé ([1;;(Xi — X;))5».

Wréémy do wzoréw Cardano. Aby je otrzymaé wprowadziliémy zmienne u i v
takie, ze pierwiastkami wielomianu X2 + aX? 4+ bX + c s3

X, =- (§)+u+'v,
X = (5) +Gu+ v,
Moz (%) + CZu + Cv.

Uktady réwnan liniowych to my malym palcem...Kiwajac nim i pamietajac, ze
a=—-X; — Xp — X3 oraz (¢ + (3 + 1 = 0 otrzymujemy:

1

U 5 (X1+ X + (X3)
1

U= g (X] + (3 Xo + C%Xg) :

Pamietamy, ze u? bylo pierwiastkiem réwnania 2 stopnia (u3)2 +qud — (3‘%)3 =0.
Jakie permutacje z S, zachowuja u3? Jesli o = (123), to

(u3)a = [% (X‘Z + C§X3 + Cﬁxl)]s = (g[% (X]_ + C§X2 + C3X3)]3 = 1,,:,3,

Podobnie 0% = 0 0 0 = (132) oraz permutacja identycznosciowa réwniez
zachowujg u®. Latwo jednak sprawdzié, ze pozostale permutacje zmieniaja u3.
Tak wiec | St (u®) | = 3, a wigc dziatajac na u® permutacjami z S, mozemy
otrzymac¢ dokladnie %’ = 2 funkcje wymierne. Tyle samo ile stopieni réwnania
na u®, ktérego wspélczynnikami sa wyrazenia symetryczne na pierwiastkach. A
co z u? Jest ono pierwiastkiem réwnania 6 stopnia u8 + qu3 — (§)3 = 0, ktérego
wspélezynniki sg funkcjami symetrycznymi od X, ..., X,,. Wida¢ jednoczeénie,
ze przy dzialaniu permutacjami na u otrzymamy 6 réznych funkcji. Wynikatoby
z tego, ze jesli chcemy utozy¢ réwnanie minimalnego stopnia o wspéiczynnikach
bedacych funkcjami symetrycznymi na funkcje wymierna w (X1, ..., X,),
to nalezy sie spodziewaé, ze réwnanie to bedzie doktadnie stopnia wS». Tak
rzeczywiscie jest. Udowodnimy ten fakt, bo jest bardzo wazny. Musimy sie
oswoi¢ z nowa sytuacja. Zamiast liczb, symboli wspétczynnikéw a;, rozwazamy
funkcje od X, ..., X,. Tak wigc zbiér funkcji wymiernych jest teraz domena, po
ktérej bedziemy sie poruszaé. Bedziemy wigc stwierdzaé np., ze 2X; — X, jest
pierwiastkiem réwnania

Y- (X1 + Xa)Y + (2X7 +2X7 - 4X, X,) =0,

ktdrego zmienng jest Y. Wspélczynnikami tego réwnania sa kolejno
L, — (X1 + X2), (2X% +2X3 — 4X1X,).

Tw. 2: Funkcja wymierna w (Xy,...,X,) jest pierwiastkiem pewnego
wielomianu ® stopnia |wS*| o wsptczynnikach bedgcych symetrycanymi
funkcjami wymiernymi. Jesli wielomian o wspétczynnikach, bedgcych funkcjami
symetrycznymi, ma pierwiastek w, to jego stopieri jest réwny co najmniej |wSn|.

Dowdd: Niech m = |wS»| i niech {w; = w,w, ... , Wi} = w5, Przyjmijmy
®(Y)=(Y —w) (Y —wz)...(Y — wm). Jego pierwiastkiem jest oczywiscie w,
ale czy jego wspdlczynniki sa symetryczne? No to wezmy dowolng permutacje
o € S, 1 podzialajmy nig na @ (bedzie ona permutowaé zmienne X;, za§ ¥
zostawi w spokoju) i zobaczmy, czy co$ sie zmieni. Jeli nie, to znaczy, ze
wspdlczynniki sg symetryczne.

7 (¥) = (¥ —wf) (¥ — ). (¥ —wg).
~ No tak, ale zbiér caynnikéw (Y — wf) to zbiér czynnikéw (Y — w;) tylko troche
pomieszany. Tak wiec warto$¢ iloczynu tych czynnikéw po podzialaniu ¢ nie
zmieni sie.
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Zal6imy teraz, ze ¥ (Y') jest wielomianem o wspélczynnikach symetrycznych,
ktérego pierwiastkiem jest w. Dzialajac réznymi permutacjami na réwnanie
¥ (w) = 0 dostaniemy, ze kazdy w; jest tez pierwiastkiem ¥ (w zmieni sie¢ w w;,
a wspdlczynniki pozostang takie same). Tak wiec jego stopien musi byé co
najmniej m.
Rozumowanie doé¢ charakterystyczne dla teorii réwnan algebraicznych.
Zauwazmy, ze jedli chcemy przykladowo ulozyé¢ ladne réwnanie na funkcje
X1 + X, to wystarczy wziagé
(Y = (X1 4+ X)) (Y — (X1 + X3)) (Y — (X2 + X3))
i otworzy¢ nawiasy. Wspélczynniki tego wielomianu bedziemy mogli (tylko na
specjalne zyczenie klienta) nastepnie wyrazié poprzez wspétczynniki wielomianu,
ktorego pierwiastkami sa X;,..., X,.
Spéjrzmy jak nasze wypracowywane w pocie czola intuicje dziataja w przypadku
réwnania 4 stopnia. Rozpatrujemy réwnanie
X' 4+aX* +0X2+cX +d=0

i poprzez zamiang zmiennych z = X + § dostajemy

gt +pz 4 qr+r=0.
Znajdujemy nastepnie takie y, ze

2
(:c +2+y) (\/ :c— ) i
Dazymy teraz do wyrazenia y za pomoca plerwmstkow rownania. Pierwiastkujac
to réwnanie otrzymujemy de facto dwa réwnania

a:+ +y \/—y:c—%/g_
2%+ +y——(\/~w— )

Pierwiastki pierwotnego réwnania pooznaczamy tak, aby z; i z; byly
pierwiastkami pierwszego z powyzszych réwnan, zas$ =3 i x4 — drugiego. Wzory
Viéte’a na wyrazy wolne daja:

p
nTe = 2+y+2¢r
.
TR

Dodajac stronami oba réwnania dostajemy
T1T9 + T3Tq4 = p + 2y.
No, ale ze wzordéw Viéte'a
D= T1Z2 + 123 + T1T4 + T2T3 + T2T4 + T3Ty4,
czyli
1
y= -3 (@1+22) (ws +24).

Pamietajmy jednak, ze musimy wréci¢ do naszego pierwotnego réwnania
X% +aX?+bX? +cX +d=0. Mamy jednak z; = X; + 2. Wstawiajac do wzoru
na y i pamietajac, ze a = — (X1 + X3 + X3 + X;) dostaniemy

1
=§&+m—&~mﬁ

Pamigtamy: y bylo pierwiastkiem réwnania 3 stopnia. Liczba |y powinna by¢
réwniez réwna 3. I rzeczywidcie, wszystkie funkcje, ktére mozemy otrzymaé z y,
to:

(X1 + X2 — X3 — X4)?,

(X1 + X3 — X2 — X4)?,

Q0| = 00| = 0] =

(X Xy~ X~ Xa)s
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Funkcje powyisze sa wlasnie pierwiastkami réwnania na y. Jakiez to proste.
Wyrazajac wszystko za pomoca pierwiastkéw Xi,...,X,, mozemy tak latwo
konstruowaé wszystkie pierwiastki réwnania z jednego.

Nastepng rzecza, jaka robimy podczas naszej bitwy o pierwiastki réwnania
4 stopnia, jest obliczenie /2y i wstawienie do jednego z dwéch réwnan. Mamy
(i taty):

1
\/2y=§(X1+X2—X3—X4).

Dokonujemy dalszej desymetryzacji osiagalnych wyrazen. 4/2y ma jus 6 obrazéw
permutacyjnych. Nie dziwota, w koficu /2y jest pierwiastkiem réwnania
stopnia 6. Stad juz tylko krok do pierwiastkéw, wystarczy rozwiazaé réwnania
kwadratowe.

Lagrange nie daje nam jednak wytchnienia i wytacza taka armate, ze glowa
puchnie. Przygladnijmy sie jej jednak dokltadnie, bo strzelajac z niej rozwalimy
mur dziubdzianiny i otworzy nam si¢ okno na wszelakiej masci ogdlne
spekulacje.

Tw. 3: Niech f i g bedg funkcjami wymiernymi od zmiennych X1,..., X,.

Jesli dziatajge na f wszystkimi permutacjami nie ruszajgcymi g otrzymamy
doktadnie m rdznych funkcji, to f jest pierwiastkiem rdunania stopnia m, ktdrego
wspotczynniki sg wyrazeniami wymiernymi od g i elementarnych wielomiandw
symetrycznych s1,...,8n.

O co tu chodzi? Wiemy z tw. 2, ze réwnanie na f, ktérego wspdlczynniki
bylyby funkcjami wymiernymi od sy,..., s,, ma stopieh réwny liczbie
permutacyjnych obrazéw funkeji f. No, dobrze, ale jesli zgodzimy sie na to, by
we wspélczynnikach réwnania wystepowala réwniez funkcja g, to mose stopien
tego réwnania daloby sie zmniejszy¢. Jak sie domyélamy z przebiegu dowodu
tw. 2, réwnaniem tym jest (Y — fi) (Y — f2)... (Y — fm), gdzie f; sa wszystkimi
obrazami f przy dzialaniu poprzez permutacje, ktére nie ruszaja g. Trzeba
tylko dowiesc, ze rzeczywidcie wspélczynniki tego wielomianu mozna wyrazié za
pomocg 81,...,8n 1 g.

Wydaje sig, ze armata powyzsza rzeczywiscie jest w stanie utorowaé droge do

jakich$ owocnych uogélniet. Mozemy z jej pomoca usankcjonowaé nastepujaca

ogdlna strategie rozwigzywania ogélnego réwnania stopnia n: nalezy znale?é ciag

funkcji wymiernych Vp, V1,...,V; od n zmiennych X3,..., X,, taki, ze Vj jest

funkcja symetryczna, V. jest jakim$ pierwiastkiem np. V; = X oraz dla kazdego

i=1,...,r zachodzi jeden z warunkéw:

1) ‘/t'k = v:'—l:

2) liczba obrazéw funkcji V; przy dzialaniu permutacjami, ktére nie ruszaja
Vi—1, jest mniejsza niz n.

W pierwszym przypadku V; moZemy po prostu obliczy¢ poprzez
spierwiastkowanie V;_;, w drugim zaé V; mozna znalezé, rozwigzujac réwnanie
stopnia mniejszego niz n.
Dla n = 2 dobry jest nastepujacy ciag: Vp = (X3 — X2)2 (toz to ta nieszczesna
delta), V; = X; — X, V2 = X;. Vp jest symetryczna, V) jest pierwiastkiem Vj,
28§ V, spelnia warunek 2 (zreszta V2 = 1 (Vi + (X1 + X2))).
Dla n = 3 mozna wziaé: Vy =dowolna funkcja symetryczna,
3

Vi=(X+GXe+GXa), Va=Xi+GXo+3Xs, Vi=Xi
Poniewaz V; przyjmuje tylko dwie wartosci przy dzialaniu permutacjami,
wiec mozna ja obliczy¢ z réwnania kwadratowego, V; obliczamy z V) poprzez
wyciagniecie pierwiastka szeSciennego, za§ V3 jest niezmienncza ze wzgledu na
dzialanie permutacji, ktére nie ruszaja V2 (bo jedyna permutacja, ktéra nie
rusza V3 jest identycznoéé).
Dla n = 4 wybieramy V;y =dowolna funkcja wymierna,

i=X+X2)(Xs+X4) ,Vo=X1+Xa, Vz=Xi.
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Poniewaz Vi ma tylko trzy obrazy, wiec jest pierwiastkiem réwnania stopnia 3,
V2 ma tylko dwa obrazy przy permutacjach nie ruszajacych V3, podobna historia
dla V3.

Widac wigc, ze twierdzenie jest rzeczywiscie mocne. Czy strategia powyzsza

da rad¢ réwnaniom wyzszych stopni? Lagrange jako pierwszy zaczal

watpi¢ w istnienie wzoréw dla réwnan wyzszych stopni. Jego heurystyczne
uzasadnienia zwigzane sa z analizg jeszcze innej metody rozwiazywania réwnani,
zaproponowanej przez Bezouta kilka lat przed pojawieniem si¢ pracy Lagrange’a.
Metoda ta polega na szukaniu za jednym zamachem wszystkich pierwiastkéw
réwnania n-tego stopnia w postaci ag + a1w + aaw? + ... + an_1w™ "1, gdzie

za w nalezy podstawi¢ kolejno wszystkie pierwiastki stopnia n z 1. Okazuje

sig, ze metoda ta pracuje znakomicie dla réwnan stopni 3 i 4. Analizujac te
metode Lagrange doszedl do wniosku, ze juz dla réwnari stopnia 5 pojawiaja
sie trudnosci by¢ moze nie do przezwyciezZenia.

Praca Lagrange’a zaowocowala prébami udowodnienia nieistnienia nieszczesnych
wzoréw. Pierwszym $miatkiem byl Paolo Ruffini, ktéry w 1799 r. opublikowat
potezna dwutomows cegle, w ktérej, jak twierdzil, znajdowal sie kompletny
dowdd. Praca Ruffiniego nie zostala raczej przychylnie przyjeta. 516 stron
skutecznie odstraszato potencjalnych fanéw jego talentu. Jednak mimo, ze
okazalo sie pézniej, iz dowdd zawiera istotne luki, to cate zdarzenie spowodowalo
kompletng zmiane pogladéw na cala sprawe. Ludzie juz niejako wiedzieli,

ze wzoréw nie ma. W 1826 Abel, niezaleznie od Ruffiniego, opublikowat

inny dowéd, ktéry wprawdzie réwniez mial dziury, ale byl jak najbardziej
reformowalny i ubytki szybko zaplombowano. Ponizej przedstawimy szkic
dowodu, ktéry jest jak gdyby polaczeniem najbardziej udanych fragmentéw prac
Ruffiniego i Abela.

Spéjrzmy generalskim okiem na pole bitwy. Mamy ogélne réwnanie n-tego
stopnia X" + a,1 X" ' +... 4+ a;.X + ag = 0, ktérego pierwiastkami sa
X1y, X5 Mamy wiec

X“+an_1X"‘1+...+a1X+a0=(X-Xl)—...-(X—Xn),

z czego wynikaja wzory Viéte'a. Rozpoczynajac walke o pierwiastki mamy do
dyspozycji liczby wymierne, wspélczynniki a;, cztery dzialania arytmetyczne
oraz operacje pierwiastkowania dowolnego stopnia. Zgodnie z ideologia
przedstawiong wyzej symbole wspélczynikéw zamienimy na elementarne
wielomiany symetryczne s;. Na mocy tw. 1, stosujac cztery dzialania
arytmetyczne mozemy otrzyma¢ dokladnie wszystkie funkcje symetryczne od
zmiennych X;. Za kazdym razem jednak, gdy wykonamy pierwiastkowanie,

a nastgpnie wygenerujemy wszystko co mozliwe za pomoca czterech operacji
arytmetycznych, arsenal dostepnych funkcji powigkszy sig. Zbiér osiagalnych
funkcji bedziemy powigkszaé i powigkszaé, dopdki nie wpadnie nam w tapy jeden
z pierwiastkéw X;. Powstaje tu jednak drobny problem. Przeciez pierwiastkujac
pewna funkcje wymierng (np. s; = X; + X2+ ...+ X,,) mozemy nie otrzymaé
znowu funkcji wymiernej, lecz jakie$ paskudztwo (nie istnieje funkcja wymierna,
ktéra bylaby réwna /X; + X2 + ... + X,,). Byé moze nie wychodzac poza
obszar grzecznych funkcji wymiernych nie da si¢ otrzymaé za pomoca naszych
srodkéw zadnego pierwiastka, ale da sie to zrobié jaka$ droga okrezna, brodzac
w blocie réznych niewymiernych paskudztw. Otdz pierwsza, dosé dluga i mato
efektowna cze$¢ dowodu polega na pokazaniu, ze jesli pierwiastek X, jest
osiggalny, to mozna to zrobi¢ nie brudzac si¢ w ten sposéb. Pominiemy te czesé
dowodu i przejdziemy od razu do Grand Finale.

Lemat: Niech u(Xy,...,Xp) 1a(X1,...,Xn) (n > 5) bedg funkcjami
wymiernymi (powiedzmy o wspdlczynnikach zespolonych dla ustalenia wwagi)
takimi, Ze uP = a. Jesli dla pewnej liczby pierwszej p funkcja a nie zmienia sie
przy dziataniu permutacji o = (123) oraz T = (345), to u réwniez.

Dowdd: Zastosujmy o do réwnoéci uP = a. Dostaniemy o (u)’ = o (a) = a, a
wiec o (u) = uP. Zalozymy, ze u # 0, bo tak bedzie przyjemniej. Wtedy mozemy
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P
napisaé (5-(31) = 1, czyli 0 (u) = w,u, gdzie w, jest pewnym pierwiastkiem
stopnia p z 1. Dmala_]qc na ostatnia rownosc poprzez ¢ otrzymamy o2 (u) = w? Su,
i Jeszcze raz 0° (u) = wiu. No dobrze, ale o jest identycznoscia, wiec o® (u) = v,
astad w? = 1. Analoglczna argumentacja prowadz1 do wniosku, ze 7 (u) = w,u,
gdz:e wr jest plerv.rlastklem stopnia p z 1 oraz w = 1. Stad o1 (u = WolWrl

i 0?7 (u) = wiw u. Ja.k latwo obliczy¢ mamy o7 = (12345) i 0?1 = (13452),

a wiec (o7)° (021') = id. Stad wnioskujemy (wow,)® = (wew,)® = 1. Poniewaz

2a8 wy = wh {waw,.) (wWlwy) ™ 5, wiec na mocy wyprowadzonych réwnosci

we = 1.
Stad i z (wew,)® = 1 dostajemy w® = 1. Réwnosé w, = wSw=" daje wiec wy, = 1.
To koriczy dowdd.

Jeden rzut beretem do mety:

Zasadnicze Twierdzenie Tego Artykuhu: Nie isiniejg wzory na pierwiastki
rownari stopnia wiekszego niz 4.

Dowdd: Z lematu wynika, ze jakkolwiek bySmy nie pierwiastkowali (wycigganie
pierwiastka dowolnego stopnia n mozna zlozy¢ z pierwiastkowan o stopniach
bedacych liczbami pierwszymi) w obrebie funkcji wymiernych, zawsze
otrzymywane funkcje wymierne beda niezmiennicze przy dzialaniu permutacji
(123) i (345) (startujemy od funkcji symetrycznych) A to znaczy, ze nigdy nie
dobijemy si¢ do X3, ktéry taki nie jest. Jest jasne, ze w takim razie pozostalych
pierwiastkéw réwniez nie osiagniemy. Z opuszczonej pierwszej czefci dowodu
wynika teraz teza.

Metoda dowodu tu przedstawiona ma swoje zady i walety. Z jednej strony
doé¢ szybko prowadzi do celu, z drugiej za$ nie wnikamy w niej za bardzo

w strukture algebraiczng zbioru permutacji, przez co mamy raczej zamknieta
droge na rozmaite uogélnienia. Mozna si¢ pytaé, dlaczego w dowodzie lematu
wzigliémy wiadnie permutacje (123) i (345) oraz dlaczego zaden tego typu
trick nie przechodzi dla n = 3 i 4. Poza tym zwréémy uwage na jedna kwestie.
Udowodniliémy, Ze jednego ogélnego wzoru nie ma, ale moze dla kazdego
konkretnego wielomianu powiedzmy o wspélczynnikach wymiernych istnieja
inne wzory, slowem nie udowodniliémy, ze istnieje wielomian powiedzmy o
wspétczynnikach wymiernych, ktérego pierwiastki nie dadza sie osiagnaé
narzedziami: liczby wymierne, cztery dziatania arytmetyczne i operacje
pierwiastkowania dowolnych stopni. To jak gdyby dwie rézne sprawy.

W dowodzie operowaliémy na symbolach, ktére z natury rzeczy nie podlegaja
zadnym nietrywialnym relacjom algebraicznym, wszystko bylo tam doéé
sztywne. Jesli jednak w napisie symbolicznym X° + a4 X4 + a3 X3 + a2 X2 +
a1X + ap = 0 zastapimy literki a; konkretnymi liczbami, np. X% - X —1 =0,
to wspétczynniki beda spetniaé rézne relacje np. a? + ag = 0 (podstawowe
wielomiany symetryczne nie spetniaja zadnych tego typu relacji — to mozna
wykazad) i kto wie, czy przy odpowiednim manipulowaniu nie dobijemy sie
o pierwiastkéw tego jednego konkretnego wielomianu za pomoca naszych
ulubionych narzedzi. Faktem jest, ze akurat dla X™ — X —1 =0 (n > 5) jest
to niemozliwe (wynik z 1987r.), ale teorie, ktéra pozwala rozpracowywaé takie
przypadki stworzy} dopiero genialny Galois (1811-1832). Ale to juz za dluga
bajka. ..
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