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Skad to sie wzielo?
Zbigniew MARCINIAK, Warszawa

Matematyka wzigla si¢ ze zmagaii z rzeczywistoscia pozamatematyczng.
Sprébujemy te tezg zilustrowaé na przykladzie bardzo starej i pogladowej
dyscypliny matematyki, jaka jest geometria.

Ludzi od niepamietnych czaséw fascynuje przestrzen. Juz Starozytni dostrzegli,
ze panuje w niej tad, ktéry da si¢ sprowadzi¢ do niewielkiej liczby niemal
oczywistych zasad. W swoich Elementach Euklides formutuje te najprostsze
zasady, a nastepnie wywodzi z nich praktycznie cala éwczesna wiedze ma temat
geometrii przestrzeni, w ktdrej zyje.

Przez ponad dwa tysiaclecia opis przestrzeni pochodzacy od Euklidesa byt
calkowicie zadowalajacy. Mimo systematycznego rozwoju nowych technik
(wynalazek wspélrzednych, metody rzutowe, geometria rézniczkowa itd.)
geometryczna wizja naszej przestrzeni pozostawala praktycznie nie zmieniona
niemal do korica XIX wieku. Uzywajac wspélczesnego jezyka, zyliSmy w tamtych
czasach w przestrzeni R®, wyposazonej w kartezjariska odlegloéé

plz,y) =

* % %

Sformulowana przez Einsteina na poczatku XX wieku ogdlna teoria wzglednosci
doprowadzila do radykalnej zmiany w pojmowaniu przestrzeni fizycznej

w skali kosmicznej, a w konsekwencji — do rewolucji w geometrii. Nowa
geometria musiala sobie poradzi¢ z nowymi faktami fizycznymi: otaczajaca nas
przestrzen nie jest sztywna i wszedzie jednakowa, lecz »ugina si¢” pod ciezarem
pojawiajacych si¢ w niej gdzieniegdzie wielkich mas, a w dodatku bez przerwy
rozcigga si¢ jak powierzchnia balonu, ktéry nadmuchujemy powietrzem.

Adekwatnym modelem przestrzeni stata si¢ tréjwymiarowa rozmaitoéé gladka
M3, tj. przestrzen topologiczna ktéra wyglada jak przestrzen R® tylko lokalnie,
w nieduzym otoczeniu kazdego punktu. Te nieduze otoczenia nazywamy
mapami. W obrebie kazdej mapy mamy wspélrzedne i mozemy uprawiaé
klasyczna geometrie i mechanike: badaé tory pociskéw, wyznaczac ich predkosci
itd. Gladko$¢ rozmaitoéci gwarantuje, e nie wystapi sprzecznosé, gdy pocisk
przeleci z jednej mapy do drugie;j.

Odleglos¢ w takiej przestrzeni nie moze byé okreslona jednym wzorem, takim
Jak na przykiad p(z,y), gdyz wspéirzedne punktu (1, 22, x3) maja charakter
lokalny. Ten klopot obchodzimy, wprowadzajac na rozmaitoéci M? tzw. metryke
Riemanna. Jest to funkcja g, ktéra kazdemu wektorowi stycznemu & przypisuje
pewng liczbe nieujemng ||7], zwana jego diugoscia. Funkcja g ma byé gladka

w nastepujacym sensie: dla dowolnej krzywej gladkiej «: (a;b) — M? funkcja
t— v(t) = [|[7'(t)|| tez ma byé¢ gladka. Wykorzystujac rachunek rézniczkowy

i catkowy mozna teraz tatwo okreéli¢ dlugosé dowolnej krzywej ¥(t) wzorem

b
= [ v,

a odleglos¢ miedzy punktami z,y € M® wyrazi¢ liczba
p(z,y) = inf{|y| : krzywa v taczy punkty z i y}.

W tak otrzymanej przestrzeni mosna uprawiaé geometrig, ktéra w codziennej
skali sprowadza si¢ do teorii opisanej przez Euklidesa. Podstawowe pojecia
klasycznej geometrii maja sens w naszkicowanej wyzej geometrii riemannowskiej
(M3, g), choé czasem wystepuja pod inng nazwa. Na przyklad odpowiednikiem
prostych Euklidesa sa linie geodezyjne. Pojawilo sie takze wiele nowych obiektéw
opisujacych globalne wlasnosci przestrzeni, na przykiad formy rézniczkowe,
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tensory, koneksje, klasy charakterystyczne itd., ktére niemal calkowicie
pochlonely uwage dwudziestowiecznych geometréw.

Z caly wyrozumialoécia dla nostalgicznej tesknoty niektérych swoich
przedstawicieli za elegancja syntetycznej geometrii tréjkatéw i okregéw,
spoleczno$é matematyczna uznala wspomniang wyzej rewolucje w geometrii za
uzasadniong lepszym zrozumieniem otaczajacej nas przestrzeni i dlatego w pelni
ja zaakceptowala.

* ok ok

Od potowy lat osiemdziesiatych zachodzi w geometrii kolejna rewolucja: miejsce
klasycznej juz geometrii riemannowskiej zaczyna zajmowaé tzw. geometria
nieprzemienna.

Zrédlo tej nowej geometrii jest tej samej natury co zrédlo geometrii
riemannowskiej: korekta naiwnej ekstrapolacji. W zakresie odlegtosci w jakich
rozgrywa sie nasze codzienne zycie, najblizsza przestrzen zdaje sie byé
tréjwymiarowym obszarem, tj. podzbiorem R®. Przechodzac z horyzontem
wszechswiata do nieskoriczonosci, naturalne wydaje sie zalozenie, ze cata
przestrzen to tréjwymiarowa przestrzen kartezjanska. Nie znajduje to jednak
potwierdzenia w danych do$wiadczalnych (ugiecie promieni §wiatla w sasiedztwie
wielkich mas) i zmusza nas do rozwazania ogdlniejszego modelu — rozmaitosci
(M3, g).

Podobny problem napotykamy, gdy zmierzamy w kierunku mikroéwiata.
Geometria Euklidesa zaklada, ze najmniejsza, graniczng figura jest
bezwymiarowy punkt, zad kazdy obiekt fizyczny, choéby najmniejszy, jest bryla.
Ten poglad tez nie wytrzymuje konfrontacji z do§wiadczeniem. Rozwazmy
bowiem atom wodoru, ktérego rozmiar jest rzedu 10~'° metra. Sktada sie on

z 10 tysiecy razy mniejszego jadra oraz jednego malerikiego elektronu. Poniewaz
jadro ma tadunek dodatni, a elektron ujemny, to ich wzajemne przyciaganie
winna réwnowazy¢ jakad sila, chronigca atom przed zapascia.

Znamy pary bryl, ktére przyciagaja sie wzajemnie, lecz na siebie natychmiast
nie spadaja, na przyklad Ziemia i Ksiezyc albo Storice i Ziemia. Powstrzymuje je
przed tym sita odsrodkowa, wywolana ruchem jednej z tych bryt wokél drugiej.

Jednakze przypuszczenie, ze (szybki) ruch obiegowy elektronu chroni go przed
upadkiem na jadro prowadzi do sprzecznosci z prawami fizyki. Wiemy bowiem,
ze ladunek elektryczny poruszajacy sie w przestrzeni ruchem krzywoliniowym
emituje promieniowanie, przez co traci czes¢ swojej energii. W konsekwencji,
elektron powinien spa$é na jadro po mniej wiecej 10~ sekundy, co oczywiscie
nie ma miejsca.

Doktadniejsze przyjrzenie sie atomowi wodoru prowadzi do dalszych paradokséw.
Z punktu widzenia klasycznej mechaniki, rozgrywajacej sie w przestrzeni
Euklidesa (lub przestrzeni M*® - ze wzgledu na mala skale to rozréznienie nie ma
znaczenia) energia elektronu powinna w pewnym zakresie zmieniaé sie w sposéb
ciagly, w zaleznosci od ciaglej zmiany odleglodci elektron—jadro. Tymczasem
energia elektronu przyjmuje tylko niektdre, dyskretne wartodci. Mozna to
zaobserwowaé, gdy przez szklana rurke napelniona wodorem przepuécimy
éwiatlo, ktore nastepnie przepuscimy przez pryzmat. Na ekranie umieszczonym
za pryzmatem ujrzymy charakterystyczny uklad linii — widmo atomu wodoru.
Jest to jego unikalny ,,podpis chemiczny”; kazdy pierwiastek chemiczny ma swdj
indywidualny uktad takich linii.

W roku 1885 szwajcarski nauczyciel fizyki Balmer z wielks dokladnoécia
zmierzy! dtugosci fal $wiatla, odpowiadajace kreskom widma wodoru. Otrzymal
nastepujace wyniki:

0, 000065628 cm, 0,0000486080 cm, 0,000043400 cm, 0,0000410130 cm,. ..

Czlowiek mniej dociekliwy byé moze by na tym poprzestal, ale Balmer zrobit
co$ jeszcze: zbadal wzajemne stosunki tych niepozornych liczb i gdy podstawil
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L = 3645,6 x 1078 cm, otrzymal ciag
9, 16, 2 36
577 1277 217 32
Inaczej méwiac, dlugosci fal odpowiadajace kreskom na widmie wodoru mozna
wyrazié wzorem

L.

2

n .
Azm_{,} gdzie n = 3,4,5,6,...

Biorgc odwrotnosé tego wyrazenia, otrzymujemy wzdr na czestotliwoéé

ol _n-41_ (1 1 R
AT om2 L \22 a?2)7"
gdzie R = % jest tzw. stala Rydberga.

Wtasnie Rydberg okoto roku 1890 wykazal, ze powyzszy wzdr jest uniwersalny:
widmo dowolnego atomu ma kreski odpowiadajace czestotliwoéciom okreélonym

wWzZorem
1 1
s (m* % F) &

dla pewnych liczb naturalnych n, m. Z tego wzoru i z obserwacji wynika, ze
tylko niektdre pary czestotliwosci mozna dodaé by otrzymaé czestotliwosé

tez wystepujacg w widmie - jest to tzw. regula kombinacji. Tymczasem

z klasycznej teorii wynikalo, ze obserwowane czestotliwoéci powinny tworzyé
grupe przemienna, tj. kazde dwie czestotliwoéci po dodaniu powinny daé trzecia.

Heisenberg by! pierwszym uczonym ktéry zauwazyl, ze tajemnicza reguta
kombinacji zachowuje sie dokladnie tak, jak pewna algebra nieprzemienna.
Rozwazmy czestotliwodci postaci v; = ;Ifr wystepujace we wzorze, gdzie ¢
przebiega pewien skofczony zbidr liczb I. Wtedy czestotliwosci kresek sa
postaci v;; = v; — vj, tj. mozna je poindeksowaé zbiorem A = {(4,7) : 4,j € I}.
Cazestotliwodci v45, v mozna dodaé tylko wtedy, gdy j = k. Otrzymujemy wtedy
vit = Vi + vj1. Mamy zatem w zbiorze A dzialanie okreslone wzorem

o _J G gdyji=k,

{333) (ksl) - { 0 gdyj __/_, k.
Heisenberg zauwazyl, ze jest to dokladnie reguta mnozenia zero-jedynkowych
macierzy n x n, tj. takich, ktére majg jedynke na jednym miejscu, a na
pozostalych zera. Zatem adekwatnym opisem widma atomu jest nieprzemienna
algebra macierzy M, (C), gdzie n = |I|. Wykorzystujac te algebre Heisenberg
byl w stanie objasni¢ nie tylko czestotliwodci kresek obserwowane w widmie
atomu, ale takze ich intensywno$ci. W ten spos6b w teorii przestrzeni pojawila
si¢ algebra nieprzemienna.

Od dawna wiadomo, ze z kazdg przestrzenia topologiczna X zwiazana jest

w naturalny sposéb pewna algebra przemienna. Jest to algebra C(X) funkcji
ciagtych na X o wartosciach rzeczywistych. Jesli przestrzenie X, Y sa
topologicznie takie same (homeomorficzne), to ich algebry sa izomorficzne.
Homeomorfizm h: X — Y zadaje bowiem izomorfizm pierscieni h*: C(Y) — C(X)
okresélony wzorem h*(f) = f o h.

Znacznie ciekawsze zjawisko zachodzi, gdy obie przestrzenie X, Y sa zwarte.
Wtedy z istnienia izomorfizmu pierscieni funkcji ciagltych wynika, ze X jest
homeomorficzna z Y! Przekonajmy sie, dlaczego tak jest.

Niech ¢: C(X) — C(Y') bedzie zadanym izomorfizmem pierécieni. Korzystajac
tylko z algebraicznych wlasnosci piericieni powinniémy zbudowaé homoemorfizm
uX —-Y.

Wykorzystamy pojecie idealu w pierscieniu. Przypomnijmy, ze jest to podzbiér
pierécienia I C R zamkniety na dodawanie i odejmowanie, ktéry jest ,,pulapka”
ze wzgledu na mnozenie: jesli z € I oraz r € R, to rz € I. Ideal I C R nazywamy
maksymalnym, jesli jest podzbiorem wlasciwym oraz nie jest istotnie zawarty

w zadnym wiekszym ideale wlasciwym.
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Przykladem idealu w pierscieniu liczb calkowitych jest zbiér liczb parzystych.
Przykladem idealu w pierscieniu C(X) jest zbiér I, wszystkich funkcji
zerujacych sie w ustalonym punkcie z € X.

Niech przestrzenn X bedzie zwarta. Wykazemy, ze kazdy wlasciwy ideal
piericienia C(X) jest zawarty w pewnym ideale postaci I,. Gdyby to nie
byto prawda, to dla pewnego idealu J # C(X) mielibyémy w kazdym punkcie
z € X funkcje f, € J, ktéra spelnia f.(z) # 0. Wtedy takze f, # 0 na pewnym
otwartym otoczeniu U, punktu z. Z pokrycia {Ux}xe x mozna wybraé skoniczone
podpokrycie (zwartosé!):

X=UzU...Ul,,.
Wtedy funkcja

e
nalezy do idealu J i nigdzie nie znika. Wtedy takse 1 = f - % € J, bo J jest
wputapka” ze wzgledu na mnozenie. Z tego samego powodu dowolna funkcja
ciggla g = 1 g nalezy do J, czyli J = C(X) - sprzecznosé.
Oczywiscie izomorfizm pierécieni ¢: C(X) — C(Y) przenosi idealy maksymalne
na idealy maksymalne. Okre§lmy zatem funkcje u: X — Y wzorem u(z) = y, gdy
¢(I,) = I. Nietrudno sprawdzi¢, ze u jest szukanym homeomorfizmem.
Udowodnilismy wlaénie, ze algebra pierScienia funkcji ciaglych C(X) koduje
w sobie calg informacje o topologii przestrzeni X.

* ok ok

Dalej wygodniej nam bedzie postugiwaé sie liczbami zespolonymi. Niech zatem
C(X) oznacza od tej chwili piericient funkcji ciaglych, okreslonych na przestrzeni
zwartej X, o wartodciach zespolonych: f: X — C. Zauwazmy, ze C(X) jest teraz
przestrzenia liniowa nad cialem C, wyposazona w norme supremum:

1l = sup |£(z)],
zEX
wzgledem ktérej jest zupelna. Ponadto mamy operacje *:C(X) — C(X),
polegajaca na sprzeganiu zespolonym:
f(z) = f(=).
Wyodrebnijmy podstawowe zwiazki pomiedzy mnozeniem, norma i gwiazdka,

zachodzace w C(X), w formie aksjomatéw. Mamy zatem do czynienia ze
zbiorem A, ktéry

a) jest przestrzenig liniowa z normg ||.||, wzgledem ktérej jest zupelny;
b) ma dwuliniowe mnozenie, wzgledem ktdrego jest pierécieniem tacznym;
¢) ma inwolucje *: A — A, spelniajaca warunki
(@) =a, (a+bd)*"=a"+b* (Xa)*"=Aa*, (ab)* =b*a*.
d) spelnia warunek
lla*all = [lal|?

dla dowolnych a,b€ A, A€ C.

Zbiér spelniajacy warunki a)-d) nazywamy C*-algebra. Taka algebra jest
przemienna, jeéli dla dowolnych a,b € A zachodzi réwnoéé ab = ba. Oczywiscie
algebry funkcji ciagtych C(X) sa przemienne. Przykladami nieprzemiennych
C*-algebr s algebra macierzy M,(C) lub ogélniej, algebra B(*) operatoréw
cigglych na przestrzeni Hilberta.

W rzeczywistosci poznaliSmy juz wszystkie przemienne C*-algebry, gdyz mamy

Twierdzenie Gelfanda-Najmarka. Kazda przemienna C*-algebra z 1 jest
postaci C(X) dla pewnej przestrzeni zwartej X .

Co wigcej, istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$é miedzy kategoria
przestrzeni topologicznych zwartych a kategoria przemiennych C*-algebr
z jedynka.
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Druga cze$é twierdzenia oznacza, ze wszystko to, co mozemy powiedzieé o
przestrzeniach topologicznych zwartych i przeksztalceniach ciaglych miedzy
nimi, potrafimy jednoznacznie przetlumaczyé na jezyk algebry.

* ok %

Jaki jest pozytek z powyzszego utozsamienia topologii z algebra? Otéz
otrzymujemy szans¢ na uprawianie geometrii nieprzemiennej. Postapimy
bowiem podobnie jak wtedy, gdy chcemy uprawiaé geometrie w przestrzeniach
wymiaru wyzszego niz trzy. Przypomnijmy - robimy to tak: w dobrze nam
znanej przestrzeni tréjwymiarowej wprowadzamy uklad wspélrzednych,
utozsamiajac ja z obiektem algebraicznym: zbiorem R3 tréjek (z;, 2, z3) liczb
rzeczywistych. Nastepnie odrzucamy zalozenie, ze wspdélrzedne sa tylko trzy

i otrzymujemy ogdlniejszy obiekt algebraiczny R", w ktérym wprowadzamy
pojecia geometryczne przez analogie z R®.

Analogicznie, w geometrii nieprzemiennej zastepujemy przestrzen X przez
C*-algebre przemienna, a nastepnie odrzucamy zalozenie przemiennoéci.
Ogodlniejsze, ,nieprzemienne” przestrzenie to hipotetyczne obiekty, ktérych
algebry funkeji ciaglych s nieprzemienne. Istniejg (albo nie istnieja) one
w takim samym sensie, w jakim istnieje (lub nie - rzecz gustu) przestrzen
czterowymiarowa.

* k k

Tworzenie geometrii nieprzemiennej polega na budowaniu stowniczka, ktéry
kazde pojecie topologiczne tlumaczy na jezyk C*-algebr. To jest mozliwe,
na mocy twierdzenia Gelfanda-Najmarka. Sztuka polega jednak na tym,

by po stronie algebraicznej nie uzyé ani razu przemiennoéci algebry. Wtedy
dane pojecie topologiczne bedzie funkcjonowalo takze w przestrzeniach
nieprzemiennych, ktére zdaja si¢ lepiej opisywaé mikroswiat.

Na przykliad sp6jnosé przestrzeni odpowiada warunkowi, ze w algebrze A jedyne
projekcje, tj. elementy a € A spelniajace warunki ¢ = ¢* = a2, to 01 1.
* % %

Oczywiscie do uprawiania geometrii (i fizyki) sama topologia nie wystarczy.
Musimy si¢ jeszcze nauczyé, jak w przestrzeniach nieprzemiennych wprowadzad
odleglosé, rachunek rézniczkowy i catkowy, teorie miary, formy rézniczkowe,
homologie itd. To wszystko mozna zrobié, ale to temat na inny odczyt.



